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[ glava

1.3

Definicija 4: Sistem ulaz-izlaz (U, i) odreden je skupom ulaza U skupom izlaza Y i relacijom (ili pravilom
ponasanja) sistema R € U X Y . Za bilo koji par (u,y) takodajeu€e U,y € Yi(u,y) € R kaZemo da je
ulazno izlazni par sistema, gde je u ulaz, a y odgovarajuci izlaz.

Definicija 5: Neka su U i Y skupovi ulaza i izlaza nekog ulazno-izlaznog sistema R < U X Y. Ako za svaki
ulaz u iz cinjenice da je (u,y1) € R, (u,y1) € R proistiCe da je y; = y,, tada takav sistem ulaz-izlaz
nazivamo sistem sa ulazno-izlaznim preslikavanjem(UIP). Preslikavanje koje dodeljuje jedinstveni
izlazy € Y svakom ulazu u € U nazivamo preslikavanje ulaz-izlaz sistema.

Definicija 6: (Sistemi bez memorije) Neki sistem sa ulazno-izlaznim preslikavanjem(UIP) na skupu
vremena T, sa skupom ulaza U, skupom izlaza Y je bez memorije ako postoji preslikavanje
y: T x U — Y, tako daje (u,y) neki par ulaz-izlaz tada je:

y® =y¢(tu®) teT

Pojam stanja: Stanje je saZeta predstava prethodnih ponaSanja sistema, dovoljno potpuna da nam
omogucdi da na osnovu ulaznih dejstava tacno predvidimo kakva ¢e biti izlazna dejstva i promene
samog stanja.

Parametrizacija prostora: Jedan nacin jedinstvenog povezivanja vrednosti y sa svakom vredno$éu u
je da se svakom paru ulaz - izlaz (u,y) pridruzi neki parametar x(t;) € X tako da y bude
jednoznacno odredeno vrednostima u i x(ty). Taj proces ¢emo shvatiti kao parametrizaciju prostora
parova ulaz-izlaz, a x(ty) cemo nazvati stanje Au trenutku t,. (A je apstraktni sistem, koji je model
nekog fizickog sistema).

1.4

Definicija 1: Neka prostor parova ulaz-izlaz modela A moZe da se parametrizuje u obliku jednacine
Y(t) = A(ap u[tolt[)' vt > to, v tO (1)

gde je A funkcijaa iy, zatgit €T, a € X, au € R[u], y € R[y] zadovoljavaju uslove uzajamne i
sopstvene saglasnosti. Tada (1) zovemo jednacdina ulaz-stanje-izlaz modela A, X prostor stanja za A,
elemente X stanja apstraktnog sistema — modela A, a a stanje A u trenutku t.

Definicija 4: (sistem ulaz-izlaz-stanje) Neka je T skup trenutaka vremena i U,Y,X skupovi funkcija
vremena odredenih na T. Elementi skupa U su ulazi , elementi skupa Y su izlazi i elementi skupa X su
stanja. Tada je neki sistem ulaz-izlaz-stanje odreden podskupom R < U X X X Y koji se naziva relacija(ili
pravilo ponasanja) sistema, koji ima slede¢u osobinu:



Pretpostavimo da(u,x,y ) ERi(u ,x ,y ) € Rtakodajex (t;) =x (ty) zanekot, € T.Tadaje
zadovoljeno sledece:

v Saglasnost stanja: Neka su ulazi, izlazi i stanja

x (1), T<t
x (1), t=>t

y(0),T<t
y (o1t

u(n),t<t
u (r),T=>t

u(t) = { y(v) = { x(1) = {

za tgit € T.Tada ako vazix (tg) = x (to), (u, %, y)obrazuju trojku ulaz-izlaz-stanje, tj. (u,x,y) € R.

v' Kauzalnost: Akojeu (t) =u (t) ty < T <t totit€ T tadaako jezadovoljeno
X (tg) = x (o) bice

x (1) =x (Dtp<t<t
yO =y (Ot <t<t
zaty, Tit€eT.
Jednacina prelaza stanja: x(t) = @(t, to, x(to), Upeyr[), t > to

Jednadina izlaza: y(t) =1 x(),u(t),t)

1.5

Posledica 4: Ako sistem A mozZe da se opise osnovnom jednacinom prelaza stanja i izlaza
dx(t)
TR f(x(®,u(®),v) (1

y(® =n x(®,u®),t,)

gde su funkcije fimn tako odredene na T x X X U da (1) ima jedinstveno resenje po x(t), tada je
x(t)stanje sistema A u trenutku t.

Primer 8: Verovatno je najpoznatija funkcija neprekidna sa leva, koja nije neprekidna, Hevisajdova
funkcija h(t) (jedini¢na odsko¢na funkcija) koja je deo po deo konstantna, sa jedini¢nim skokomut =0
kao sto je prikazano na slici:

h(t/t

1,t>0
h(t)={0,tso

|



Napomena: drugacije definisana odskocna funkcija koja ima vrednost 1 zat > 0 i 0 u ostalim tackama,
nije neprekidna sa leva ve¢ sa desna.

1.6

Definicija 1: Operator pomeranja svakoj funkciji f pridruzuje vremenski pomerenu funkciju z™* koja je
definisana osobinom

(7T 2 f(t—1),Vt, T € D¢

Definicija 2: Posmatrajmo sistem ulaz-izlaz u diskretnom ili neprekidnom vremenu T. Sistem je
vremenski nepromenljiv ako za svaki par ulaz-izlaz (u, y) i vremenski pomeren par (z""u, z7"y) je par
ulaz-izlaz sistema za bilo koje dopustivo kasnjenje T € T.

Definicija 3: Sistem sa ulazno izlaznim preslikavanjem i bez pamc¢enja, opisan preslikavanjem ulaz-
izlaz

y® =y¢(tu®),teT

je vremeski nepromenljiv ako i samo ako je Y(t;,u) = P(t,, u) za sve trenutke t;,t, € Tisva
dopustiva upravljanjau € Q.

Definicija 4: Sistem ulaz-izlaz-stanje opisan relacijom R € U X X X Y odreden na skupu vremena T
je vremenski nepromenljiv ako je R invarijantna na vremensko pomeranje, tj. ako je (u,x,y) € R,
tadajei(z7"u, z7'x,z7"y) € R za bilo koje dopustivo vremensko kasnjenje T € T.

[l glava

2.1

Blok dijagrami vremenski diskretnih sistema: Sastoje se od blokova jedini¢nih kasnjenja, mnoZenja
konstantom i sabiraca, a koji je opisan osnovnim jednacinama dinamike stanja u obliku

x(n + 1) = F(n)x(n) + G(n)u(n)
y(n) = H(n)x(n)

gde su F(n), G(n), H(n) matrice odgovaraju¢ih dimenzija.

2.2

Veza izmedu lokalne i globalne funkcije prelaza stanja: Izvod globalne funkcije je jednak lokalnoj
funkciji:

d
£ (6 x(0, u()) = - (& to, x(to), u(®)



2.3

Teorema 1:

Neka je X vektorski prostor na nekom polju K, i neka je A bilo koji skup. Neka je X* skup svih funkcija iz
A u X. Tada, ako definisemo sabiranje funkcija sa

(f+f)() 2 f(a) +f (a),VaeA
i mnoZenje funkcija skalarom sa
[kf](a) £ Kk[f(a)],va € A
tada je i sam X sa tim operacijama, vektorski prostor na K.

Definicija 3: Skup {x,},ea Vvektora u vektorskom prostoru X naziva se bazis ako je linearno nezavisan i
ako je maksimalan u skupu {x} U {x,},ea koji nije linearno nezavisan za neki razli¢it vector x iz X koji ne
pripada mnostvu {X, }uea -

2.4

Definicija 1: Metri¢ki prostor (X, d) je skup X sa funkcijom d: X X X — R koja dodeljuje svakom paru
elemenata a i b iz X neki broj d(a,b) = 0 koji ima osobine:

1. d(a,b)=0 akkojea =D
2. d(a,b) =d(b,a) (simetrija)
3. d(a,b) =d(a,c)+ d(c,b) (nejednakost trougla)

d(a, b) zovemo rastojanje izmedu a i b, a d metrika ili funkcija rastojanja.

Definicija 2: Neki vektorski prostor X nad kompleksnim ili realnim poljem naziva se normalni linearni

prostor ako postoji preslikavanje ||. ||: X = R, koje se naziva norma, a koje zadovoljava tri uslova:
1. |Ix|l=0 akko x = 0, nula vektor
2. lax|| = |allIxI| zasvex € Xi svea € K
3. |Ix+yll < I + [lyll zasvex,y € X

2.5

Izbor stanja sistema pomocu modela sistema na analognom racunaru : Pri simulaciji sistema na
analognim racunarima, kada “reSavamo” diferencijalnu jednacinu koja opisuje ulazno-izlazno ponasanje
sistema

h(y, v, ...,y(m)) =g(u, u, ...,u(“))

izvod najviseg reda y(m) odreduje se preko izvoda najviSeg reda od u i y koris¢enjem raspoloZivih
elemenata analognih racunara (integratori, sabiraci, konstante, mnozadi, itd..). Zatim se iz analognih
modela mogu dobiti razliCite predstave modela sistema koris¢enjem razlicitih promenljivih stanja.



Putanje(trajektorije) stanja u faznom prostoru : (Pogledati sisteme iz primera 1i2 na 94.i95. strani) U
oba slu¢aja prostor stanja X je dvodimenzionalan, sa koordinatama stanja polozajem x4 i brzinom x,, te
se x(t) moze nacrtati u zavisnosti od vremena t u 3-dimenzionalnom prostoru X X T, kao na slici:

x(0) X1

S Xa(t)

y _/ i

Gledajudi duz t-ose, mozemo projektovati krivu x(t) na X ravan da bi odredili fazni portret ili
trajektoriju(putanju) kretanja x(t). X se naziva fazna ravan, a trajektorije mogu da se crtaju kao krive
koristeci t kao parametar.

[l glava

3.1

3.2

Definicija 1: Ako je preslikavanje L: V = W i aditivno i homogeno kaZe se da je L linearno preslikavanje
ili da je ono linearna transformacijaizVuW.

Definicije linearnog preslikavanja:
1. L jelinearno preslikavanje akko je

L(avy; + bvy) = aL(vy) + bL(v3)
zasva vq,v, € Visve skalareaib.



2. L jelinearno preslikavanje akko je
L(k(Vl - Vz)) = kL(vy) — kL(v2)
zasva vy, v, € Visve skalare k.
Definicija 2: Sistem (T, U, Y, X, Q, ®, 1) je linearan sistem ako

1. U,Y,XiQ suvektorski prostori nad istim poljem K;
2. Zabilo koje trenutke tg, t; iz T preslikavanja
q)(tl,to, )X XOQ->Y
i
nty, .. ): X->Y

su linearna.
Teorema 3: Odziv linearnog sistema je zbir odziva iz nultog stanja i odziva na nulto ulazno dejstvo:
8(ty,to, (x W) = 8(t1,to, (0,w) + (x,0)) = 8(ty, to, 0,u) + 8(ty, to, %, 0)

Definicija 3: KaZe se da je sistem linearan iz nultog stanja ako je preslikavanje s(t1,ty,0,)): Q > Y
linearno preslikavanje za svako t{,ty € T dok ¢emo neki sistem zvati linearan na nulto ulazno dejstvo
ako je preslikavanje s(tq, ty,, u): Q@ — Y linearno preslikavanje za svako t;,ty € T.

Definicija 4: Neka je U skup ulaza, a Y skup izlaza nekog sistema ulaz-izlaz koji je opisan pravilom
R c U X Y. Sistem ulaz-izlaz je linearan ako su Ui Y linearni prostori i R je podprostor U X Y. Po
definiciji, R je podprostor ako ima osobinu da ako su (uy,y;) i (uy,y,) bilo koja dva ulazno-izlazna
para, linearna kombinacija (au; + Bu,, ay; + By,) je takode ulazno-izlazni par za proizvoljne skalare

aif.

Definicija 5: Sistem sa skupom ulaza U, skupom izlaza Y i ulazno-izlaznim preslikavanjem
Y:U - Yje linearan akko su Ui Y linearni prostori a ¥ je linearno preslikavanje, tj.

Y(aug + Buy) = a¥(uy) + ¥ (uy)
za svako uq,u, € Ui sve skalare aif3.

Definicija 6: Sistem ulaz-izlaz -stanje opisan relacijom R € U X X X Y je linearan ako su U,X, Y
linearni prostori i R je linearan potprostor.

3.4

Definicija 1: Vremeski - diskretan sistem je linearan ako su njegovi prostori ulaza U, izlaza Y i
prostora stanja X vektorski prostori, i ako postoje, za svaki trenutak vremena k € Z, tri linearne
transformacije

F(K): X = X
G(k):U->X
HK): X - Y

tako da su prelazi stanja i izlazi dati jednacinama



x(k+ 1) = F(k)x(k) + G(k)u(k)

y(k) = H(K)x(k)

Postupak linearizacije — odredivanje matrica F, G i H (primer 7) : (stranal43-144)

[V glava

4.1

Definicija 1: Neki par (T, X), koji se sastoji iz trenutka vremena T i stanja X, naziva¢emo dogadaj.
Definicija 2: Neki dogadaj (t,X) je dostiZljiv iz nultog stanja akko postoji neki trenutak s < Ti upravljanje
u € Q, tako dajeX = ®(1,s,0,,u).

Drugacije receno, neki dogadaj je dostizljiv ako je moguce da bude u nultom stanju u nekom ranijem
trenutku s i da bude preveden pomoc¢u odgovarajuceg izbora ulaza u u Zeljeno stanje X u Zeljenom
trenutku vremena t.

Definicija 3: KaZemo da je neki sistem potpuno dostizljiv u trenutku t akko je svaki dogadaj (t, X)
dostizljiv u trenutku T.

Definicija 4: Kazemo da je neki dogadaj (t,X) upravljiv u odnosu na nulto stanje 0x akko postoji takav
trenutak t > ti takvo ulazno dejstvo u € Q tako da je O, = ®(t, T, X, u).

Definicija 5: Neki sistem zva¢emo potpuno upravljiv u trenutku t ako i samo ako je svaki dogadaj
(t,X) upravljiv u trenutku .

Definicija 11: Sistem Y je osmotriv u trenutku t akko je svaki dogadaj (t,X) osmotriv za dato .

Definicija 12: Sistem Y je saglediv u trenutku t akko je svaki dogadaj (t, X) saglediv za dato .

4.2

Definicija 1:Neki sistem je dostiZljiv iz stanja xq € X ako i samo ako je svako stanje sistema
dostizljivo iz x, tj. ako za svako stanjeX € X postoji bar jedan niz ulaza w € U* tako da je:

P(xg,w) = X

Definicija 3:Neki sistem je osmotriv ako za svaki par razli¢itih stanja & i X postoji bar jedan niz
ulaznih dejstava na koji ona daju razlicite odzive, tj. postoji w € U* tako da je

sz(w) # s3(w)



Teorema 9: Sistem n-tog reda (F, G): x(k + 1) = F(k)x(k) + G(k)u(k) je upravljiv ako i samo ako je
R(F") € R[F"~1G]|...|G]
Posledica 10: Diskretnom sistemu je “lakSe” da bude upravljiv, nego dostizljiv:
1. (F,G) je dostizljiv = (F, G) je upravljiv
2. (F,G) je upravljiv =(F, G) je dostizljiv.

i
F je invertibilna

4.4

Definicija 1: Dva stanja X i X sistema 3 su k-nerazluciva (nerazlicna) sto pisemo X~ X ako i samo ako je
8Bg ((D) * 8¢ ((D) za sve nizove ulaza w duZine najvise k.

Definicija 2: Linearnom sistemu (F, G, H) je dualan linearan sistem (F*, G*, H") sa vektorom stanja p,
ulazom w i izlazom q opisan jednacinama

pk+ 1) = Fp(k) + G'w(k)

q(k) = H*p(k)

Posledica 7: Linearan sistem (F, G, H) reda n je osmotriv ako i samo ako je
rang([H* FH* ... F*"1H*]) = n

Teorema 8 (Teorema dualnosti): Sistem (F, G, H) je osmotriv (dostiZljiv) ako i samo ako je njegov dualni
sistem (F*, G*, H*) dostiZljiv (osmotriv.)

V glava

5.3

Fundamentalna matrica (izraz 17) : ®(t,ty) = W(t) * W=L(t), Vt,t,

Zamisao impulsnog odziva(Dirakova i Hevisajdova funkcija) : 245. Strana ???



VI glava

6.1

Matricni eksponent (ne znam sta treba iz knjige, ali evo formule) :

('D:>

I

+
[1s
=| %

k=1
Algebarski ekvivalentni stacionarni sistemi: Stacionarne linearne sisteme predstavljene sa (F, G, H) i
(F, G, H) zva¢emo algebarski ekvivalentnim ako postoji konstantna invertibilna matrica P tako da

x = P * X povezuje njihova stanja xi X . Pritom vazi:

F=P1FP
G=P1G
H = HP

6.2
278., 279., 280. strana ©



6.3

Jordanova kanonicka forma:
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6.4

Definicija Laplasove transformacije:

F(s) = foof(t)e_“dt

F(s) u ovoj jednacini nazivamo jednostana Laplasova transformacija funkcije f(t) i ozna¢avamo
F(s) = L{f(t)} a f(t) = L Y{F(s)} je inverzna Laplasova transformacija.

Prenosna funkcija i impulsni odziv: (mislim da treba samo ovo)
G(s) = H(sl — F)71G - prenosna funkcija

g() = L"HG(s)}ilig(t) = HeM*Gzat > 0

6.5

Mejsonovo pravilo: Ukupno pojacanje od ulaza u do izlaza y je

N
1
G(s) = ~
(s) AZ Gy Ay
=1

gde je A determinanta grafa

A=1—ZG]-1+ZG]-2—ZG]-3+--~
VII glava

7.1

Teorema 9: Sistem sa jednim ulazom (F, g) je upravljiv ako i samo ako u prenosnoj funkciji u odnosu na

stanje Gy (s) = (sI — F)~! nema skracdivanja nula i polova.

7.2

Teorema 1: Vremenski neprekidan, vremenski invarijantan linearan sistem
X(t) = FX(t) + GU(t)
sa prostorom stanja reda n je potpuno upravljiv ako i samo ako je

rang([G | FG | ... |[F""1G]) =n



7.3

Teorema 4 (Dualnost): Vremenski neprekidan linearan sistem 5 je osmotriv na [tg, t;] ako i samo ako je
nejgov dualni sistem ¥, upravljiv na [to, t{].

Posledica 5: Linearan sistem je upravljiv ako i samo ako je njegov dualni sistem osmotriv.

VIII glava

8.1

Definicija 1: Za neki (linearan ili nelinearan) sistem sa funkcijom prelaza stanja ® kazemo da je X¢

ravnotezno stanje ako se ne menja pri nultom ulaznom dejstvu 0, tj.
X® = D(t,ty,x%,0) zasvet; > tg

Tri razlicite vrste ravnoteze:

Ne=stabilna ravnoteZa

Asimptotski stabilna ravnoteZa

. Slabo stabilna ravnoteZa



8.2

Teorema 1: Stacionaran linearan, vremenski neprekidan sistem je asimptotski stabilan — u smislu da
x(t) » 0 kada t —» oo za bilo koje x(0) i nulto ulazno dejstvo za t > 0_ ako i samo ako su svi realni
delovi svojstvenih vrednosti matrice F negativni. Stacionarni linearan, vremenski diskretan
sistem je asimptotski stabilan ako i samo ako su sve svojstvene vrednosti matrice F po modulu

manje od 1.

8.3

Teorema 2: Linearan sistem sa impulsnim odzivom g(t, T) je OUOI stabilan ako i samo ako

postoji broj M, da je

[liscoiag <m,, v

Posledica 3: Stacionaran linearan sistem sa impulsnim odzivom g(.) je OUOI stabilan ako i samo

ako postoji broj M, da je

t
f||g(r)||d1’ <M,

Teorema 4: Stacionaran, vremenski neprekidan, konacno dimenzionalan, linearan sistem (F, G, H) je

OUOI stabilan ako i samo ako prenosna funkcija sistema
W(s) = H(sI - F)~1G
ima sve polove u otvorenoj levoj poluravni s-ravni.

Teorema 5: Ako je sistem (F, G, H) asiptotski stabilan, on je i OUOI stabilan. Ako je (F, G, H) OUOI

stabilan i upravljiv i osmotriv, tada je on i asimptotski stabilan.

8.4

Teorema 6: (Teorema Ljapunove stabilnosti) Neka x = f(x) ima ravnoteznu tacku 0, tj. neka je f(0) = 0.
Neka je neki S podskup iz X koji sadrzi 0, na kome je definisana funkcija V: S — R koja ima neprekidne

parcijalne izvode, tako da je V(0) = 0i V(x) > 0,x > 0. Tada:



Ako je ;—tV(x(t)) < 0 za bilo koje resenje x(t) jednacine X = f(x) tada je koordinatni pocetak
slabo stabilna ravnotezna tacka

Ako je ;—tV(x(t)) < 0 za x(t) sasvim blizu 0, tada je koordinatni poéetak asimptotski stabilna
ravnoteZna tacka.

Ako je %V(x(t)) > 0 za x(t) sasvim blizu 0, tada je koordinatni pocetak nestabilna ravnoteina

tacka.



Usmeni 2013(teorija sistema) - sa vezbi

Laplasova transformacija:

F(s) = L{f(H)} = f oof(t)e‘Stdt

Oblast je jednostrana (krece od nula).

0~ - priblizavamo se nuli sa leve strane, jer prou¢avamo kauzalne sisteme.

e Diferencijalna jednacina L(laplas), algebarska jednacina
teR s domen(kompleksni domen)
vremenski domen l
Resenje dif. Jednacine | L1 reSenje algebarske jednacdine
(u t domenu) (u's domenu)

Hevisajdova funkcija(jedinicna odskocna funkcija)
tll)rgl_ h(t) =0
U tacki t = 0 postoji prekid i vrste

tll)rgl+ h(t) =1

Ovo znaci da funkcija nije difernecijabilna na citavom interval(tj. u tacki prekida nije
diferencijabilna, tu ne postoji izvod.)

Laplasove transformacije nekih funkcija:

o Lh®}=:
o L{M®}=1
o L{t"} =%

Dirakova funkcija
Dirakova funkcija je aproksimacija pravougaonika povrsSine 1 beskonacno velike amplitude i
beskona¢no malog vremena trajanja.



_ o , t=t0
o S(t_t(’)_{o, t# t,
A(t-tg)
jS(t—to)dt= 1
0 to t

Veza izmedu Dirakove i Hevisajdove funkcije:

d =5
“h(t— t) = 8(t —to)

Inverzna Laplasova transformacija

c+ioo o
L7YF(s)] = f(t) = % f eStF(s)ds = Z Res[eStF(s), si]

gde je s; neki pol funkcije F(s).

Kvazidirakova funkcija
Ova funkcija se koristi pri prevodenju analiticke funkcije f(t) u prekidnu funkciju. Koristi se
funkcija i(t) (povorka jedini¢nih impulsa) tj. kvazidirakova funkcija.

—

1, t=kt

8(t —kT) ={0 t # kt

o T 27 3T 4T 5T 6T t

Ova funkcija se koristi pri prevodenju analiticke funkcije f(t) u prekidnu funkciju. Koristi se
funkcija i(t) (povorka jedini¢nih impulsa) tj. kvazidirakova funkcija.



T it

0 t ol T 2T 3T 4T &T 6T

Veza izmedu L i Z transformacije:

F*(s) = F(z) pod uslovom z = e**

Z-transformacija

Definicija:
F(z) = z F(KT)z K
k=0

Upotreba:

Diferentna jednacina Z algebarska jednacina

(k) ili (n) z domen(kompleksni domen)
Resenje dif. Jednacine 2" —1 resenje algebarske jednacine

(diskretnom domenu-n/k) (u zdomenu)

*diferentna jednacina je isto Sto i diferencijalna, samo je u diskretnom domenu.

Laplasova i Z transformacija(misli se i na inverznu) se koriste pri analizi linearnih i stacionarnih
sistema.
Laplasovu i z transformaciju koristimo za izracunavanje odziva sistema i prenosne funkcije.

Inverzna Z transformacija

21 [F(z)] = f(n) = % f F(z)z"'dz = Z Res[F(2)z", z]



gde je z; neki pol funkcije F(z).

Vrste modela sistema:

I.  Model ulaz-izlaz
II.  Ulazno-izlazno preslikavanje
lll.  Model ulaz-stanje-izlaz
IV.  Model u prostoru stanja (state space model)

Postoje dva nacina za prevodenje modela iz ulazno-izlaznog opisa u model u prostoru stanja:

1. koriséenje osobina saglasnosti stanja
2. pomocu analognog modela (kontinualno vreme) ili blok dijagrama (diskretno vreme)

Model u prostoru stanja (F,G,H) u opstem obliku:

X(®) = f(t,x(t), u(v)) - jednatina prelaza stanja
y(t) = n(t, x(t)) jednacina izlaza

Terema odabira (Sampling Theorem)

def: Neka je w, grani¢na u€estanost signala spektra funkcije fwg (t) tako da je |ng (jw)| =02za

W = wg. Tada je funkcija f(t) jednoznaéno odredena svojim odbircima f(kT), k € N ako je
Q = wy, gde je Q uCestanost odabiraca. Ukoliko je Q < w, dolazi do gubitaka prilikom
prevodenja.

Odziv sistema

Odziv sistema pobudenog iz nultog stanja u trenutku O opisujemo prenosnom funkcijom:
G(s) - prenosna funkcija za kontinualno vreme
G(z) - prenosna funkcija za diskretno vreme
y(t) - odziv sistema
g(t) - impulsni odziv.
u(t) - pobuda

t

¥ = [ g DU

0

posle dejstva Laplasovom transformacijom:

Y(s) = G(s)U(s) = G(s) = % — kontinualno vreme

analogno:



Y(z) = G(2)U(z) = G(z) = % — diskretno vreme

Impulsni odziv

Impulsni odziv je odziv sistema na jedini¢nu pobudu 8(t), tj. onda kada je u(t) = &(t). Ovaj
odziv se takode moze dobiti inverznom Laplasovom/Z transformacijom odziva sistema iz nultog
stanja (G(s) ili G(z)).

Q - Skup dopustivih ulaza (ulaznih dejstava). Funkcije moraju biti deo po deo integrabilne.

0q - {u(®)|u(t) = 0} skup ulaznih nultih dejstava

f - lokalna (osnovna) funkcija prelaza stanja. Ona nam govori kako da predemo u sledece stanje
(npr. iz x(t) u x(t))

@ - globalna funkcija prelaza stanja. Ona nam govori kako da predemo u bilo koje stanje.

Xg - dobija se za nulto dopustivo ulazno dejstvo (0g) i nulti izlaz (Oy)

Teorema: Odziv linearnog sistema je zbir odziva iz nultog stanja i odziva na nulto ulazno dejstvo.
8(t1,to, x(tg), u(t)) = 8(ty, to, X, u(®)) + 8(t1, to,x(to), 0g)
Uslov za ravnotezno stanje (cilj je da ne dode do promene):
Kontinualno vreme : X(t) = 0
Diskretno vreme: x(n + 1) = x(n)

Odredivanje prenosnih funkcija:

Y(s) . Y(z)
1) G(S)=%IG(Z)=T;

2) G(s) = L[g(D)]iG(s) = Z[g(n)]
3) za modele u prostoru stanja:

G(s) = H(sl — F)71GiG(z) = H@zl - F)"!G
4) Mejsonovo pravilo

Dijagonalizacija i sopstvene vrednosti:

Sistem (F, G, H) prevodimo u (F, G, H) preko matrice sli¢ne transformacije P. Pri tom, P mora
biti invertibilna matrica (da ima inverznu matricu). 1z X = PX sledi:

F=P1FP
G=P1G

H = HP



Pri tom, F ima oblik:

gde su Ay, Ay, ..., A, sopstvene vrednosti matrice F. Neophodan i potreban uslov za dijagonalizaciju je da
su ove sopstvene vrednosti realne i razlicite.

Upravljivost, dostizljivost i osmotrivost

Stacionarni sistemi
Sistem je osmotriv ako u svakom trenutku znamo kakvo je stanje sistema.

Kod diskretnih sistema: ako je sistem dostizZljiv, onda je on upravljiv. Suprotno ne vazi. Medutim,
ako je sistem upravljiv i ako je matrica F invertibilna, onda je sistem dostiZljiv.

Kod kontinualnih: dostiZljivost i upravljivost su ekvivalentni.

Linearan diskretan stacionaran sistem (F, G, H) reda n je upravlijv akko je rang matrice C jednak
redu n. Matrica C je matrica upravljivosti:

C = [F""1G;F"2G; ...; FG; G]

Linearan diskretan stacionaran sistem (F, G, H) reda n je osmotriv akko je rang matrice o jednak
redu n. Matrica o je matrica upravljivosti:

H
HF
o= .
HF-n_l
Linearan kontinualan staciarni sistem (F, G, H) sa prostorom stanja reda n je upravlijv akko je
rang matrice C* jednak redu n. Matrica C* je matrica upravljivosti:

C* = [G; FG; ...; F*2G; F* 1G]

Nestacionarni sistemi

Linearni nestacionarni vremenski kontinualan sistem (F, G, H) je upravljiv akko ®(t,t,)G(t,) ima
linearno nezavisne redove.

Linearni nestacionarni vremenski kontinualan sistem (F, G, H) je osmotriv akko H(t)®(t, t;) ima
linearno nezavisne kolone.



d(t,ty) - matrica prelaza stanja. Racuna se:

1. Kod stacionarnih sistema:
(1, ty) = eFt-to)
2. Kod nestacionarnih sistema

t t
t
D(t,ty) = eItOF(T)dT pri uslovu: F(t) f F(t)dtr = f F(t)dt-F(t)
to

to
ili

D(t, ty) = W(t) - WL(ty) priuslovu: W(t) = F(t) - W(t)

Stabilnost
Postoje sledece vrste stabilnosti:

1. Asimptotska stabilnost - stabilnost stanja sistema
2. OUOI stabilnost - ogranic¢en ulaz ogranicen izlaz
3. Stabilnost u smislu Ljapunova

Ako je sistem asimptotski stabilan, onda je i OUOI stabilan.

Ako je sistem OUOI stabilan, upravljiv i osmotriv, onda je i asimptotski stabilan.

Asimptotska stabilnost
Asimptotska stabilnost se odnosi na stabilnost stanja, odnosno unutrasnju stablinost sistema.

Ispitivanje asimptotske stabilnosti:

1. Pomodu sopstvenih vrednosti
kontinualno vreme: Linearan, stacionaran, vremenski neprekidan sistem je asimptotski
stabilan akko su svi realni delovi sopstvenih vrednosti matrice F negativni.
det(Al - F) = 0, Re(d) < 1
diskretno vreme: Linearan, stacinaran, vremenski diskretan sistem je asimptotski
stabilan akko su sve sopstvene vrednosti matrice F po modulu manje od 1, odnosno
nalaze se unutar jediniénog kruga.
det(Al - F) =0, Al <1
2. Kriterijumi:
kontinualno vreme: Rausov kriterijum (routh)
diskretno vreme: Jurijev kriterijum (jury)



OUOI stabilnost (eng. BIBO)

OUOI stabilnost zahteva da za sve ogranic¢ene ulaze, sistem da je ograni¢ene izlaze u odzivu iz
nultog stanja.

Ispitivanje:

1. Pomodu polova prenosne funkcije:
1.1 Vremenski kontinualni:
G(s) = HGsI = F)~'G
- polovi G(s) treba da budu u levoj poluravni, tj s; < 0
1.2 Vremenski diskretni:
G(z) = H@zI - )71G
- polovi G(z) treba da budu u jedini¢cnom krugu, tj |z;| < 1

2. Pomodu impulsnog odziva:
2.1. Vremenski kontinualni:
2.1.1. Nestacionarni

t
[lgcondr<m,, M Rt

g(t, 1) = HOP(, 1)G(1)
2.1.2. Stacionarni

t
[le@nae<m,, M ers
) g(1) = HefG

2.2. Vremenski diskretni:
2.1.1. Nestacionarni

n
Yl I <M, M, eR®

2.1.2. Stacionarni

n
Yllgml <M, M, eRr*

Granicni krug je trajektorija po kojoj se stanja kreéu periodic¢no.



Stabilnost u smislu Ljapunova

Neka x = f(x) ima ravnoteznu tac¢ku (0,0) i funkcija V (funkcija Ljapunova) ima neprekidne
parcijalne izvode uV, = 0, V(x) > 0 zax # 0. Tada:

- akoje V(x(t)) < 0, onda je (0,0) slabo stabilna ravnotezna tacka;
- akoje V(x(t)) < 0, onda je (0,0) asimptotski stabilna ravnotezna tacka;
- akoje V(x(t)) > 0, onda je (0,0) nestabilna ravnotezna tatka;

Fazni portreti se koriste za linearne i stacionarne sisteme |l reda i to za kvalitativno ispitivanje.
Fazni portret prikazuje putanju (trajektoriju) meduzavisnosti stanja, odnosno prikazuje jedno
stanje u zavisnosti od drugog stanja.

Moze do¢ pitanje koliko ima nestabilnih stanja? Odgovor bi bio: 0 ih je na jediniénom krugu,
negativni su van kruga i nestabilni su, a pozitivni su unutar kruga i stabilni su.

Primenom Laplasove transformacije sopstvene vrednosti matrice F postaju polovi prenosne
funkcije.



KaTeqpa 3a enexTpoHCKo NOCHoBatbe U yNpaBrbate cucTeMuMa
Jlabopatopuja 3a cucteme

Teopuja cuctema — npunpemMa 3a yCMEHU UCNUT Bpoj 6ogoBa | lMpe3ume u ume cTygeHTa

Bpoj nHpekca

30. peuembap 2011.

OFI,I'OBOPMTE Ha nocTaB/beHa NUTakba M360p0M U3 nucte nouyf)el-mx ofrosopa unu gonucueakbem TavHor ogrosopa. Mutawa mory [0 BpeAHOBaHa ca 1, 2 v 3 noeHa

(ykynHo 30 noeHa). CBako nuTame MMa camo jefiaH Ta4yaH OAroBOP U HeMa HeraTUBHUX NOEHa.

P.6.

MuTare

Ogrosop Bonosu

(1 noex) Y Teopuju ynpaerbatba Jlannacosa TpaHcopmaLmja ce MpuMetbyje Npy peluasaky AvudepeHunjanHunX jeaHaumHa:
(a) 3a npeBofere AndepeHLMjanHe jeaHaunHe y BPEMEHCKM [JOMEH t;
(6) 3a Bpahatbe pelLetba anrebapcke jeaHaunHe y BPEMEHCKM JOMEH t;
(B) 3a npeBofetba anrebapcke jeaHaunHe y KOMMIEKCHU JOMEH S;
(r) HuwWTa of HaBeAeHor.

(1 noen) Besa nawehy Xesncajaose v [inpakose dyHKLMje:
(a) XeBucajoosa tyHkuuja je u3Boa Avpakose dyHKLMje;
(6) Ampakosa thyHKUMja je U3BOL XeBUCAjA0BE YHKUMIE;
(8) Nannacosom TpaHcthopmaLmjom XeBucajnose dyHkUmje Aoburjamo [iupakosy dhyHKLM)Y;
(r) Y onwtem cnyyajy He noctoju Be3a u3mef)y oBe fiBe dyHKUuje.

(1 noeH) Z TpaHcdopmaLmja npeBoan u3 y LOMEH.

(1 noeH) Kapia ce BpLuu auckpeTusaumja:

(a) wro je marba nepuoaa onabuparba NpeLyaHmje ONMCYjeMO aHarnorHu curHar;

(6) wro je Beha nepropa ogabuparsa NpeLn3Huje oNucyjemo aHarnorH! CUrHar;

(8) aKo je nepuopia onabupatba NpeBuLLE Mana NOCToj HeJ0BOTBLHO BPEAHOCTM 3a YyBatbe Y MEMOpHjU;
() ako je nepvoaa ogabupatba NpeBuLLe BeNvKa OHAA je CKyn BPeAHOCTY BEMNUKW 33 HyBake y MEMOPUU.

(2 noera) OgHoc namehy yyectanoct ogabupaya Q v rpaHyHe y4ecTanocTu cnextpa wil je:
(@wi>20Q B w1<2Q (8)Q>2wl (NQ<2wl

(1 noer) NHBep3Ha Z TpaHcdopmaumja of z/z-1 je:

(2 noera) ledpvHncaty 1 HaupTath [inpakoBy (yHKUMjy y KOHTVIHyaJ'IHOM BPEMEHY:

(1 noer) Ako Ha Brok jarpamy UMamo eneMEHT 3a jeAVHUYHO Kallkbere OHAA TO 3HauW Aa MocMaTpamo CUCTEM KOju je:
(a) KoHTUHYanaH;
(6) muckpeTaH;
(B) NuHeapaH;

(r) Huje oapeheHo.

(2 noeH) Kop, cTaumoHapHor cuctema ynas-n3nas ako je (u, y) nap ynas-uanas cucrema oHaa je:

(2 noera) OcHoBHa pa3nuka u3mef)y nokarnHe u rnobanHe dyHKUMje npenasa cTaka je:

(3 noera) CucTeM je onucaH MOLEnoM NpukasaHUM Ha CriuLy:

bit)
Oapeantn X, U, Y, Q , nokanxe dyHkumje npenasa crawa f v usnasa 77

(1 noex) Gopmyra 3a NpeHocHy yHKLMjy NMHEapHKX, CTaLMOHAPHIX HEMPEKMAHUX CUCTEMA Ca jeAHUM YNa3oM W jefHUM W3nasoM
(SISO) rnacu:

(2 noera) lorahaj je ¥ O/HOCY Ha HYITO CTatbe X, ako NOCTOj TaKa TPeHyTak ¢ > 7 1 TakBo yNasHo ejcTBo
ueQ Takomaje x = a,r,x,u)

(a) nHeapaH

(6) ynpaBrsus;

(8) ocmoTHB;

(r) BOCTUXIBMB.

(1 noer) Kop ANCKPETHUX CUCTEM BaXM:
(a) aKo je cucTEM YNpaBIbUB OHAA je W AOCTUXKIBUB;
(6) aKo je cucTeM AOCTUXIBUB OHAA j& U OCMOTPMB;
(B) aKo je cUCTEM OCMOTPMB OHAA je W YNPaBIbUB;
(r) HMWTa o HABeJEHOT.

15.

(2 noe) JInHeapaH HecTaLmoHapaH KOHTUHyanaH cuctem (F,G,H) je ynpaBrbuB akko:

16.

(2 noera) MpumeHom Jlannacose TpaHcdopmaLmje concTBeHe BpeaHoCTH Matpuue F noctajy

3 noeHa) Hanucatv kputepujym u ucnutati fa nu je acMMnToTCKM CTabunaH cucTeM KOMe OfroBapa kapakTepucTuyHa je,D,Ha‘-WIHa
1

z+z——
2

(2 noeH) Hauptaty npumMep 3a cTabunaH rpaHiniHN Kpyr.




Teorija sistema
usmeni ispit, januar 2012. godine Grupa B

Test nosi ukupno 30 bodova. Svako pitanje ima samo jedan tacan odgovor i nema negativnih poena.

1. (2 poena)
Za model sistema (F,G,H)=const. u diskretnom vremenu prenosna funkcija se moze
izraCunati:

2. (1 poen)

Uslov za odredivanje ravnoteznog stanja sistema u diskretnom vremenu je:

3. (2 poena)
Veza izmedu lokalne i globalne funkcije prelaza stanja u kontinualnom vremenu je:

4. (3 poena)
Sistem je opisan modelom prikazanim na slici:

5[ X i(h;,;j\ X

(6)
N

i
é alt) Y
X X
> X —2;~E\ : 6
. 4
b(t)

Odrediti X, U, Y, Q, lokalne funkcije prelaza stanja #, izlaza n

5. (1 poen)
Kod kontinualnih sistema:
a) ako je sistem upravljiv onda je i dostiZljiv;
b) ako je sistem dostizljiv onda je i osmotriv;
c) ako je sistem osmotriv onda je i upravljiv;
d) nista od navedenog.

6. (1 poen)
Ako je moguce da sistem iz stanja mirovanja, pomoc¢u odgovarajucih ulaznih dejstava
dostigne neko Zeljeno stanje u nekom narednom trenutku onda taj system ima
osobinu:

Bakilina © 2012.



7. (1 poen)
Nulto stanje sistema Xo se dobija:

8. (2 poena)
Stanje sistema je:

9. (1 poen)
Teorema o dualnosti tvrdi da ako je sistem upravljiv, onda je njegov dualan sistem:

10. (1 poen)
Asimptotska stabilnost se odnosi na:

11. (1 poen)
Kod teoreme o odabiranju potrebno je da ucestanost odabiraca bude:

12. (1 poen)
Odziv sistema na jedini¢nu pobudu naziva se:

13. (1 poen)
U Teoriji sistema, pri reSavanju diferencijalnih jednacina inverzna Laplasova
transformacija se primenjuje:
a) za prevodenje diferencijalne jednacine u kompleksni domen S;
b) za vracanje resenja algebarske jednacine u vremenski domen n;
c) za prevodenje diferencijalne jednacine u kompleksni domen Z;
d) za vradanje resenja algebarske jednacine u vremenski domen t.

14. (2 poena)
Fazni portret prikazuje:

15. (3 poena)
Za sistem kome odgovara navedena Rausova Sema odrediti:

3
2
3

1
3

Da li je sistem asimptotski stabilan?

Broj promena znaka govori o broju:

Bakilina © 2012.



16. (1 poen)
Definisati i nacrtati Dirakovu impulsnu funkciju u kontinualnom vremenu.

17. (3 poena)
Za dati model sistema nacrtati odgovarajuci analogni model:
xa(t)=x1(t)+ x4 (t) -x2(t)+u(t)
X2(t)=a-xz(t)+u(t)
y(t)= xa(t)
aeR

18. (1 poen)
U Teoriji sistema, pri reSavanju diferentnih jednacina Z transformacija se primenijuje:
a) za prevodenje diferentne jednacine u vremenski domen n;
b) za vracanje resenja algebarske jednacine u vremenski domen n;
c) za prevodenje algebarske jednacine u kompleksni domen Z;
d) nista od navedenog.

19. (1 poen)
Za prevodenje modela sistema sa U/| preslikavanjem u model u prostoru stanja
mozemo koristiti:
a) osobinu odabiranja;
b) osobinu saglasnosti stanja;
c¢) osobinu razdvajanja;
d) osobinu jednoznac¢nog inverznog preslikavanja.

20. (1 poen)
Operator pomeranja u vremenu se definise kao:

Bakilina © 2012.









Probni test 2011:

1.

o vk wnN

N

©w ®

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

r)
6)
u3 n uan k gomeHa y Z AomeH.

o, t=t
' S(t_to):{O, tqtt(?

(z7"u, z7 %) je Takohe nap ynas-usnas
NoKanHa je nssog rnobante:

d
f(tx(0),u(®) = Ecb(t’ to, x(to), u(v))
X€eER?]UERYERQ-—-svedeo po deo integrabilne funkcije ...

f:x; = a(t)x; (Hu(t) i %, = b(t)x, (Yu(t)
n:y(t) = 6x; + 6%,

0!
G(s) = TE)
6)

r)

Cuctem (F, G, H) je ynpasmus akko ®(t, t,)G(t,) MMa iMHeapHo He3aBuCHe peaose.
NON0BM NPeHOCHe GyHKLMje

JInHeapaH, cTauMHapaH, BpeMEHCKM AUCKPEeTaH CUCTEM je aCUMNTOTCKMU CTabuiaH akKo
Cy CBe COMNCTBEHe BpeAHOCTN MaTpuue F no moayny make og, 1, 0AHOCHO Hanase ce
yHyTap jeanHunuHor Kpyra.det(Al — F) =0, [A| < 1

Y Hawem cayyajy:

Zl == _1,21 = =

2
OBe BpegHOCTN HUCY YHYTap jeAMHUYHOT Kpyra, Na CUCTEM HUje cTabunaH.

MWCAUM A3 je 0BaKO HeKa GpUCTajN CAMKA ca BeXKOU:

an's
NP,




Janyap 2011.

1. G(z) =H(zl-F)~'G
2. x(n+1) =x(n)
d
3. f(tx(®,u®) = = P(t to, x(to), u(®))
4. X€R?UERYER,Q—svedeo podeo integrabilne funkcije ...
f: %, = a(t)x, (Hu(t) i X, = b()x,(Hu(t)
n:y(t) = 6x;, + 6X,
5. a)
6. dostizljivosti
7. Xg - dobija se za nulto dopustivo ulazno dejstvo (0g) i nulti izlaz (0y)
8. dafuq
9. osmotriv
10. unutrasnju stabilnost sistema
11. O = wg
12. impulsni odziv
13. d)
14. Meduzavisnost stanja sistema (prelazak iz jednog stanja u sledece stanje)
15. Nije. Broj promena znaka govori koliko se realnih delava sopstvenih vrednosti nalazi u desnoj
poluravni.
16.
o, t= to
o0 — =
8(t —to) {0, t#t,
S(t-tg)
[0 0]
j S(t—ty)dt=1
—o00
t; t
17. slika na sledecoj strani
18. d)
19. b)
20. (z7)(t) 2 f(t—1),Vt, T € Df



X
+<%} 1 {[::;} X1
¥ T
> Y

X i;xz
WE%} 2
@

Februar 2011:
1. 8(z)
2. BPEMEHCKM UHBapMjaHTaH (cTauMoHapaH)
3.71)
4. ?
5. [Oa matpuua P byae nHseptubunHa (X = PX). [pyrun oarosop: ... Aa cy CONCTBEHe BpPeaHOCTU

maTpuue F peanHe 1 pasaunumTe. Hucmo cueypHuU wma o0 osa dsa mpeba da ce Hanuuwe,

Haj6osve o0ba.

1,z>0
h(z):{o,zso
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7. [acuctem 3a orpaHuyeHa yaasHa fejcTBa YBEK Aaje orpaHMYeHe nsnase.
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11.
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14.
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16.
17.
18.
19.

6)
He, 1 (samw0a)
[onasu ao rybmtaka nHpopmadmja

_Y©
G(s) = 0
OoCcmoTpuB

onem gpucmajn...
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043nBa Ha HY/NTO yN1a3HO LIJeCTBO M oasnBa U3 HyNnTor Ctama.

dyHKuMja JbanyHoBa (8asboa)

7 = eSt

mrzelo nas

x(t) =0

anpoKcMmMaLmja NpaBoyraoHor mnyJsca nospwunHe 1
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