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Predgovor 
 
 
 
 Posmatraju}i savremenu nauku u celini, te{ko je da }emo na}i re~ koja se 
koristi ~e{}e od pojmova ”sistem“ i ”Teorija sistema“. Nau~nici i prakti~ari iz 
mnogih oblasti: fizi~ari, in`iweri, biolozi, sociolozi, lingvisti~ari, kiberne-
ti~ari, psiholozi, ekonomisti, informati~ari, izu~avaju raznorodne sisteme, me-
tode wihovog opisivawa i prou~avawa. Zbog ~ega se od samog svog nastanka Teorija 
sistema razvila u nau~nu disciplinu koja je izgleda predodre|ena da uti~e na sve 
vidove savremenog dru{tva. Najpre izu~avana kao Teorija upravqawa od in`iwera i 
matemati~ara, Teorija sistema se sada sve vi{e i vi{e ukqu~uje u prou~avawa 
ekonomije, marketinga, organizacionih nauka, biologije, politi~kih nauka, socio-
logije i psihologije. [ta je Teorija sistema i zbog ~ega je toliko zna~ajna za toliko 
raznorodnih posebnih oblasti? 
 Teorija sistema ili nauka o sistemima kroz op{tu zamisao sistema i upravqa-
wa sistemima pru`a raznovrsnu i delotvornu metodologiju za prou~avawe i prora-
~un obrazovawa razli~itih sistema, bez obzira na wihovu posebnu fizi~ku prirodu i 
na~in rada. Jedno od najva`nijih gledi{ta pri prou~avawu i obrazovawu sistema je 
razvoj kvantitativnog modela koji opisuje zavisnosti uzroka i delovawa i uzajamna 
dejstva izme|u promenqivih sistema. Zbog toga je jezik teorije sistema matematika i 
svaki ozbiqan poku{aj da se nau~i Teorija sistema mora da se zasniva na poznavawu 
matematike i matemati~koj preciznosti.  
 U prvim kwigama o Teoriji sistema razmatrane su uglavnom diferencijalne 
jedna~ine, Furijeova i Laplasova transformacija, prenosne funkcije i postupci 
frekventnog domena. Druga generacija kwiga o sistemima uvela je ideje promenqive 
stawa i o`ivela prou~avawe linearnih sistema u vremenskom domenu. Tre}a genera- 
cija spaja u celinu prvu i drugu generaciju transformacionih metoda sa metodama 
promenqive stawa, razmatraju}i na jedinstven na~in vremenski neprekidne i vre-
menski diskretne sisteme i obuhvata klasi~ne linearne sisteme i automate. Potom je 
Teorija sistema krenula razlaznim putevima {to ve}eg uop{tavawa sa jedne strane 
(koriste}i sve slo`enije matemati~ke strukture, koje se po pravilu nedo-voqno 
izu~avaju na tehni~kim fakultetima) i ukqu~ivawa u posebne nauke i razvoj 
posebnih postupaka (pri ~emu se unose sva ograni~ewa i osobenosti odre|ene nau~ne 
discipline). Me|utim, razvoj ra~unarske tehnike i odgovaraju}e programske 
podr{ke, uz sve ve}u dostupnost PC ra~unara promenili su te tokove i podstakle 
wihovo ponovo neposredno pro`imawe. Zbog toga su neophodni novi uxbenici 
~etvrte generacije kwiga o sistemima, koji bi se sastojali iz tri povezana dela koji 
se pro`imaju. U skladu sa tim, uxbenik za Teoriju sistema ~ine: 
a) Ova kwiga, ”Teorija sistema“, koja daje teorijske osnove za prou~avawe sistema, 
b) Kwiga ”Teorija sistema: Zbirka problema i zadataka sa re{ewima“ sadr`i de-
taqno re{ene zadatke koji razja{wavaju pojmove i postupke iz dela uxbenika 
”Teorija sistema“,  kao i probleme koji dopuwuju i produbquju pojmove i postupke iz 
razli~itih oblasti matematike koji su neophodni za uspe{no pra}ewe izlagawa u 
teorijskom delu uxbeniku, a koji se na `alost nedovoqno izu~avaju na tehni~kim 
fakultetima. 
v) Kwiga ”Numeri~ka i simboli~ka izra~unavawa u Teoriji sistema“ sadr`i 
ra~unske zadatke i probleme koji se re{avaju kori{}ewem najnovijih softvera za 
numeri~ka i simboli~ka izra~unavawa: Matlab, Reduce, Mathematica i Maple.  
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 Pi{u}i ovu kwigu poku{ali smo da razvijemo pedago{ki uvod u teoriju sistema 
koji }e biti prihvatqiv ~itaocima sa osnovnim predznawima iz matemati-ke koja se 
izu~ava na na{im univerzitetima, a da istovremeno zainteresujemo i pod-staknemo 
~itaoce koji su matemati~ki i sistem-teorijski iskusniji i obrazovaniji. Pri tome 
smo se oslawali na prva zaokru`ena izlagawa teorije sistema u Linear System Theory 
(Zadeh, Desoer, 1963), System Theory (Padulo and Arbib, 1974), koja su razvi-jena u 
monografiji Topics in Mathematical System Theory (Kalman, Falb and Arbib, 1969) i 
pro{irena u monografiji General Systems Theory: Mathematical Foundations (M. D. 
Mesarovic and Y. Takahara, 1975). Ovaj prilaz pokazuje da su mnoge zamisli korisne za 
nelinearne sisteme iste kao i za linearne sisteme; da vremenski-diskretni sistemi 
nisu poseban predmet strahovawa kao {to bi moglo da se u~ini zbog wihovog izu~a-
vawa na kraju ve}ina kwiga; kao i da postoje neki problemi kod linearnih sistema 
koje je mnogo lak{e re{iti jedinstvenim pristupom nego matri~nim manipulaci-
jama. To ne pori~e postojawe posebnih, mo}nih i korisnih postupaka, naro~ito za 
linearne sisteme,  koji su tako|e izlo`eni u kwizi. 
 Kao i ve}ina uxbenika, ova kwiga je proistekla iz predavawa koje je autor 
dr`ao posledwih osam godina na Fakultetu organizacionih nauka Univerziteta u 
Beogradu studentima Smera za informacione sisteme, tokom dvosemestralnog ili 
jednosemstralnog kursa iz Teorije sistema. Pri tome je kwiga vi{e puta preure|i-
vana i kona~no tako uobli~ena da bude {to potpunija i op{tija, da se ne oslawa na 
pojedine discipline i da sadr`i skoro sve neophodne matemati~ke strukture i me-
tode koje se uvode i prou~avaju kada je to potrebno. Svi pojmovi se uvode prirodno i 
postepeno da bi se shvatila odgovaraju}a osnovna ideja, a potrebne matemati~ke 
strukture i metode postepeno, dr`e}i se principa {to ve}e jednostavnosti i mate-
mati~ke strogosti sa jedne strane, uz {to ve}u primenqivost sa druge strane. 
 Da bi se lak{e shvatile i razumele apstraktne ideje iz teorije sistema i 
wihove veze sa matematikom, numeri~kom analizom, operacionim istra`ivawima, 
informacionim sistemima i programirawem, simulacijom i dinamikom organiza-
cionih sistema, razli~itim organizacionim naukama, uxbenik sadr`i veliki broj 
detaqno re{enih primera sa naglaskom na organizacione, ekonomske i proizvodne 
sisteme. Me|utim, sadr`aj kwige je shvatqiv i razumqiv ~ak i ako se ti primeri 
izostave, te se uxbenik mo`e koristiti i na drugim fakultetima na kojima se 
izu~ava Teorija sistema ili Teorija upravqawa sistemima u bilo kom obimu i 
obliku. 
 U prva tri poglavqa prou~avaju se op{ti sistemi, uz stalno razmi{qawe o 
teoriji linearnih sistema. Od polovine ~etvrtog poglavqa, detaqnije se izu~ava 
teorija linearnih sistema u svetlu jedinstvenog pristupa prou~avawu op{tih 
sistema. Kwiga je podeqena na 9 poglavqa.  
 U prvom poglavqu - ”Sistemi i pojam stawa“, prou~avaju se sistemi i modeli, 
korak  po korak polaze}i od ulazno-izlaznog opisa.  Prirodno se uvodi pojam stawa i 
detaqno izu~avaju osobine stawa i modela ulaz-stawe-izlaz; pomerawe u vremenu i 
vremenska nepromenqivost , kao i deterministi~ki i nedeterministi~ki modeli 
sistema. 
 Drugo poglavqe - ”Dinamika sistema i osnovne funkcije prelaza“, obuhvata 
osnovne funkcije prelaza za vremenski-diskretne sisteme, osnovne opise vremenski 
neprekidnih sistema, vektorske prostore i pojam bazisa. U odeqku ”Neki mate-
mati~ki prostori“ prou~avaju se razli~iti metri~ke prostori i prirodno uvodi 
Banahov prostor u kome se mogu prou~avati najop{tije zamisli Teorije sistema. Za 
razliku od kwiga iz prethodnih generacija, detaqno je razmatran problem izbora 
stawa i prevo|ewe razli~itih modela u oblik pogodan za prou~avawe metodama 
Teorije sistema. 
 Pona{awe sistema ulaz-izlaz i funkcije odziva, linearnost, opisivawe i 
predstavqawe linearnog sistema, linearizacija sistema i aproksimacija sistema, 
ulazno-izlazni opisi vremenski diskretnih sistema i Z-transformacija izu~avani 
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su u tre}em poglavqu ”Linearizacija i linearni sistemi“. Pojam izvoda u Banahovim 
prostorima, uveden pri izu~avawu linearizacije modela sistema, kori-sti}emo u 
osmom poglavqu kada prou~avamo stabilnost sistema. 
 Dok su u prva tri poglavqa prou~avani na~ini dobijawa razli~itih modela 
sistema, su{tinski pojmovi savremene Teorije sistema, dosti`qivost i osmotri-
vost, prou~avani su u ~etvrtom poglavqu ”Dosti`qivost i osmotrivost“. Uvede-ne 
su op{te definicije, detaqno prou~ene dosti`qivost i upravqivost u diskretnom 
vremenu, prostori sa unutra{wim proizvodom i pridru`ena preslika-vawa. Iz 
op{tih definicija izvedena je dualnost dosti`qivosti i osmotrivosti vremenski 
diskretnih linearnih sistema. 
 Slo`enije matemati~ke strukture i metode koji su neophodni za opisivawe i 
prou~avawe vremenski neprekidnih sistema razmatrani su u petom poglavqu - 
”Celokupno pona{awe vremenski neprekidnih sistema“. Prirodno je obja{wen 
prelaz sa diskretnog vremena na neprekidno vreme za vremenski-promenqive 
vremenski-neprekidne sisteme, odre|eni uslovi postojawa re{ewa sistema dife-
rencijalnih jedna~ina i na~ini re{avawa na osnovu teoreme o fiksnoj ta~ci. Ta 
op{ta teorija je iskori{}ena za re{avawe linearnih vektorskih diferencijalnih 
jedna~ina i prou~avawe osobina matrice prelaza stawa. Izu~eni su opisi izlaz-ulaz 
sistema, uz strogo matemati~ko razmatrawe Dirakove jedini~ne impulsne i 
Hevisajdove jedini~ne odsko~ne funkcije kori{}ewem teorije distribucija, kao i 
ekvivalentni sistemi i realizacije. 
 U {estom poglavqu - ”Stacionarni linearni sistemi“, u okvirima uvedenog 
jedinstvenog prilaza, razmatrani su matri~ni eksponent i re{ewe sistema linear-
nih diferencijalnih jedna~ine sa konstantnim koeficijentima, dijagonalizacija i 
razvoj po sopstvenim vektorima, Jordan-ova kanoni~ka forma, koje se pojavqaju u 
kwigama druge generacije iz Teorije sistema pri prou~avawu sistema u prostoru 
stawa. Prou~ene su i klasi~ne transformacione metode i frekventni domen, blok- 
dijagrami, grafovi toka signala i skalarne prenosne funkcije. 
 Koriste}i op{te definicije iz ~etvrtog poglavqa i matemati~ki aparat iz 
prethodna dva poglavqa, u sedmom poglavqu - ”Upravqivost i osmotrivost u 
neprekidnom vremenu“ izu~eni su upravqivost u neprekidnom vremenu, upravqivost 
vremenski invarijantnog sistema u neprekidnom vremenu i osmotrivost vremenski 
neprekidnih linearnih sistema. 
 U osmom poglavqu - ”Uvod u teoriju stabilnosti“ uvedeni su osnovni pojmovi 
i definicije, prou~ene kvalitativne osobine stabilnosti stawa, stabilnost ulaz-
izlaz i stabilnost u smislu Qapunova, kao i kriterijumi za wihovo ispitivawe. 
 U zavr{nom devetom poglavqu - ”Upravqawe sistemima i povratna sprega“, 
koriste}i prethodna znawa prou~avani su na~ini upravqawa sistemima: povratna 
sprega, upravqivost i kanononi~ke forme, observeri i kontroleri, kao i upravqa-
we linearnim sistemima sa vi{e ulaza i vi{e izlaza.  
 Spisak literature sadr`i dela koja su kori{}ena prilikom pisawa i uobli-
~avawa ove kwige, kao i dela iz kojih bi ~itaoci mogli da se detaqnije upoznaju sa 
odre|enim problemima i posebnim metodama wihovog re{avawa. U Spisku pojmova 
navedene su kqu~ne re~i koje se pojavquju u tekstu kwige. 
 Veliku pomo} u pripremi prve verzije ove kwige: ”Teorija sistema“, Skripta 
za studente Fakulteta organizacionih nauka, Beograd 1991, pru`ili su moji studen-
ti iz generacije Radmile Jani~i}; dok su studenti iz generacije Ane Savi} i Milo-
{a Kosti}a znatno doprineli wenom zavr{avawu, na ~emu im se zahvaqujem. 
 Posebno se zahvaqujem se dr M. Raki}u  i dr M. Matau{eku, profesorima 
Elektrotehni~kog fakulteta u Beogradu, dr  J. Medani}u sa University of Illinois at 
Urbana Champaign, Illinois, USA dr B. Lazarevi}u, dr S. Bingulcu, dr P. Pejovi}u i dr S. 
Dajovi}u profesorima Fakulteta organizacionih nauka na dugogodi{woj podr{ci i 
savetima. Kolege dr S. Stankovi} i dr B. Kova~evi}, profesori Elektro-tehni~kog 
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fakulteta u Beogradu su svojim korisnim savetima doprineli kona~nom uobli~avawu 
ove kwige, na ~emu im se iskreno zahvaqujem. U ovu kwigu je ugra|ena i dugogodi{wa 
saradwa i prijateqstvo sa prof. Z. Gaji}em sa Rutgers University, New Jersey, USA i 
dru`ewe sa prof. V. Baji}em sa Technikon Natal, Durban, South Africa. 
 Unapred se zahvaqujem svim kolegama, profesorima i studentima, koji }e 
ukazati na nedostatke ove kwige, kojih svakako ima, kako bi naredna izdawa bila bar 
bez {tamparskih gre{aka. 
 
 Beograd, 1997. Bratislav J. Petrovi} 
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U V O D  

 

 
Ma{ine, letilice i vozila sastavqeni na osnovu 
tvojih kvantitativnih, matemati~kih procena 
oslawaju se na tri elementa, koji su potpuno li{eni 
kvantitativnosti. To su: jednina, ta~ka i sada{wi 
trenutak. Samo zbir jednina ~ini koli~inu; sama 
jednina li{ena je svake koli~inske samerqivosti. 
[to se ta~ke ti~e, po{to nema nijednu dimenziju, ni 
{irinu, ni visinu, ni dubinu, ona nije podlo`na ni 
merewu ni ra~unawu. Najmawi sastojci vremena pak, 
uvek imaju jedan zajedni~ki imeniteq; to je trenutak 
sada{wosti, a on je tako|e li{en kvantiteta i 
nesamerqiv. 
Tako osnovni elementi tvoje kvantitativne nauke 
predstavqaju ne{to ~ijoj je samoj prirodi tu| svaki 
kvantitativni prilaz. Kako da onda verujemo takvoj 
nauci? Za{to ma{ine na~iwene po meri tih 
kvantitativnih zabluda imaju tako kratak vek, 
kra}i od qudskog tri, ~etiri ili vi{e puta? 

 
M. Pavi}: ”Vexvudov pribor za ~aj“ 

”Gvozdena zavesa“ 

 

 

 U savremenoj nauci i tehnici te{ko mo`e da se na|e neka re~ koja se koristi 
~e{}e od pojma ”sistem“, a koja ima toliko razli~itih zna~ewa i tuma~ewa. Tako se 
pod sistemom podrazumeva ”skup elemenata u uzajamnim vezama“ (L. von Bertalanffy); 
”bilo koji skup promenqivih dostupnih na stvarnom ure|aju“ (W. Ross Ashby ); ”skup 
objekata zajedno sa relacijama izme|u objekata i wihovih atributa“ (A.Hall and Fagen); 
”skup aktivnosti (funkcija) koje su i prostorno i vremenski povezane skupom 
dono{ewa odluka i praksom pona{awa-razvoja (tj. upravqawa)“ (S.Sengupta and R. 
Ackoff; ”bilo {ta {to se sastoji od uzajamno povezanih delova“ (St.Bear) i 
”preslikavawe jednog skupa (ulazi i stawa) u drugi (izlazi)“ (M. Mesarovi}). Vi{e 
od trideset razli~itih definicija sistema analizirano je u ”Systems Theory: philoso-
phical and methodological problems“ (Blauberg I.V.). Mnogi napori da se utvrdi odre|eno 
op{te prihva}eno zna~ewa sistema ostali su za sada bez uspeha. 
 I pored razli~itih zna~ewa pojma ”sistem“, zbog istorijskih i prakti~nih 
izvora nastajawa, wihova uporedna analiza ukazuje na dva kqu~na stajali{ta. Prvo, 
sistem kao poseban objekat je suprotan nesistemu, kao {to je mno{tvo, mno`ina 
(neki skup elemenata) suprotno jedinki, pojedina~nom (objekat koji se sastoji od 
jednog ili najvi{e nekoliko elemenata). Drugo, sistem se javqa ne samo kao skup ve} 
kao povezan skup elemenata koji poseduje celovitost usled wihovih povezanosti. 
Izme|u ovih gledi{ta, neke od postoje}ih definicija isti~u mno`inu elemenata 
sistema, druge su usredre|ene na uzajamna delovawa elemenata sistema i na wegovu 
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celovitost. Polaze}i od celovitosti sistema mo`emo da defini{emo sistem preko 
slede}ih svojstava: (1) sistem je slo`ena celina uzajamno povezanih elemenata; (2) on 
obrazuje posebnu celinu sa okolinim (u nekom problemima sistem ne mo`e da se 
posmatra odvojeno od okoline, ali to ne zna~i da su svi problemi prou~avawa 
sistema i struktura takve prirode); (3) obi~no je ispitivani sistem elemenat 
sistema vi{eg reda (tj. u drugim problemima on mo`e da se pojavi kao podsistem ili 
elemenat {ireg sistema); (4) elementi bilo kog prou~avanog sistema sa svoje strane 
se obi~no javqaju (ponovo u posebnim problemima) kao sistemi ni`eg reda. Pri 
tome, treba obratiti posebnu pa`wu na hijerarhijski karakter sistema koja je usko 
vezana za wegovu celovitost. Ta hijerarhija se iskazuje i kroz niz inkluzija jednog 
sistema u drugi i kroz uzajamna delovawa pojedinih podsistema, ukqu~uju}i i wihov 
doprinos posmatranom sistemu. 
 Sa druge strane, prilikom definisawa sistema pojavi}e se mnoge pote{ko}e, od 
kojih su slede}e dve najbitnije. Prva je zahtev da se koncept sistema koristi u 
najrazli~itijim oblastima nau~nih i prakti~nih delovawa sa o~igledno razli~i-tim 
zna~ewima. Druga pote{ko}a je povezana sa nepostojawem epistemolo{kih1 
kriterijuma za pridru`ivawe atributa sistema pojedinim objektima. Dobro je 
poznato da prakti~no bilo koji objekat mo`e da se predstavi kao sistem odre|iva-
wem skupa elemenata u wemu, zajedno sa relacijama i uzajamnim delovawima izme|u 
wih, i utvr|ivawem wegovih skupnih karakteristika. Me|utim, veoma je te{ko (ako 
je uop{te i mogu}e) odrediti netrivijalne postupke i metode koje zahteva predsta-
vqawe sistema takvih objekata kao sistema posebnih znakova nekog jezika. 
 Da bi se to prevazi{lo Bertalanffy je predlo`io svoju op{tu teoriju sistema kao 
neku filosofiju nauke. Ta teorija treba da prou~ava fundamentalne procese koji su 
toliko op{ti da obuhvataju pojave iz bilo koje nau~ne discipline. Teorija mora da 
bude interdisciplinarna i oslobo|ena unutardisciplinarnih okvira i gledi{ta bez 
obzira koliko je odre|ena disciplina dobro razvijena. Posebno je izdvajao mate-
matiku, tvrde}i da bi razvoj matemati~ke teorije op{tih sistema protivure~io 
osnovnim pojmovima op{te teorije sistema. Me|utim, Norbert Wiener je postavqaju}i 
osnove kibernetike - nauke o upravqawu, dobijawu prenosu i obradi informacija u 
upravqivim sistemima, pokazao da me|udisciplinarni problemi mogu da se re{avaju 
matemati~kim metodama, ukazuju}i na osobenost i va`nost procesa upravqawa 
raznorodnim pojavama u prirodi. Te`wa da se pojmovi izraze jasno, ta~no i strogo na 
jeziku matematike ne sadr`i nikakva ograni~ewa. Naprotiv, osnovna opasnost pri 
razvijawu teorije, a naro~ito me|udisciplinarne teorije, krije se u nejasnoj, 
nepreciznoj osnovi koja dopu{ta razli~ita tuma~ewa. Dok je Bertalanffy prou~avao 
aspekte sistema koji su povezani sa teorijom op{tih sistema kao naukom o univer-
zalnim zakonima i principima, koji istovremeno va`e u biolo{kim, fizi~kim, 
dru{tvenim i drugim pojavama, nas interesuje op{ta teorija sistema koja izu~ava 
op{ta svojstva formalnih relacija objekata koje prou~avamo, te nije neophodno da se 
ona poziva na neku usku disciplinu, jer je bilo koja formalna teorija po svojoj 
prirodi me|udisciplinarna. 
 Iako se nastanak teorije sistema obi~no vezuje za Bertalanffy-ja, ruski nau~nik 
A.A. Bogdanov je jo{ po~etkom dvadesetog veka prou~avaju}i op{te probleme pri-
rodnih nauka uspostavio teoriju organizacije, uvode}i pojam organizacije kao jedan 
od osnovnih pojmova. Prema toj teoriji, materija postoji u vremenu i prostoru i uvek 
ima neki oblik organizacije, a istovremeno organizaciju ne mo`emo zamisliti bez 
wenog materijalnog nosioca. Osnova za obrazovawe teorije je ~iwenica da je broj 
organizacionih struktura relativno mali, bez obzira na stvarne razli~ite oblike 
materije koji postoje u prirodi. To je pokazao mnogobrojnim primerima razli~ite 
prirode. Ispituju}i razvoj organizacije nije je prou~avao samo stati~ki, ve} je 
izu~avao i razli~ite oblike osobenosti na~ina izbora koji odre|uju evoluciju 
                     
1 epistemologija (gr~ki, επιστηµη znawe, saznawe, nauka, logika) teorija saznawa; nauka o 
aksiomima filosofije. 
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organizacije. Napomenimo da je Bogdanov koristio neke matemati~ke rezultate i 
ideje poznatog srpskog matemati~ara M. Petrovi}a-Alasa. 
 Teorija sistema je nau~na disciplina koja izu~ava razli~ite pojave bez obzira 
na wihovu konkretnu prirodu, a zasniva se samo na formalnim vezama izme|u 
razli~itih ~inilaca i na na~inima wihovih promena pod uticajem spoqnih uslova. 
Pri tome se svi rezultati obja{wavaju samo uzajamnim delovawem wihovih kompo-
nenti, na primer karakterom wihove organizacije i uzajamnim uticajima, a ne pomo-
}u neposrednog razmatrawa prirode samih pojava i wihovih na~ina rada (bilo da su 
one fizi~ke, biolo{ke, sociolo{ke, organizacione ili ~isto konceptualne). Za 
teoriju sistema objekat izu~avawa nije ”fizi~ka stvarnost“, recimo fizi~ka, 
hemijska, biolo{ka ili sociolo{ka pojava, ve} ”model sistema“: formalna uzajamna 
veza izme|u posmatranih osobina i osnovnih svojstava (atributa). Iz koncepcijskih 
razloga, jezik koji se koristi za opisivawe pona{awa sistema je jezik obrade 
informacija i nala`ewa re{ewa (teorija upravqawa). Pri tome mogu}nost da se 
izu~ava pona{awe sistema ispitivawem proteklih procesa izbora re{ewa ili 
mehanizama, koji obezbe|uju svrsishodnost wegovog pona{awa, ima kqu~nu va`nost. 
 Prou~avawe matemati~kih modela je uvek povezano sa nekom ”algebrom“ - 
pravilima delovawa nad izu~avanim objektima, koja odra`avaju veze izme|u uzroka i 
posledica. Kada je takva algebra dovoqno razvijena, ka`emo da je u okvirima datog 
modela nastala teorija, naj~e{}e misle}i na detaqno razvijenu teoriju. Pojedine 
~iwenice teorije - tvr|ewa, teoreme - ponekad zovemo zakoni (na primer, drugi 
Wutnov zakon mehanike, Omov zakon u elektrotehnici, zakon ponude i potra`we u 
ekonomiji). Tako|e se i niz polaznih fenomenolo{kih pretpostavki, koje su dobro 
proverene ogledima, nazivaju zakoni. Zbog toga se ka`e da se teorija zasniva na 
odgovaraju}im zakonima i modelima.  
 Obrazovawe modela je uvek neformalizovana procedura i ona veoma mnogo 
zavisi od istra`iva~a, wegovog iskustva, talenta, uvek se oslawa na odre|ene 
eksperimente, te ~esto ka`emo da proces modelovawa ima fenomenolo{ku osnovu. 
Model mora da dovoqno dobro opisuje pojavu i da bude pogodan za kori{}ewe. Zato je 
stepen detaqizacije modela, oblik wegovog predstavqawa odre|en svrhom i ciqe- 
vima istra`ivawa i neposredno zavisi od istra`iva~a. Na osnovu jednih istih 
eksperimentalnih podataka, razli~iti istra`iva~i mogu do}i do razli~itih mode-
la. Novi eksperimentalni podaci mogu dovesti do poboq{awa modela tako da rani-ji 
model postane wegov poseban slu~aj. Takvu je sudbinu do`ivela Wutnova mehani-ka 
koja je dugo bila ~isto fenomenolo{ki model. Me|utim posle pojave specijalne 
teorije relativnosti ona je postala wena posledica, jer se mo`e izvesti iz we za 
brzine kretawa mnogo mawe od brzine svetlosti. 
 Naglasimo su{tinsku razliku izme|u klasi~nih metoda pribli`ne analize 
(aproksimacije) i prilaza koji se zasniva na kori{}ewu apstraktnijih modela. U 
prvom slu~aju i daqe koristimo istu matemati~ku strukturu kao i ranije, a 
upro{}ewe se posti`e odbacivawem onih delova modela koji se smatraju mawe 
va`nim. Na primer, diferencijalnu jedna~inu petog reda mo`emo zameniti 
jedna~inom drugog reda, posmatraju}i samo dve ”dominantne“, promenqive stawa. 
Me|utim, kod drugog pristupa mo`emo da koristimo druge matemati~ke strukture, 
strukture koje su apstraktnije, ali koje jo{ uvek razmatraju ceo sistem, na mawe 
detaqiziranom nivou. U ovom slu~aju upro{}ewe se ne posti`e smawivawem broja 
promenqivih, ve} odbacivawem detaqa koje smatramo nebitnim. 
 Strukturna razmatrawa imaju prvostepen zna~aj i pri analizi i pri sintezi 
sistema razli~ite vrste i prirode. Vi{e je nego lo{a strategija po~eti istra`i-
vawe detaqnog matemati~kog modela pre nego {to su proverene osnovne pretpo-
stavke i dostignuto dubqe poimawe na~ina rada sistema. Mnogo je delotvornije, 
posebno kod sistema koji se sastoje od mnogo uzajamno povezanih podsistema, najpre 
odrediti osnovne podsisteme i ustanoviti glavne uzajamne veze izme|u wih, a zatim 
pre}i na detaqno modelovawe na~ina rada razli~itih podsistema. Obi~no in`iwe-
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ri upotrebqavaju principske sheme za prikazivawe op{te strukture sistema, kao i 
za upro{}avawe rada pri daqem struktuirawu i dobijawu analiti~kih modela. 
Osnova privla~nosti principskih shema je wihova jednostavnost, dok im je glavni 
nedostatak odsustvo preciznosti. Modeli teorije sistema odklawaju taj nedostatak 
uno{ewem u opisivawe preciznost matematike, dok pri tome zadr`avaju wihovu 
prednost - jednostavnost principskih shema. 
 Teorija sistema nam daje i jezik za me|udisciplinarnu razmenu nau~nih rezul-
tata, po{to je ona dovoqno op{ta da ne unosi svoja sopstvena ograni~ewa, a istovre-
meno zbog svoje preciznosti odklawa mogu}nosti opasnih obmana. Na primer, razli-
~ita shvatawa i tuma~ewa pojma ”adaptacije“ u psihologiji, biologiji, tehnici i 
drugim oblastima nauke, mogla bi najpre da se formalizuju jezikom teorije sistema, a 
zatim me|usobno uporede. ^esto se tvrdi da teorija sistema mora da odra`ava 
”invarijantne strukturne“ vidove razli~itih sistema koje susre}emo u svakodnev-nom 
`ivotu, tj. te vidove wihovog pona{awa koji ostaju neizmeweni u analognim pojavama 
u raznim oblastima saznawa. Odgovaraju}u sli~nost mo`emo zaista ustano-viti samo 
tada kada su odgovaraju}i pojmovi odre|eni dovoqno pa`qivo i precizno. U 
suprotnom, opasnost da do|e do zbrke je isuvi{e velika. To ukazuje da je sasvim 
opravdano da razmatramo teoriju sistema kao osnovu za formalizaciju bilo kog 
koncepta sistema. Prilikom kori{}ewa teorije sistema za definisawe pojmova 
neophodno je imati u vidu da odlu~uju}i ~inilac nije to da li je ta definicija 
ispravna prilikom svakog od mogu}ih tuma~ewa, ve} da li je taj pojam definisan 
dovoqno precizno, tako da ga mo`emo jasno i nedvosmisleno razumeti i kao takvog 
nadaqe ispitivati i koristiti u drugim disciplinama. U tom smislu teorija sistema 
mo`e da pru`i jezik za me|udisciplinarnu razmenu. Sa ~isto matemati~kog 
stanovi{ta, sli~na primena teorije sistema mo`e da izgleda trivijalna, ali to nije 
tako sa gledi{ta upravqawa naporima specijalista iz razli~itih oblasti koji 
zajedno rade na re{avawu slo`enih problema, kao {to ~esto biva u organizacionim 
problemima povezanim sa upravqawem i razvojem preduze}a, gradova, oblasti i 
drugim velikim projektima. 
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Glava 1 
 
 
 

S I S T E M I  i  P O J A M  S T A W A  
 
 

1-1  Sistemi i modeli 
1-2  Neki matemati~ki pojmovi 
1-3  Modeli sistema 
1-4  Pojam stawa 
1-5  Osobine stawa i jedna~ine prelaza stawa 
1-6  Pomerawe u vremenu i vremenska nepromenqivost modela 
1-7  Deterministi~ki i nedeterministi~ki sistemi 

 
 U okviru ovog kursa poku{a}emo da obrazujemo i razvijemo matemati~ku osnovu 
pomo}u koje mo`emo ne samo da prou~avamo veliku klasu sistema, ve} i da razvijemo i 
dobijemo postupke za analizu i sintezu sistema koji bi se pona{ali na `eqeni 
na~in. Pri tome je kqu~an pojam model sistema, te }emo najpre u odeqku 1-1 videti 
kako potreba da se shvati i razume sistem u stvarnom svetu tra`i od nas da izdvojimo 
samo neke bitne osobine i promenqive postoje}eg sistema radi {to boqeg uo~avawa 
i poimawa pojava i rada posmatranog sistema. Ta razmatrawa matemati~ki }emo 
opisati u odeqku 1-3, po{to na{ opis sistema zahteva da odredimo ulaze, ili 
upravqawa koja bi na wega delovala, kao i izlaze koji predstavqaju na{a mogu}a 
razmatrawa sistema (ili uticaje koje o~ekujemo da sistem ima na druge sisteme). Da 
bi izlo`ili te koncepte u op{tem, ali i sa`etom obliku, koristi}emo savremene 
matemati~ke pojmove i oznake teorije skupova. Pregled osnovnih, za po~etak 
potrebnih pojmova i oznaka dat je u odeqku 1-2. Neophodne matemati~ke strukture i 
postupke uvodi}emo i prou~ava}emo kada to prirodno bude neophodno. Pokaza}e se da 
ulazno-izlazni opisi ne ispuwavaju sve na{e zahteve, na primer ne daju jednozna~nu 
zavisnost izme|u ulaza i izlaza, ve} moraju da se znaju i promenqive koje sa~iwavaju 
unutra{we stawe opisanog sistema. Tako }emo u odeqku 1-3 prirodno do}i do pojma 
stawa sistema i prou~iti relaciju ulaz-izlaz-stawe i wihove osobine i odnose. U 
odeqku 1-5 detaqno }emo izu~avati osobine stawa i jedna~ine prelaza stawa kao i 
na~ine wihovog odre|ivawa. Pri tome }emo stalno imati na umu da je ovaj sam po 
sebi te`ak problem izra`eniji kod organizacionih sistema nego kod tehni~kih 
sistema, ne samo zbog wihove slo`enosti i raznorodnosti ve} i zbog nepostojawa 
”osnovnih nauka“, koje bi poput prirodnih nauka kod tehni~kih sistema, omogu}ile 
relativno  lako i jednozna~no opisivawe pojava koje se u wima odvijaju. Tako|e }emo 
izlo`iti {ta podrazumevamo pod vremenski neprekidnim (kontinualnim) sistemima 
i vremenski diskretnim sistemima. U odeqku 1-6 prou~ava}emo kada je sistem 
vremenski promenqiv, a kada vremenski nepromenqiv. U odeqku 1-7 posmatra}emo 
sisteme kod kojih teku}e stawe i prispeli ulazi ne odre|uju ta~no budu}e stawe, ve} 
samo sa nekim verovatno}ama. Me|utim, u ovim izlagawima pridava}emo ve}u 
va`nost klasi sistema koji su deterministi~ki u smislu da poznavawe teku}eg stawa 
potpuno odre|uje teku}i izlaz sistema; dok znawe stawa u trenutku t0  i poznavawe 

ulaza od trenutka t  do nekog narednog trenutka  potpuno odre|uje stawe u trenutku 

. Vide}emo da postoje i ”nerazgovetni“ sistemi (fuzzy system, ne~etkaÔ sistema) kod 
kojih samo poznavawe teku}eg stawa i budu}ih ulaznih dejstava ne omogu}ava da se 
jasno (u smislu tradicionalne matematike) odrede budu}a stawa. Podvucimo da su 
uvedeni koncepti veoma op{ti i da va`e bez obzira da li je posmatrani sistem 
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SISTEMI  I  POJAM  STAWA 

linearan ili nije. U stvari, sve do tre}eg poglavqa kada }emo prou~avati linearne 
sisteme, ne}emo posebno izu~avati linearne sisteme, sem u nekim primerima. 

 
 
 
 
 

1 - 1   S I S T E M I   I   M O D E L I  

 U postoje}em svetu svakodnevno sre}emo stvarne, raznorodne fizi~ke objekte - 
puteve, narode, elektronske ure|aje, pse ili ma~ke, svemirske brodove i programe za 
ra~unare. Sve te stvarne objekte zva}emo fizi~ki sistemi. Pojam ”fizi~ki“ 
koristi}emo u wegovom izvornom zna~ewu, te }emo pod fizi~kim sistemima 
podrazumevati stvarne, postoje}e sisteme bez obzira na wihovu prirodu ili poreklo. 
 ^im po~nemo da razmi{qamo o jednom od tih fizi~kih sistema, mi 
formuli{emo model objekta su`avaju}i se, ~esto nehotice, na neki mali broj 
osobina i osnovnih svojstava (atributa) kroz koje ga sagledavamo. Na primer, kada 
~ujemo ”posmatrajmo fizi~ki sistem zvan personalni ra~unar“, verovatno pomisli-
mo na mali objekat (centralna jedinica sa procesorom, ure|ajem za diskete i diskom, 
tastatura, monitor, {tampa~, ”mi{“ i operativni programi - DOS, Windows, UNIX) 
koji nam omogu}ava da odgovaraju}om obradom ulaznih podataka prou~avamo 
razli~ite pojave. Prilikom sastavqawa ili popravke personalni ra~unar posma-
tramo kao skup elektronskih i mehani~kih delova. Za svakodnevni `ivot je kratki 
spisak spomenutih osnovnih svojstava verovatno odgovaraju}i model personalnog 
ra~unara. Me|utim, za decu je to ”~arobna kutija“ puna zanimqivih igara, {to ih 
upu}uje na sasvim druga~iji model istog ra~unara. 
 Uo~avamo da za posmatrani fizi~ki sistem, biramo model sistema koji 
odgovara onim osnovnim svojstvima (atributima) sistema o kojima vodimo ra~una u 
datim okolnostima. 
 Kada smo jednom izabrali model za prou~avani sistem, tada moramo da odlu~imo 
o na~inu na koji }emo govoriti o modelu i {ta nameravamo da radimo sa wim. U 
slu~aju da `elimo da analiziramo model i prou~avamo ga matemati~ki ili pomo}u 
ra~unara, neophodna nam je matemati~ka predstava i matemati~ki opis modela, tj. 
neki skup matemati~kih relacija i jedna~ina koje opisuju model. ^ak i kada 
jedna~ine savr{eno opisuju model, ako model nije potpun opis fizi~kog siste-ma, 
jedna~ine ne mogu da nam ka`u previ{e o sistemu, bez obzira koliko ih pa`qivo i 
ta~no re{imo. 
 Prou~imo najpre jednostavan sistem iz sredwo{kolske fizike i wegov model, 
idealan kondenzator. 

Primer_1: Lajdenska boca ili kondenzator, prikazana simboli~ki na slici 1-1(a), 
prikupqa naelektrisawa na dvema tankim metalnim trakama koje su prikazane 
isprekidanim linijama. 

Baterija

Lajdenska
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+ -

+ -v
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+
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 Slika 1-1 (a)  Crte` stvarnog Slika 1-1 (b) Idealan kondenzator 
 fizi~kog sistema kapacitivnosti S 
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1 - 1  SISTEMI  I  MODELI  

Tako|e je prikazana baterija sa naponom E , koji prouzrokuje protok struje i u smeru 
ozna~enom strelicom i napon u na krajevima boce kada je prekida~ P zatvoren. 
Odgovaraju}i model Lajdenske boce je idealan kondenzator koji se simboli~ki 
predstavqa kao na slici 1-1(b), gde je i oznaka za struju kroz kondenzator, u oznaka 
napona na kondenzatoru, a konstanta C je kapacitivnost. Strelica i znakovi + i - 
ukazauju na referentni smer ili polaritet za i i  u  u svakom trenutku vremena. 
 Matemati~ki opis modela kondenzatora na slici 1-1(b) je jedna~ina koju je 
eksperimentalno odredio Faradej (M. Faraday) 

 ( ) ( )q t C u t=  (1) 

gde  ozna~ava koli~inu elektriciteta,  a ( )q t ( )u t  napon na kondenzatoru u trenutku t. 
Po{to je elektri~na struja brzina proticawa koli~ine elektriciteta u jedinici 
vremena, ( ) ( )i t dq t dt= , kada diferenciramo obe strane jedna~ine (1) po t, dobijamo 

drugi matemati~ki opis 

 ( ) ( ) ( ) ( )i t
dq t

dt
d
dt

Cu t C
du t

dt
= = =  (2) 

koji povezuje struju i napon u na{em modelu. 
 Tre}i, najop{tiji i najpoptpuniji matemati~ki opis su Maxwell-ove jedna~ine  
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koje povezuju ja~inu magnetnog poqa H, ja~inu elektri~nog poqa E, gustinu pomeraja 
elektriciteta D, gustinu magnetnog fluksa B, vektor gustine elektri~ne struje j i 
gustinu naelektrisawa . ρ
 Koju od ovih matemati~kih predstava bi najradije primenili ako se zahteva da 
odredimo koli~inu elektriciteta nagomilanu u Lajdenskoj boci kada na wu deluje 
napon od 5 volta? U slu~aju da znamo da re{imo jedna~ine (1), (2) ili (3), bilo koji od 
ovih modela kondenzatora bi nam odredio koli~inu elektriciteta na Lajdenskoj 
boci. O~igledno je prva matemati~ka predstava mnogo lak{a za rad od re{avawa 
diferencijalne jedna~ine (2) ili parcijalnih diferencijalnih jedna~ina (3). 
Re{ewe je . q C= 5
 Kada promenimo pitawe u ”koja je koli~ina elektriciteta na Lajdenskoj boci 
ako se na wene krajeve dovede napon od 5 miliona volta“ (5 106× ), prema relaciji (3) 
je . Me|utim, jedino {to mo`e da se desi kada poku{amo da prikqu~imo 5 
miliona volti na malu Lajdensku bocu je da }e do}i do probijawa izolacije ili 
mo`da do lomqewa, te je ustvari ispravan odgovor da }e na Lajdenskoj boci biti 
naelektrisawe 

q = ×5 106 C

q = 0 , bez obzira {ta ka`e na{ model. � 

 Kada se malo udubimo u razli~ite pojave koje smo izu~avali u sredwo{kolskoj 
fizici i wihove matemati~ke opise, koje smo zvali ”zakoni“, ako ”zaboravimo“ 
fizi~ko zna~ewe promenqivih i konstanti, primeti}emo da su mnogi od wih istog 
oblika. Po{to se dva sistema razli~ita po fizi~koj prirodi pona{aju na analogni 
na~in, matemati~ki opisi wihovog pona{awa bi}e isti te je mogu}e prou~avati 
pona{awe jednog sistema prou~avaju}i pona{awe analognog sistema. Kori{}eni 
princip nazivamo neposredna analogija, jer postoji neposredno podudarawe u pona-
{awu odgovaraju}ih promenqivih oba sistema. Na primer, isto se pona{aju meha-
ni~ki rezonantni sistem koji se sastoji od redne veze mase i opruge i trewa, i  
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elektri~ni rezonantni sistem koji se sastoji od kondenzatora, induktivnosti i 
otpornika, te su oba opisana istim matemati~kim relacijama. Jedina razlika u 
matemati~kim opisima wihovog pona{awa poti~e od razli~itog fizi~kog zna~ewa 
promenqivih i koeficijenata. Me|utim, ne postoji uvek analogija u pona{awu 
razli~itih fizi~kih sistema {to ograni~ava upotrebu ovog principa. Problem bi 
mogli da prevazi|emo kada bi mogli osnovne matemati~ke operacije koje se javqaju u 
opisima pona{awa sistema da ostvarimo nekim fizi~kim pojavama. Tananije 
razmatrawe korena neposredne analogije - Lajbnicovih monada i Wutnove ideje 
diferencijalno-integralnog ra~una i zamisli matemati~ke i materijalne ta~ke 
prirodno nas navode kako da to uradimo. Na primer, posmatrajmo ”puwewe“ konden-
zatora: u nekom trenutku t ukupna koli~ina elektriciteta na kondenzatoru  je 

jednaka (beskona~nom) zbiru svih naelektrisawa (beskona~no malih koli~ina 
elektriciteta)  proteklih kroz kondenzator za neko vreme pod dejstvom spoqa-

{weg napona . Se}aju}i se definicije integrala, vidimo da proces ”puwewa“ 
kondenzatora mo`e da obavi matemati~ku operaciju integraqewa. Kori{}eni 
princip nazivamo posredna analogija, jer se ne zahteva neposredna analogija u pona-
{awu odgovaraju}ih promenqivih prou~avanog sistema i promenqivih analognog 
ra~unara. Na taj na~in mogu se prou~avati pojave sasvim razli~ite po fizi~koj 
prirodi i stepenu slo`enosti koje se javqaju u elektri~nim i mehani~kim sistemi-
ma, organizacionim i sociolo{kim sistemima, itd., ~ak i apstraktni matemati~ki 
problemi.  

( )Q t

( )q t
( )u t

 Prema tome, ure|aj koji koristi osnovne operacije sabirawa, mno`ewa i inte-
graqewa za simulaciju pona{awa sistema i re{avawe diferencijalnih jedna~ina 
nazva}emo analogni ra~unar.  

Primer_2: Videli smo da elektronski analogni ra~unari sadr`e ure|aj koji dati 
vremenski-promenqiv signal u na ulazu (koji dobija vrednost ( )u t  u trenutku t) pre-

tvara u izlazni signal y, ~ija je vrednost ( )y t  u trenutku t, koji izgleda kao integral 

ulaza posle nekog skupa operacija. Model takvog elektronskog kola je idealan 
integrator, prikazan na slici 1-2(a), gde su ( )u t  i ( )y t  vrednosti ulaznog i izlaznog 

signala u trenutku  t, a  ozna~ava po~etnu vrednost  y  u trenutku . ( )y t0 t0

∫
( )u t

( )y t0

( ) ( ) ( )y t y t u d
t

= + ∫0
t0

τ τ

 

Slika 1-2(a)  Idealni integrator sa ulazom  u, izlazom  y  i 

po~etnim  uslovom ( )y t0  u trenutku t0

^lan za po~etni uslov je ukqu~en u model, jer je prema osnovnoj teoremi 
diferencijalno-integralnog ra~una 

( ) ( ) ( )y d y t y t
t

t

τ τ = −∫ 0
0

 

tako da je 

      ( ) ( ) ( )y t y t y d
t

t

= + ∫0
0

τ τ
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Po{to po~etni uslov mora da uvek bude prisutan, mo`emo ga ispustiti na na{em 
dijagramu.  
 Prema tome, idealni integrator - matemati~ki model integratora - mo`e 
dvojako da se predstavi: 

(i) Ulaz i izlaz su povezani integralnom jedna~inom 

   (4) ( ) ( ) ( )y t y t u d
t

t

= + ∫0
0

τ τ

(ii) Ulaz i izlaz su povezani diferencijalnom jedna~inom 

 ( ) ( )y t u t=  (5) 

sa po~etnim uslovom  y(t0). 

 Mno`ewe signala u sa funkcijom a modelova}emo pomo}u idealnog mno`a~a na 
slici 1-2(b) sa ulazom  i izlazom ( )u t ( )y t  u trenutku t. Vrednost  sa kojom 

mno`imo  da bi dobili  zva}emo poja~awe mno`a~a. 

( )a t
( )u t ( )y t

( )u t ( )y t =
( )a t

( )a t ( )u t

 

Slika 1-2 (b) Idealni mno`a~ sa poja~awem ( )a t u trenutku t. 

 Idealni sabira~ je model ure|aja za sabirawe i oduzimawe signala, slika 
1-2(v), kod koga znak minus na liniji ulaznog signala ukazuje da se vr{i oduzimawe 
umesto sabirawa. 

( )u t

( )y t = ( )u t( )v t

( )w t

( )v t ( )w t+ -

-

+

+ +

 

Slika 1-2 (v) Idealni sabira~ 

Sva tri modela na slikama 1-2(a), (b) i (v) ta~no opisuju rad stvarnih elektronskih 
ure}aja u ra~unaru ukoliko se primeweni signali nalaze unutar odre|enih granica. 

Kada deluje ulaz ( )u t = +1  volt, za po~etnu vrednost ( )y t0 0= , u trenutku  pre-

ma modelu idealnog integratora dobi}emo na izlazu 

t t≥ 0

( )y t d t
t

= =∫1
0

τ  

za svako  t. U skladu sa modelom, u trenutku t = 106 sekundi, izlaz bi bio 106 volti. Da 
li }e stvarni elektronski integrator imati milion volti na izlazu kada dovedemo 1 
volt na wegov ulaz? Naravno da ne}e - o~ekujemo da stvarni izlaz raste kao i t sve dok 
ne postane ve}i od neke konstrukcione vrednosti, naj~e{}e 100V ili 10V, kada 
prestaje da se pove}ava sa vremenom  t, jer je dostigao nivo zasi}ewa.  � 

 Ostale operacije analognog ra~unara, na primer mno`ewe dva promenqiva 
signala, razli~ite nelinearnosti, generator funkcija, uve{}emo kada nam budu 
trebale. 

 Prema tome, dobar znalac teorije sistema mora da bude osposobqen da pravi 
dobre modele i dobre predstave stvarnih sistema koje prou~ava, bez obzira na wiho-
vu prirodu. 
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Primer_3: Model sistema cena - ponuda - potra`wa jednog proizvoda: Posmatrajmo 
tr`i{te jednog proizvoda na kome cena ( )p t  u trenutku t zavisi od ponude  i 

potra`we . Pretpostavimo da sama potra`wa 

( )s t
( )d t ( )d t  i ponuda ( )s t  zavise od cene 

proizvoda  ( )p t

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

d t f p t

s t g p t

=

=
 (5) 

dok prira{taj cene ( )∆ p t  zavisi od odnosa ponude i potra`we 

 ( ) ( ) ( )( )∆ p t h d t s t= −  (6) 

Strukturna modela prikazana je na slici 

g

f

h

( )∆ p t

( )p t

( )d t

( )s t

-( )d t ( )s t

 

Slika 1-3  Sistem cena - ponuda - potra`wa jednog proizvoda 

 Prema relaciji (6), cena u slede}em trenutku ( )p t t+ ∆  se ili ne mewa 

 ako je ( )( )∆ p t = 0 ( ) ( )d t s t a− = , (a je konstanta) ili pove}ava za , ili 

smawuje za 

( ) ( )d t s t a− >

( ) ( )d t s t a− < . Preslikavawa ( ) ( ) ( )f g h⋅ ⋅ ⋅, ,  mogu da se odrede ili pomo}u 

znawa iz ekonomskih nauka ili empirijski. U najprostijem slu~aju, kod Mar{alovog 
modela (A. Marshal) se predpostavqa da su jedna~ine (5) linearne 

( ) ( )
( ) ( )

d t a b p t

s t m n p t

= +

= +
 

dok je brzina promena cene na tr`i{tu srazmerna sa odnosom ponude i potra`we 

( ) ( ) ( )( )d p t
dt

c d s p s= −  

Sa druge strane, ovaj model mo`e da se lako uop{ti na tr`i{te sa n-proizvoda uz 
razli~ite predpostavke i vo|ewe ra~una o odgovaraju}im ograni~ewima.  � 

 Zato }emo kao primere prou~avati razli~ite korisne modele i wihove mate-
mati~ke predstave. Koristi}emo veoma jednostavne modele da razjasnimo postupke i 
koncepte pomo}u kojih mo`emo analizirati slo`ene modele koji su neophodni za 
prou~avawe realnih sistema 
 Pod sistemom uvek podrazumevamo dve stvari: a) postoje}i sistem koji slu`i 
kao podsticaj na{ih istra`ivawa i preispitivawa pojmova i zamisli, b) apstrak-tni 
sistem - model stvarnog sistema koji je polazna osnova svih preciznih defini-cija i 
teorema. Uobi~ajen postupak modelovawa sistema je o~evidan: skup poznatih 
~iwenica i podataka se formalizuje i prevodi u pogodan oblik i ispisuju jedna~ine 
(ili odgovaraju}e relacije) pri ~emu se uzimaju u obzir sve raspolo`ive kvantita-
tivne informacije. Su{tinska pretpostavka da taj postupak bude vaqan je da 
”zakoni“, u skladu sa kojima se odvijaju razli~ite pojave i procesi u odre|enom 
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sistemu, ne zavise od prou~avanog sistema. Bitna osobina ekonomskih i organiza-
cionih pojava, procesa i sistema je da to jednostavno nije tako. U dru{tveno- 
ekonomskim i organizacionim naukama ne postoje ”zakoni“ u zna~ewu na koje smo se 
navikli u prirodnim i tehni~kim naukama, te ne postoje ni op{ti modeli. Takav 
model bi bio nedelotvoran ne samo zbog svoje slo`enosti, ve} ne bi ni govorio i{ta 
o ~iwenici da osobena priroda mnogih sociolo{kih, ekonomskih i organizacionih 
mehanizama nije jo{ uvek dovoqno dobro prou~ena. Pri modelovawu 
dru{tveno-ekonomskih i organizacionih pojava, kod kojih je mogu}nost eksperi-
menata uveliko ograni~ena, teorijsko znawe koje se koristi za izgradwu modela ima 
odlu~uju}e zna~ewe. Ono odre|uje u znatnoj meri izbor metoda modelovawa i 
strukturu modela, metode formalnog opisa pojedinih podsistema, opseg i podru~je 
primenqivosti modela i o~ekivanih rezultata. 
 Problemi formalizacije procesa su usko povezani sa problemom provere 
vaqanosti modela, posebno po{to nije mogu}e da on proistekne iz ”ta~nih“ zakona u 
prirodnim naukama i kada se mora pribe}i odre|enom skupu pretpostavki. Pored 
toga, uvo|ewe u model empirijskih relacija, koje su dobijene obradom rezultata 
posmatrawa pojave, zahteva veoma pa`qiva istra`ivawa i detaqna ispitivawa ne 
samo polaznih podataka ve} i primewenih metoda.  
 Neop{tost ili sistemska neodre|enost sociolo{ko-ekonomskog i organiza-
cionog sagledavawa veoma ote`ava modelovawe u praksi. Vaqanost i koli~ina 
informacija utelovqena kao model veoma zavisi od rezultata predhodnih istra`i-
vawa. Druga~ije re~eno, teorija sistema mo`e da zapo~ne onda kada se rasprave i 
razmrse fundamentalne nauke koje izu~avaju procese u posmatranom sistemu. Druga 
mogu}nost je da se odgovaraju}e osnovne nauke ne koriste kao unapred data teorija, 
ve} da model proistekne neposredno iz podataka. To se stvarno de{ava kod izu~ava-
wa mnogih procesa koji su isuvi{e slo`eni da bi mogla da se neposredno koristi 
”~ista“ teorija. Dru{tveno-ekonomske i organizacione nauke treba da stvore nove 
kategorije, parametre i invarijante koje mogu da se na neki na~in ”mere“ i zbog toga 
bi svim istra`iva~ima izgledale objektivno iste, bez obzira na wihove li~ne 
predrasude, sklonosti i intuiciju ili prirodu postupka wihovih ”merewa“. 

 Da bi shvatili neophodnost preciznog i jasnog izra`avawa pri izu~avawu 
savremene teorije sistema, zbog ~ega }emo koristiti jezik i oznake matematike, 
posmatrajmo slede}e primere. 

Primer_4: Na prvi pogled, analogni model sistema na slici 1-3a predstavqa 
vremenski promenqiv sistem po{to se poja~awa mewaju sa vremenom. U istom 
trenutku mo`da }emo pomisliti da je sistem vremenski nepromenqiv ako wegov 

impulsni odziv ( )g t ,τ  na Dirakovu impulsnu funkciju zavisi samo od ( ) . t − τ

x(t)x(t)
.

y(t)+

- 2t

u(t) ∫ 3
2

et t−3
2

et t−

 

Slika 1-3(a) Sistem sa promenqivim poja~awima 

 Mnogi }e se iznenaditi kada poka`emo da taj sistem ima potpuno isti impulsni 
odziv kao i sistem sa nepromenqivim poja~awima prikazan na slici 1-3b, a koji }emo 
zvati vremenski nepromenqiv sistem jer se poja~awa ne mewaju tokom vremena. 
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x(t)x(t)
.

y(t)+

- 1

u(t) ∫1 3

 

Slika 1-3(b) Sistem sa nepromenqivim poja~awima, koji ima isti impulsni odziv 
kao sistem na slici 1.3(a)  

U odeqku 1-6 i 5-2 da}emo stroge, matemati~ke definicije vremenske invarijantno-
sti i impulsnog odziva, koje }e nam omogu}iti da bez nedoumica odredimo da li je 
model sistem vremenski nepromenqiv ili nije.  � 

 Pri prou~avawu postoje}ih sistema, ~esto se susre}emo sa ”jednosmernim“ ure-
|ajima kao {to su ventili, to~kovi sa ustavqa~ima, elektronske diode, kao i obi~na 
vrata koja se otvaraju kada su gurnuta u jednom pravcu ali ostaju zatvorena kada su 
gurnuta u suprotnom pravcu. Pogodno je takve ure|aje modelovati pomo}u idealne 
diode, prikazane na slici 1-4a, gde je sa i ozna~ena referentna struja kroz diodu i 
napon u na wenim krajevima: 

v

i

-

+
v

i

 

Slika 1-4  (a) Idealna dioda   (b) Naponsko-strujna karakteristika 

Rad diode je opisan naponsko-strujnom karakteristikom diode, slika 1-4b, koja poka-
zuje da je struja i jednaka nuli kada je napon na krajevima diode u negativan i da i mo-
`e da ima bilo koju vrednost kada je u nenegativan. U stvari, idealna dioda je savr-
{en prekida~:  ”iskqu~en“ (otvoren) kada je u negativan i ”ukqu~en“ (zatvoren) kada 
je u nenegativan. 

Primer_5: Kada se pridr`avamo prostog pravila ”sistem je nelinearan ako sadr`i 
neki nelinearni elemenat“ pri analizi sistema na slici 1-5a, gde je R otpornik, 
mo`emo lako da napravimo gre{ku. 

-

+
v

i

R

A

B
-

+
v

i

R

A

B
 

(a): Sistem sa dva nelinearna elementa    (b): Ekvivalentan linearan sistem 
Slika 1-5 

Ukupni uticaj dve suprotno polarisane diode u paraleli je da }e jedna od wih uvek da 
provodi bez obzira na znak signala v, a one su ekvivalentne savr{enom provodniku 
koji uvek spaja ta~ke A i B, kao {to je prikazano na slici 1-5b.  � 
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U odeqku 3-2 }emo strogo definisati pojmove linearnosti i linearnih sistema, ali 
za trenutno razmatrawe uo~imo da idealna dioda nije linearna po{to nije ta~no da 

je za svaki napon v  i . Da bi to sagledali, neka je ( ) ( ) (i v v i v i v1 2 1 2+ = + ) 1 v2 v1 1= +  i 

 tako da je . Tada je v2 5= − v v1 2 4+ = − ( ) ( ) ( ) ( )i v v i i i1 2 4 0 1 5+ = − = ≠ + + −  ( ) ( )= +i v i v1 2 . 

 Da bi odredili strogu definiciju ne samo linearnosti, podseti}emo se nekih 
osnovnih pojmova iz matematike o skupovima, vektorskim prostorima, funkcijama 
ili preslikavawima i vi{estrukim preslikavawima. Posebne matemati~ke struk-
ture uvodi}emo i prou~avati postepeno kada se prirodno uka`e potreba za wima. 
 
 
 
 
 

1-2  NEKI  MATEMATI^KI  POJMOVI 

 Za obrazovawe matemati~ke teorije koja razra|uje zamisli iz uvoda i pred-
hodnog odeqka neophodno nam je ozna~avawe koje nam omogu}ava da zamisli izrazimo 
sa`eto i da sa wima jasno delamo. Podsetimo se osnovnih ranije nau~enih pojmova. 
 Pretpostavi}emo da je ~italac prou~avao realne i kompleksne brojeve. Kori-
sti}emo Z da ozna~imo skup svih celih brojeva, R da ozna~imo skup svih realnih 
brojeva i C za skup svih kompleksnih brojeva. N koristimo za ozna~avawe skupa svih 
nenegativnih celih brojeva i  za nenegativne realne brojeve. R+

 Tako|e }emo pretpostaviti da ne treba posebno obja{wavati slede}e oznake: 

   za ”pripada“: kao u tvr|ewu  5∈ ∈Z  
   za ”ne pripada“: kao u tvr|ewu  ∉ − ∉5 N  

   za ”je podskup od“: kao u tvr|ewu  ⊂ R C⊂  
  za ”nije podskup od“: kao u tvr|ewu  ⊄ Z N⊄  

 ( ){x P x }  za skup  x-ova za koji je ( )P x ta~no: kao u tvr|ewu   

  { }R R+ = ∈ ∧ ≥x x x 0  

 {A B x x A x B∪ = ∈ ∨ ∈ } , unija skupa  A  i skupa  B 

{A B x x A x B∩ = ∈ ∧ ∈ } , presek skupa  A  i skupa  B 

{A B x x A x B− = ∈ ∧ ∉ } , razlika skupa  A  i skupa  B 

 Ponekad koristimo skra}enice kao {to su akko ili  ⇔   za ako i samo ako  i  
 za proisti~e (sledi)  i  ⇐  za proisteklo iz (sledi iz). Ne{to re|e koristi}emo 

⇒
∀  

za za svako  i ∃   za postoji. 

Primer_1: Tvr|ewe ”za svako x ∈R , postoji y ∈R  tako da je y x> “ izra`ava ~iwe-
nicu da ne postoji najve}i realni broj i mo`e se napisati kao 

 ( )( )( )∀ ∈ ∃ ∈ >x y yR R x   

Primer_2: ima isti smisao kao i ( ) ( )f t g t t= ∀ ( ) ( )( )∀ =t f t g t , a zna~i da je za sve 

vrednosti  t iz T vrednost  jednaka ( )f t ( )g t . Izraz ( ) ( )( )∃ =t f t g t zna~i da postoje 

vrednosti  t iz T  za koje je ( ) ( )f t g t= ; dok  ( ) ( )( )∀α ∃ =t f t g t, ,α α ozna~ava da za sve 

vrednosti α  postoji takva vrednost t (koja zavisi od α ) da je ( ) (f t g t, ,α α= ) .  
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 Sam ~italac mo`e da navede mnoge funkcije ili operacije koje pridru`uju 
jedan broj drugom; na primer, operacije kvadrirawa, koja uzima broj iz R i daje broj u 

 ili operacija izvla~ewa kvadratnog korena, koja uzima neki broj iz  da bi 

dala drugi broj u  ali nije definisana za brojeve iz 

R + R +

R+ R R− + . ^esto }emo razma-
trati funkcije i na drugim skupovima, sem na skupovima realnih ili kompleksnih 
brojeva. 
 Neka su A  i  B  bilo koja dva skupa objekata. Preslikavawe iz A u B je dode-
qivawe svakom elementu iz A jedinstvenog elementa iz B. Pi{emo F A B: →  sa zna-
~ewem ”F je preslikavawe iz A u B“, i koristimo odgovaraju}e nazive funkcija, 
operator i transformacija. Kada je 

 
F A B: →  preslikavawe i ako je a neki eleme-

nat iz A (pi{emo a A∈ ) tada se sa ( )F a  ili F a  ozna~ava vrednost F u a i naziva 
slika (lik) od a pod dejstvom F. Za dva preslikavawa f i g iz A u B se ka`e da su 
jednaka ako je  za svako a iz A. ^esto se pi{e ( ) ( )f a g a= ( )a F a6  da bi se ukazalo 
da je dejstvo preslikavawa F da preobrazi odre|eni elemenat iz A u odgovaraju}u 
vrednost . A se naziva domen (oblast) za F  i B  kodomen za F. ( )F a
 Ako je W neki podskup od A, {to pi{emo W A⊂ , skup svih elemenata , 
gde se w pru`a preko svih elemenata iz W, naziva se slika (lik) W ispod F  i ozna~ava 

( )F w B∈

( ) ( ){F W F w w W= ∈ } . Posebno se skup svih elemenata oblika ( )F a  za a iz A naziva 

slika (lik) F  ili oblast  F  i ozna~ava se sa ( )F A  ili ( )R F . 

Primer_3:  Neka je { } { }A a b c B= =, , , , , ,1 2 3 4 i    definisano pravilom f A B: →

a
b
c

6
6
6

2
2
4

 

koje mo`e da se predstavi tablicom 

x ( )f x  

a 2 

b 2 

c 4 

ili slikovito, dijagramom na slici 1-6. 

A B

a
b

c

1

2

3

4

 

 Slika 1-6   Preslikavawe iz  u { ,   sa vrednostima  { }a b c, , , , }1 2 3 4 ( ) ( ) ( )f a f b f c, ,

Domen preslikavawa  f  je   i kodomen f je {a b c, , } { }1 2 3 4, , , . Slika ili oblast presli-

kavawa  f  je podskup { }2 4,  kodomena 
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 ( ) { }( ) { }R f f a b c= =, , ,2 4   

 Dekartov proizvod dva skupa A i B pi{e se A B× ,  ~ita ”A krst B“, je skup 

( ){A B a b a A b B× = ∈ ∧ ∈, }  svih ure|enih parova ( )a b, ~iji prvi ~lan a pripada A i 

~iji drugi ~lan b pripada B. Sli~no, skup svih ure|enih n-torki ~iji 

svaki n-ti ~lan a  pripada skupu , ozna~ava se

( )a a an1 2, , ,…
i Ai A A An1 2× × ×"  i naziva se Dekar-

tov proizvod n skupa . Kada su svi  jednaki, recimo , proizvod n
~lanova 

A A An1 2, ,..., Ai A Ai =  

A A A× × ×"  pi{emo kao An . 

Primer_4: Za { }A x y= ,  i  je { }B = 1 2 3, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }

A B x x x y y y

B A x y x y x y

A A A x x x y y x y y

× =

× =

= × =

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , ,

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3
2

 

Uo~imo da A B× i B A×  imaju isti broj elemenata ali da nisu jednaki; u ovom 
primeru oni ~ak nemaju ni zajedni~ki element.   

 Podsetimo se da je Dekartovo pronicawe u to da se ravan mo`e predstaviti kao 
R2 , Dekartov proizvod dve linije, dovelo da razvoja analiti~ke geometrije. 

R

R

(x,y)

R

x

y

 

Slika 1-7  Ravan je Dekartov proizvod R R×  

 Kada smo prou~avali realne funkcije vi{e realnih promenqivih, kao {to su 
 i ( )z f x y= , ( )w g x y z= , , , pisali smo 

f : R R R× →    i   g : R R R R× × →  
ili 

f :R 2 → R    i    g : R R3 →

da bi ukazali da je par realnih brojeva ( )x y,  ukqu~en u  f  i da je trojka realnih 

brojeva  ukqu~ena u g. (x y z, , )

n

 U op{tem slu~aju, susreta}emo se sa preslikavawima F koja deluju na n razli-
~itih promenqivih, recimo  sa x x xn1 2, , ,… x A x A x An1 1 2 2∈ ∈ ∈, , ,… , i koja pridru-

`uju svakoj ure|enoj  n-torki  (   neki objekat u odre|enom skupu C. Domen 

takvog preslikavawa je 

)x x xn1 2, ,...,
A A An1 2× × ×" , kodomen je C, a pi{emo 

F A A An: 1 2× × × →" C   

da bi izrazili da ( )( , , , ) , , ,x x x F x x xn n1 2 1 2… 6 … . 
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Primer 5:  Posmatrajmo skupove { } { }A x y B= =, , , ,1 2 3  i { }C a b= , . Preslikavawe 

F A B C: × →  mo`e da se zada tabelom ~iji elementi pokazuju delovawe F na svaku 

ta~ku ( )  iz x x1 2, A B× .  

( )x x1 2,  ( )F x x1 2,  

( )x,1  a 

( )x,2  b 

( )x,3  b 

( )y,1  b 

( )y,2  a 

( )y,3  b 

 

 Za intervale realnih brojeva koristi}emo slede}e oznake: 

] [ { }a b x a x b, = ∈ < <R  

[ [ { }a b x a x b, = ∈ ≤ <R  

] ] { }a b x a x b, = ∈ < ≤R  

[ ] { }a b x a x b, = ∈ ≤ ≤R  

da ne bi pobrkali otvoreni interval  ] [a b,  sa ure|enim parom ( )a b, . ^esto se [ ]  

naziva segment (zatvoreni interval, odse~ak) i 

a b,

[ [a b,  poluotvoren interval sa desna, 

odnosno  sa leva. ]a b, ]
 Kada je zadato preslikavawe F A B: →  a `elimo da razmatramo samo delovawe 

F  na neki podskup W iz domena A, pi{emo  ili F W BW : → F W A B: →  i nazivamo 

 FW  restrikcija F na W (su`ewe preslikavawa F na skupu W). Tada je  za ( ) ( )F w F wW =
w W∈ . Na primer, neka u R R: →  predstavqa neko dejstvo ulaza na sistem, gde broj 

 predstavqa dejstvo ulaza u trenutku t. Kada `elimo da prou~avamo uticaj u na 
sistem u trenutcima t ve}im ili jednakim od t , razmatra}emo restrikciju u na 

interval [ [  i ozna~avati  sa . 

( )u t
0

{t t t t0 0, |∞ = ≤ < ∞} [ [u t0 ,∞

 Sa ( )d dt u  ili  ozna~avamo izvod funkcije u�u : R R→ , a sa ( ) ( )u tn
0  n-ti izvod 

od  u  izra~unat u  . t t= 0

 Za neko preslikavawe ka`e sa da je na (surjekcija) ako i samo ako 

svaka ta~ka u B ima predhodnika u A koga  f  preslikava u  b; tj. za svako b  postoji 

f A B: →
B∈

a A∈  tako da je ( )f a b= . Ka`emo da je f  preslikavawe jedan-prema-jedan (injekcija) 

ako i samo ako iz  sledi( ) ( )f x f y= x y= ; tj. f preslikava razli~ite ta~ke u 

razli~ite slike . ( ) ( )f x f y,

 12 



1 - 2  NEKI  MATEMATI^KI   POJMOVI 

Primer_6: Pomo}u grafika preslikavawa  R R→  se lako pokazuje da je  
preslikavawe jedan-prema-jedan ali nije na; 

x ex6
( )x x x6 sin   je na ali nije jedan prema 

jedan; dok  nije ni jedno ni drugo, a x x6 2 x x6 2 3+  je i jedno i drugo.  

 Kada je f A  preslikavawe i na i jedan-prema-jedan, ka`e se da je f jedan-  
prema-jedan korespodencija ili bijekcija. Dva skupa A i B imaju isti broj elemenata 
(istu kardinalnost) ako i samo ako postoji bijekcija . 

B: →

f A B: →

 Za f A  i B: → g B C: →  defini{e se kompozicija (proizvod) preslikavawa 

(slo`eno preslikavawe)  pravilom g f A CD : → ( )[ ]x g f x6 ; tj. na zadato x A∈  

prvo primenimo f da dobijemo ( )f x B∈ , a zatim primenimo g da kao rezultat dobi-

jemo . Kada ne postoji mogu}nost zbrke  skra}eno pi{emo 

 g f. 
( )[ ] ( )( )g f x g f x C= D ∈ g fD

Primer_7: Neka su { } { }A x y B= =, , , ,1 2 3  i { }C a b= , i posmatrajmo preslikavawa 

Error! Switch argument not specified.  i  f A B: → g B C: →  prikazana dijagramima na 
slici 1-8. 

A B

x

y

1

2

3

C

a

b

f g

 

Slika 1-8  Dva preslikavawa Error! Switch argument not specified. i f A B: → g B C: →   

 Uo~imo da je f  jedan-prema-jedan ali nije na, a g je na ali nije jedan-prema-jedan. 
Kompozicija preslikavawe  g f A CD : →

( )( ) ( )[ ] ( )
( )( ) ( )[ ] ( )
g f x g f x g a

g f y g f y g b

D

D

= =

= =

1

2

=

=
 

je kao {to je prikazano na slici 1-9. 

A

x

y

C

a

b

g fD

 

Slika 1-9  Slo`eno preslikavawe   g f A CD : →
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Vidimo da je kompozicija preslikavawa  bijekcija, iako to nije ni jedan od 
wenih sastavnih elemenata.  

g fD
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 Kroz kurs iz teorije sistema susreta}emo zanimqivo pitawe kako razli~ite 
osobine pojedina~nih preslikavawa nasle|uju wihove kompozicije preslikavawa: 
tako }emo o odeqku 3-2 videti da je kompozicija dva linearna preslikavawa tako|e 
linearno preslikavawe. Kako je kompozicija dva preslikavawa o~igledno redna 
(kaskadna ili serijska) operacija (prvo deluje f a zatim g), to je kompozicija model 
kojim mo`emo da opi{emo redno povezane sisteme. Na primer, operaciju  
sa slike 1-8 mo`emo da sagledamo kao sistem koji `elimo da prou~avamo, a opera-ciju 

f A B: →

g B C: →  kao na{a merewa ili posmatrawa sistema. [ta stvarno tada vidimo kao 

rezultat na{ih merewa nije pona{awe f ve} ; nama ”poznati“ proces priku-

pqawa podataka g prikriva ”nepoznato“ f i daje nam . Zbog toga je neophodno da 

nau~imo kako da izdvajamo podatke o f  iz poznatog g  i osmotrenog . 

g fD
g fD

g fD
 
 
 
 
 

1 - 3   M O D E L I   S I S T E M A  

 Do sada smo nekoliko puta naglasili da je za teoriju sistema su{tastven model 
A postoje}eg sistema - matemati~ki opis osobina postoje}eg fizi~kog sistema i 
wihov uzajamni odnos. Mno{tvo promenqivih  koje karakteri{u osobine 
fizi~kog sistema koje prou~avamo zva}emo osnovne promenqive, a relacije izme|u 
osnovnih promenqivih osnovne jedna~ine modela A. Osnovne jedna~ine modela mogu 
da se odrede na osnovu poznavawa zakona koji opisuju pojave u posmatranom fizi~kom 
sistemu uz uvo|ewe odgovaraju}ih pretpostavki i ograni~ewa ili na osnovu 
eksperimenata i merewa izvr{enih na fizi~kom sistemu P:  Dobijene relacije 
pisa}emo simboli~ki kao 

v v1 2, ,…

 

( )
( )

( )

A

A

A

( )

( )

( )

, ,

, ,

, ,

1
1

2
1

1

0

0

0

v v

v v

v v

n

n

m
n

…

…
"
…

=

=

=

 (1) 

gde svako  predstavqa uzajamne odnose v i( )A j j, , ,= 1… m ni , , ,= 1… . Tako|e }emo 
pretpostavqati da su osnovne promenqive funkcije vremena. Tako }e promenqive 

 ozna~avati funkcije vremena koje u trenutku t imaju vrednost  v i ni , , ,= 1… ( )v ti . 

Radi lak{eg i kra}eg pisawa smatra}emo da su promenqive ( )v ti  komponente n-di-

menzionalnog vektora ( ) ( ) ( )(v t v t v tn= 1 , ,… )

⋅

 osnovnih promenqivih. 

 Pri prou~avawu fizi~kog sistema P obi~no se izdvoji deo osnovnih promen-
qivih  koje prouzrokuju odre|ene promene u sistemu i koje se mewaju u 

vremenu od trenutka  do  po pravilu opisanom vremenskim funkcijama 

 tako da je 

v vk1, ,…
t0 t1

( ) ( )u uk1 ⋅ , ,… ( ) ( )v t u t i k t t ti i= = ≤ <, , , ,1 0… . Nastale promene se 

sagledavaju kroz promene ( ) ( )y ym1 ⋅ , ,… t m+

v

[,

,

 koje odgovaraju svojstvima , a ne 

vodi se ra~una o ostalim veli~inama v . Funkcije vremena 

 zva}emo ulazna dejstva ili ulazi, funkcije vremena 

 izlazna dejstva ili izlazi, a promenqive  

sakrivene izlazne promenqive. Radi preglednijeg izlagawa koristi}emo vektorski 

v vk k+1, ,…
k m n+ +1, ,…

[ [ [ [ [u u ut t t t k t t1 20 1 0 1 0 1, ,, , ,…

[ [ [ [ [ [y y yt t t t m t t1 20 1 0 1 0 1, ,, , ,… v vk m n+ +1 , ,…
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1 - 3  MODELI  SISTEMA 

zapis te se vektor  naziva vektor ulaznih dejstava ili 

vektor ulaza;  vektor izlaznih dejstava ili vektor 

izlaza  i 

[ [ [ [ [ [ [ [(u u u ut t t t t t k t t0 1 0 1 0 1 0 11 2, , ,, , ,= … ),

),

)
[ [ [ [ [ [ [ [(y y y yt t t t t t m t t0 1 0 1 0 1 0 11 2, , ,, , ,= …

(~ , ,y v vk m n= + +1 …  sakriveni vektor izlaza.  

 Skup vrednosti  u trenutku t zva}emo prostor ulaza sistema P  i ozna~ava-

ti sa , a odgovaraju}u oblast promena funkcije vremena u  prostor 

odse~aka ulaznih funkcija ozna~ava}emo sa 

( )u t

( )[R u t ] [[u t t0 1,

[ ]R u . Dosta je va`no da uo~imo razliku 

izme|u  - oblasti vrednosti ( )[R u t ] ( )u t koje je mno{tvo oblika R n  i  - oblasti 

vrednosti u koje je mno{tvo funkcija vremena, tj. funkcionalni prostor.  

[ ]R u

Primer 1: Neka se t mewa na [ ]0 1,   i komponente upravqawa  

zadovoqavaju ograni~ewa (i) 

( ) ( ) ( )[ ]u t u t u t
T

= 1 2

( ) ( ) [ ]u t u t t1 2 1 0+ ≤ ∀ ∈, 1,  i (ii) ( )u t dt1
0

1

2∫ ≤ . U ovom 

primeru je  podskup skupa ( )[R u t ] R 2  (prostora parova realnih brojeva) i odre|en je 

nejedna~inom (i); dok je  prostor svih vektorskih funkcija vremena definisanih 

na  [  koje zadovoqavaju ograni~ewa (i) i (ii).   

[ ]R u
]0 1,

Primer 2: Pretpostavimo da je { }T Z= =+ 0 1, ,… , ( )[ ] { }R u t = 0 1,  i da nizovi vredno-

sti  zadovoqavaju uslov ( )u t ( ) ( )u t u t t+ + ≤ ∀1 1, . Tada je [ ]R u  mno{tvo svih ulaznih 

nizova, koji po~iwu u trenutku t = 0 , kod kojih se jedinica ne javqa dva puta za redom. 
  

 Primetimo da  zavisi od dva parametra, t  i , pri ~emu se  i t  ne 

mewaju na usvojenom odse~ku. U stvarnosti, sa prou~avanim objektom P  nije povezan 

samo jedan prostor funkcija ulaza 

[ ]R u 0 t1 t0 1

[ ]R u , ve} mno{tvo tih prostora , koje 

generi{u parametri t  i . Odgovaraju}e nazive i oznake koristi}emo i za . 

[ [[{ }R u t t0 1, ]
0 t1 [ ]R y

 Kada se ulazi u mewaju u prostoru [ ]R u , na osnovu posmatrawa izlaza y 

istra`iva~ mo`e da dobije, u krajwem slu~aju u principu, mno{tvo relacija koje 
povezuju  i , a koje mogu da se napi{u u obliku  yi ui

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

P

P

P

1
1 1

2
1 1

1 1

0

0

0

u u y y

u u y y

u u y y

k m

k m

m
k m

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

… …

… …
"

… …

=

=

=

1 (2) 

ili sa`etije: 
 ( )P u y, = 0  (3) 

Relacija oblika (3) naziva se jedna~ina ulaz-izlaz sistema P. Ona se razlikuje od 
osnovnih jedna~ina (1) po tome {to su osnovne promenqive razdeqene na ulazne i 
izlazne promenqive. 

Primer 3: Neka se gore opisani eksperiment sprovodi na kondenzatoru  P, sa strujom 
i kao ulazom i naponom v kao izlazom. Rezultat eksperimenta bi bila empirijska 
relacija ulaz-izlaz  
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C dv
dt

i=  

gde je C (kapacitivnost kondenzatora) konstantan parametar, koja mo`e da se napi{e 
u obliku 

( )P i v, = 0  

Uo~imo da jedna~ina ulaz-izlaz kondenzatora ne odre|uje v jednozna~no u zavisnosti 
od i. Napon v odre|uje i konstanta koja opisuje napon na kondenzatoru P  na po~etku 
eksperimenta. Pored toga, oblik ove jedna~ina se ne mewa ako se za ulaz usvoji napon 
v, a za izlaz struja i kroz kondenzator.   

 To zna~i da kod ulazno-izlaznog opisa sistem razmatramo kao ”crnu kutiju“ u 
koju uvodimo ulaze, a iz koje dobijamo odgovaraju}e izlaze, kao {to je prikazano na 
slici 1-10. Na primer, za proizvodnu traku u fabrici ulazi mogu da budu razni 
materijali, sirovine i energija a izlazi gotovi proizvodi; kod ra~unara ulazi i 
izlazi su informacije zapisane na bu{enim karticama, magnetnoj traci ili disketi 
ili dobijene neposredno merewem na nekom sistemu.2 

( )P u y,
u y

 

Slika 1-10   Sistem kao ”crna kutija“ 

MODEL SISTEMA: Da bi formalno definisali apstraktni sistem - model 

sistema, posmatrajmo na intervalu vremena [ [t t0 1,  ure|eni par funkcija vremena 

 i skup takvih parova (u y, ) [ [R t t0 1, { }u y,  za izabrane vrednosti  pri t t  (T

je oblast promene t). Neka je  mno{tvo takvih skupova koja se dobija pri 

promeni  du` intervala T, pri  Sada mo`e da se uvede slede}a definicija 

apstraktnog sistema - model sistema P: 

t t0 1, T0 1, ∈  

}
0

[ [{R t t0 1,

t t0 1, t t1 ≥

Definicija 1: Orijentisani apstraktni sistem A (ili model sistema) je mno{tvo 

 skupova ure|enih parova funkcija vremena [ [{ }R t tt t0 1 0 1, , , ∈T ( )u y,   gde je prva 

komponenta u  ulaz (odse~ak ulazne funkcije na intervalu [ ), a druga 

komponenta y  izlaz (odse~ak izlazne funkcije na intervalu [ ). Par 

 zva}emo par ulaz-izlaz koji pripada modelu A i zapisivati kao ( ) , ako 

 za neke .

[u t t0 1, [ [
[

)
[

}

t t0 1,

[ [y t t0 1, t t0 1,

(u y,  u y, ∈A
( ) [u y R t t, ,∈

0 1
t t T0 1, ∈ 1

 Elementi mno{tva  zadovoqavaju uslov saglasnosti: ako par 

  tada i bilo koji deo tog ulazno-izlaznog para 

[ [{R t t0 1,

[ [ [ [( )u yt t t t0 1 0 1, ,, ∈A [ [ [ [( )u yτ τ τ τ0 1 0 1, ,, ∈A  za 

 i t t t0 0 1 0 1 1≤ ≤ ≤ ≤τ τ τ, [ [ [ [ [ [ [ [u u y yt t t tτ τ τ τ0 1 0 1 0 1 0 1, , , ,,= =  na [ [τ τ0 1, . 

 Mno{tvo svih odse~aka u na intervalu [ [t t0 1, tako da ( )u y, ∈A zva}emo odse~ak

prostora ulaza objekta A i ozna~avati sa 

 

 [ ]R u , a mno{tvo svih odse~aka y tako da 

                                                           
1 Na ovaj na~in, orijentisani apstraktni sistem A mo`e da se poistoveti sa svim mogu}im 
parovima ulaz - izlaz koji pripadaju A. 
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( )u y, ∈A  zva}emo odse~ak prostora izlaza i ozna~avati sa [ ]R y . 

 Relaciju, napisanu u obliku 

 ( )A u y, = 0  (4) 

koja odre|uje mno{tvo svih parova ulaz-izlaz koji pripadaju A, zva}emo jedna~ina

ulaz-izlaz orijentisanog apstraktnog sistema A.   

 

T [

 Uo~imo da uslov saglasnosti zahteva da svaki deo para ulaz-izlaz A sam bude 
par ulaz-izlaz A. Taj uslov  unapred jem~i unutra{wu neprotivure~nost odre|iva-wa 

mno{tva . Mno{tvo parova [ [{ }R t tt t0 1 0 1, , , ∈ [R t t0 1, [ [ [ [( )u yt t t t0 1 0 1, ,,  koji pripadaju A, je 

neko podmno{tvo iz . Odnos i [ ] [ ]R u R y× [ [R t t0 1, [ ] [ ]R u R y×  prikazan je na slici 11, 

gde  i δβ γ α  odgovaraju  i [ ]R u [ ]R y , pravougaonik ABCD odgovara [ ] [ ]R u R y×  i 

skup ozna~en sa A  odgovara skupu ure|enih parova ulaz -izlaz ( )u y, . 

A
 ulaz-izlaz

par

u

y

[ ] [ ]R u R y×

A B

CD

δ β

γ

α

 

Slika  1-11  Geometrijska predstava apstraktnog sistema 

Primer 4: Neka je A  model opisan jedna~inom ulaz-izlaz 

dy
dt

u=  

gde je  i funkcija u pripada prostoru neprekidnih realnih funkcija 

vremena 

]T = −∞ ∞, [
[]u C∈ −∞ ∞, . Mno{tvo  parova ulaz-izlaz na intervalu [  je mno-

{tvo svih ure|enih parova funkcija vremena oblika 3 , 

gde je α  proizvoqna realna konstanta. Na primer, 

[R t t0 1, [ [t t0 1,

( ) ( )u t u d t t t
t

t

, ,α β β+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ≤ <∫

0

0 1

( ) [ [1 0 1, , , ;t t t t∈  ( ) [ [11 0 1, , ,+ ∈t t t t  

[t t t t t, , ,
2

0 12
[⎛

⎝
⎜ ∈ [

}
1+
⎞
⎠
⎟  su parovi ulaz-izlaz za A. Uo~imo da svakom ulazu  odgova-

ra mno{tvo izlaza  koji se dobijaju re{avawem jedna~ine ulaz-izlaz za A, sa 

konstantom  kao parametrom koji i obrazuje to mno{tvo. 
 
4 

[u t t0 1,

[ [{y t t0 1,

α
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 Ovako definisan apstraktni model objekta je preglomazan jer je bilo koji 
odse~ak proizvoqnog para ulaz-izlaz koji pripada A, sam sa svoje strane par ulaz-
izlaz;  dok u  op{tem  slu~aju  obratno  ne va`i jer se mo`e na}i par ulaz-izlaz koji  

 18 



SISTEMI  I  POJAM  STAWA 

nije odse~ak nekog drugog para ulaz-izlaz. To pokazuje prost primer modela A  koji je 
do trenutka  opisan jedna~inom t = 0

y u=  
a posle  jedna~inom t ≥ 0

dy
dt

du
dt

= 12 

Za interval posmatrawa koji po~iwe u t0 0< , ne postoji par ulaz-izlaz ~iji bi 

odse~ak za  t   bio par    za  t t≥ 0 ( ) ( )( )u t u t, t≥ <0 0 0, . 

 Zbog toga A mora da se defini{e kao mno{tvo skupova parova ulaz-izlaz, a ne 
kao jedan skup parova ulaz-izlaz. Ipak, radi lak{eg izlagawa posmatra}emo apstra-
ktne sisteme A  koji su okarakterisani jednim skupom parova ulaz-izlaz, koji su 
odre|eni na celom skupu T  i koje }emo zvati jednorodni apstraktni sistemi ili 
jednorodni modeli. 

Definicija 2: Orijentisani apstraktni sistem A je jednorodan ako je svaki par 

ulaz-izlaz  koji pripadaju A, odse~ak nekog para [ [ [ [(u yt t t t0 1 0 1, ,, ) ( )u yT T,  odre|enom na 

celom skupu  T.   

 Iz ove definicije neposredno sledi da jednorodni orijentisani apstraktni 

sistem mo`e da se okarakteri{e jedinstvenim skupom parova ulaz-izlaz . 

Na primer, ako je , tada A mo`e da se opi{e skupom parova ulaz-izlaz 

, koji su odre|eni na intervalu 

( ){ }u yT T,

[T = ∞0, [
)}[ [ [ [({ u y0 0, ,,∞ ∞ [ [0,∞ . 

 Od sada }emo pretpostavqati, ako nije posebno re~eno, da je A jednorodan 
orijentisan apstraktni sistem (model sistema) u smislu slede}e definicije: 

Definicija 3: Jednorodni orijentisani apstraktni sistem (jednorodni model) je 

skup  ure|enih parova funkcija vremena ({A = u yT T, )} ( )u yT T, , tako definisan na 

skupu vremena  da su u trenutku  t vrednosti tih funkcija  i  ]T = −∞ +∞, [ ( )u t ( )y t
uT ( )( ){ }t u t t T, ∈  

yT ( )( ){ }t y t t T, ∈  

 Skup svih u   koji su prvi elemenat para koji pripada skupu A  za razli~ite  

 je prostor ulaznih funkcija modela A (oblast definisanosti modela A)
T yT

 

[ ] ( ){ }R u u u yT T T T= ∈, A   

a prostor izlaznih funkcija modela A  (oblast vrednosti modela A)  za razli~ite 
  je uT

[ ] ( ){ }R y y u yT T T T= ∈, A  

 Odse~ak funkcija u  T

u [ [u t t0 1, ( ){ }t u t t t t, 0 1≤ <  

naziva se odse~ak ulazne funkcije ili ulaz na intervalu posmatrawa [ [ , a t t0 1,

 y [ [y t t0 1, ( ){ }t y t t t t, 0 1≤ <  
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odse~ak izlazne funkcije ili izlaz na intervalu posmatrawa [ [t t0 1, . 

 Par (  kod koga su  u i y  definisani na istom intervalu [ zva}emo par  ) [u y, t t0 1,
ulaz-izlaz koji pripada A  ili jednostavno par ulaz-izlaz. 

 Mno{tvo svih u (na izabranom intervalu posmatrawa [ [t t0 1, ) tako da par 

, obrazuje prostor odse~aka ulaznih funkcija modela A ( )u y, ∈A

[ ] ( ){ }R u u u y= ∈, A  

dok je 

[ ] ( ){ }R y y u y= ∈, A  

prostor odse~aka izlaznih funkcija modela A.  
 Skupove 

( )[ ]U R u t= ( ) [ ]{ }u t u R uT T∈  

i 

( )[ ]Y R y t= ( ) [ ]{ }y t y R yT T∈  

zva}emo skup (prostor) ulaza i skup (prostor) izlaza  modela sistema A.  

 Uo~imo da je  skup svih funkcija koje su definisane na [ ]R uT [ [T = −∞ +∞, , dok 

je  skup odse~aka tih funkcija na izabranom intervalu posmatrawa [ . Jo{ 

je va`nije da primetimo da prema definiciji 3 datome ulazu u ne odgovara u op{tem  
slu~aju jedinstveni izlaz y ve} mno{tvo razli~itih izlaza y (slika 1-11) koji su 
odre|eni razli~itim ”po~etnim uslovima“  ili ”po~etnim stawima“ modela A. 

Uskoro }emo videti da je ”stawe modela A “ tako povezano sa svakim parom ulaz-

izlaz sistema A da ulaz u   i stawe sistema A u trenutku t  jednozna~no 

odre|uju izlaz  y . 

[ ]R u [

[

t t0 1,

[u t t0 1, 0

[ [y t t0 1,

 U matemati~kom smislu, ovako definisan apstraktni sistem je vi{e relacija 
nego operator. Relacija je mno{tvo ure|enih parova ( )u y, , dok je operator relacija u 

kojoj svakoj vrednosti  u  odgovara jedinstvena vrednost  y.  Zato sistem mo`emo da 
defini{emo i na slede}i na~in:  

Definicija 4:  Sistem ulaz - izlaz (U/I) odre|en je skupom ulaza U, skupom izlaza Y 
i relacijom (ili pravilom pona{awa) sistema R ⊂ ×U Y . Za bilo koji par ( )u y,  

tako da je u U y Y∈ ∈,  i ( )  ka`emo da je ulazno - izlazni par sistema, gde je u
ulaz  i  y  odgovaraju}i izlaz.  

u y, ∈R  

 Ve} smo primetili da za zadati ulaz u u op{tem slu~aju postoji ceo skup 

( ){Y y Y u yU = ∈ ∈, R}  mogu}ih izlaza koji odgovaraju ulazu u. Ako za svaki ulaz u 

postoji jedan odgovaraju}i izlaz y, tada takav sistem zovemo sistem sa ulazno - 
izlaznim preslikavawem ( UIP ). 

Definicija 5:  Neka su U  i Y  skupovi ulaza i izlaza nekog ulazno-izlaznog sistema 

R ⊂ ×U Y . Ako za svaki ulaz u iz ~iwenice da je ( )u y, 1 ∈R  i ( )u y, 2 ∈R  proisti~e 

da je , tada takav U/I sistem nazivamo sistem sa ulazno-izlaznim preslikava
wem (UIP). Preslikavawe 

y y1 = 2 -
ϕ :U Y→  koje dodequje jedinstven izlaz y Y∈  svakom 

ulazu u U∈  nazivamo preslikavawe ulaz - izlaz sistema.  
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 Relacija ulaz-izlaz nekog sistema sa ulazno-izlaznim preslikavawem prika-
zana je na slici: 

ϕ

Y

Uu

y

 

Slika  1-12 : Sistem sa ulazno - izlaznim preslikavawem: za svaki 
ulaz  u  postoji jedinstven izlaz  ( )y u= ϕ  

Primer 5:  (Kutija sa kuglicama) Posmatrajmo kutiju sa kuglicama u koju mogu da se 
ubacuju nove kuglice. Ovom sistemu mogu da se pridru`e slede}e promenqive: u-broj 
uba~enih kuglica i y-broj kuglica koje se nalaze u kutiji. Usvajaju}u u za ulaz i y za 
izlaz, skup ulaza U i skup izlaza Y sastoji se od skupa nenegativnih celih brojeva . 
Pona{awe sistema opisuje pravilo (ili relacija) 

Z+

y u≥ , tako da je 

( ){ }R = ∈ × ≥+ +u y y u, Z Z  

O~igledno je (5,6) par ulaz-izlaz, ali (6,5) nije. Opisani sistem je sistem ulaz-izlaz, 
ali nije sistem sa ulazno-izlaznim preslikavawem jer svakom u odgovara mnogo, 
ustvari beskona~no mnogo, mogu}ih izlaza y. 

 Me|utim, ako se zna da kutija sadr`i, recimo  kuglica pre ubacivawa dodat-
nih kuglica, tada je posmatrani sistem sistem sa ulazno-izlaznim preslikavawem 
(UIP), jer ulaz u jedinstveno odre|uje izlaz kao  

y0

y y u= +0  

Ova jedna~ina zadaje ulazno-izlazno preslikavawe sistema.   
 

PARAMETRIZACIJA PROSTORA PAROVA ULAZ-IZLAZ: Kada na fizi~ki 
sistem u trenutku  delujemo odabranim ulazom u do trenutka t  i posmatramo 
odgovaraju}e izlaze sistema u toku istog vremena, da li mo`emo da o~ekujemo da }e 
izlazi biti jednozna~no odre|eni ulazima? U op{tem slu~aju odgovor je odre~an. Na 
primer, izlazi koje dobijamo iz ra~unara u toku nekog perioda od trenutka t  do t  
zavisi}e ne samo od ulaznih podataka, ve} i od toga kakav je program i kakvi su 
podaci ve} u operativnoj memoriji i registrima ra~unara u trenutku . Druga~ije 
re~eno, da bi odredili kako ulazi odre|uju izlaze moramo dodati i opis nekih 
”unutra{wih stawa“ sistema, koji bi odgovarali programu i podacima koji su ve} u 
ra~unaru u trenutku  kada po~iwemo da ga koristimo. Prema tome, skupovima 

vremena T, ulaza U i izlaza Y, moramo da dodamo skup X  unutra{wih stawa ili 
”izgleda memorije“, kao {to je prikazano na slici 1-13.3 

t0 1

0 1

t0

t0

( )x t X∈
skup unutra{wih stawa

ili
"izgledi memorije"( )u t U∈ ( )y t Y∈

 

Slika 1-13 Neophodan je unutra{wi opis 
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Primer 6: Posmatrajmo neki otpornik i kondenzator kao sisteme sa strujom kao 
ulazom i naponom kao izlazom. Ta dva sistema su opisana jedna~inama na slici 1-14: 

i(t)
+

-
v(t) = R i(t) C

+

-
( )v t v t

C
i d

t

t

= + ∫( ) ( )0
1

0

τ τ

i(t)

 

 4567Slika 1-14(a)  Sistem bez memorije   (b) Sistem sa memorijom.  

Otpornik na slici 1-13a je ”bez pam}ewa“ po{to je izlaz u nekom trenutku odre|en 
jedino ulazom u tom trenutku. Me|utim, kod kondenzatora nije dovoqan ulaz ( )i t  od 

 do t; tako|e moramo da znamo i po~etni napon t0 ( )v t0  da bi mogli da odredimo na-pon 

 u trenutku . Prema tome, opis kondenzatora o~igledno zahteva dodatne 

informacije - promenqivu stawa, a neposredno se vidi da

( )v t t t> 0

( )v t0 pru`a neophodan unu-

tra{wi opis ili stawe u trenutku t . Ako pretpostavimo da vrednost po~etnog na-
pona mo`e da bude bilo koji realni broj, mo`emo usvojiti za skup stawa

0

X = R .   

Definicija 6:  (Sistemi bez memorije) Neki sistem sa ulazno-izlaznim preslika-
vawem (UIP) na skupu vremena T, sa skupom ulaza U, skupom izlaza Y  je bez memorije
ako postoji preslikavawe

 
ψ : T U Y× → , tako da ako je ( )u y, neki par ulaz-izlaz tada  

je  
 ( ) ( )( )y t t u t t T= ∈ψ , ,   

 Ve} smo videli da je otpornik iz prethodnog primera sistem bez memorije jer je 
teku}a vrednost izlaza (napona na wegovim krajevima) u potpunosti odre|ena 
teku}om vrednosti ulaza (struje). U op{tijem slu~aju, ako je naponsko-strujna 
karakteristika otpornika , izlazni napon ( )( )g i t t T, ∈ ( )v t  je jedinstveno odre|en 

ulaznom strujom ( )i t  kao ( ) ( )( )y t g i t t T= , ∈

.

 te je to sistem bez memorije. ^ak i kada 

se naponsko-strujna karakteristika otpornika mewa tokom vremena, recimo zbog 
starewa, sistem je jo{ uvek bez memorije, sa ulazno-izlaznim preslikavawem oblika 

. ( ) ( )( )y t g t i t t T= ∈, ,

 Primeri ra~unara i elektri~nog kola navode nas da budemo ne{to odre|eniji 
oko pojma stawa: stawe je sa`eta predstava prethodnih pona{awa sistema, 
dovoqno potpuna da nam omogu}i da na osnovu ulaznih dejstava ta~no predvidimo 
kakvi }e biti izlazna dejstva i promene samog  stawa  
 Tako za kondenzator iz primera 6, iz 

i C dv
dt

= 8 

ima se 

( ) ( )v t
C

i d
t

=
−∞
∫

1
τ τ 9 

ako pretpostavimo da je kondenzator u po~etku bio neoptere}en ili je ispra`wen u 
. Po{to je t = −∞

10 ( ) ( )v t
C

i d
t

0
1 0

=
−∞
∫ τ τ 11 
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to je 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v t
C

i d
C

i d v t
C

i d
t

t

t

t

t

= + = +
−∞
∫ ∫ ∫

1 1 10

0 0

0τ τ τ τ τ τ  

tako da se vidi da je odre|ivawe ( )v t0  mnogo pogodnije od bele`ewa svih promena 

ulazne struje od trenutka    do tt = −∞ t= 0 . 

 Karakteristi~na osobina apstraktnog sistema A (koji je model nekog fizi-
~kog sistema) je tako|e nejednozna~nost izlaza, jer svakom ulazu u  odgovara u 

op{tem slu~aju mno{tvo izlaza , tako da su u i svako y iz tog skupa neki par 

ulaz-izlaz koji pripada A.  Analogno, svakom izlazu y odgovara}e u op{tem slu~aju 
skup ulaza u. 

[ [u t t0 1,

[y t t0 1, [

)
 Jedan na~in jedinstvenog povezivawa vrednosti y sa svakom vredno{}u u je da se 

svakom paru ulaz-izlaz (  pridru`i neki parametar u y, ( )x t X0 ∈  tako da y bude 

jednozna~no odre|eno vrednostima u i ( )x t0 . Taj proces }emo shvatiti kao parame

trizaciju prostora parova ulaz-izlaz, a 

-

( )x t0  }emo nazvati stawe A u trenutku .  t0

Primer 7: Da bi jasno pokazali su{tinu tog procesa pretpostavimo da je A neki ka-
talog ~ija svaka stranica sadr`i vrednost ulaza  ”u“  i odgovaraju}i izlaz ”y“. (Ako 
se katalog sastoji od jedne stranice, to se apstraktni sistem -model svodi na opera-
tor ili tabelu veza.) Sam katalog u ovom slu~aju predstavqa prostor parova ulaz- 
izlaz, a jedan od mogu}ih na~ina parametrizacije tog prostora je numeracija strani-
ca kataloga na kojima se javqa jedna ista vrednost ulaza ”u“. Na primer, pretposta-
vimo radi jednostavnosti da je broj ulaza kona~an i da se neka vrednost u, recimo 

 javqa na stranicama 1 2 . Tada, zadavawem broja stranice i vre-

dnosti  jednozna~no odre|ujemo odgovaraju}u vrednost ”y“. U ovom slu~aju prostor 

X  se sastoji od brojeva stranica 1 2

u i ki , , ,= 1… , , ,… Ni

ui

, , ,… N  gde je ( )N N k= max , ,1 … N .  

 Dakle, kada raspola`emo modelom A koji je odre|en mno{tvom  

skupova ulazno izlaznih parova 

[ [{ }R t t0 1,

( )u y, , odnosno relacijom ulaz-izlaz , 

postavqa se pitawe kako izabrati stawe 

( )A u y, = 0

( )x t  modela (apstraktnog sistema) A? 

Druga~ije re~eno, kako da uredimo prostor parova ulaz-izlaz sistema A  da  

bude jednozna~no odre|eno pomo}u 

[ [y t t0 1,

( )x t0  i  za  [ [u t t0 1, [ [ [ ]∀ ∈u Rt t0 1, u  i . ( )∀ ∈x t X0

 Posle dosada{wih nestrogih razmatrawa uve{}emo formalnu definiciju 
stawa, prou~iti wegove osobine i na~in izbora stawa. 
 
 
 
 
 

1 - 4  P O J A M  S T A W A  

 Po{to smo se odlu~ili za odgovaraju}e skupove ulaza i izlaza U i Y kod 
posmatranog modela, (u toku analize, mo`da }emo morati da preispitamo tu odluku), 
moramo da odredimo u kom }emo vremenu i u kojoj vremenskoj predstavi analizirati 
sistem. Kada posmatramo jednostavno elektri~no kolo, kod koga je ulaz odre|eni 
napon u nekim trenutku, a izlaz je struja o~itana na ampermetru u nekom trenutku, 
tada mo`emo da pomislimo da se promenqive ulaza i izlaza mewaju kontinualno, 
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tako da je na{ model vremenski neprekidan sistem kod koga je skup vremena T skup R
svih realnih brojeva. Sa druge strane, vremenski neprekidan opis digitalnog 
kompjutera (cifarskog ra~unara) je neodgovaraju}i, te je pogodnije da ga modelujemo 
kao vremenski diskretan sistem kod koga je skup vremena T skup Z svih celih brojeva, 
gde uzastopni celi brojevi ozna~avaju trenutke u kojima se izvr{avaju uzastopne 
instrukcije ili se ”re~i“ u~itavaju ili iz~itavaju. 

 

 Ponekad nije pogodno da se razmatra ceo ceo skup R ili ceo skup Z, te mo`emo 
da suzimo na{u pa`wu na sve trenutke kasnije ili jednake 0, ako je 0 trenutak u kome 
po~iwemo da izu~avamo sistem. Pri tome ne treba da mislimo da su uzastopni 
trenuci vremenski diskretnog sistema pojavquju pravilno u odnosu na neko stvarno 
vreme, oni mogu odgovarati periodi~nom intervalu odabirawa, ili oni mogu da 
odgovaraju uzastopnom o~itavawu podataka sa ure|aja ili ma{ine svake milise-
kunde, dok neki drugi podaci mogu da se uzimaju jedanput dnevno. 

 Ve} smo uo~ili da stawe apstraktnog sistema A u trenutku t  mo`emo da 

posmatramo kao parametar  koji je tako povezan sa svakim parom ulaz-izlaz 

 da je  jedinstveno odre|eno zadatim  i 

0

( )x t0

[ [ [ [( )u yt t t t0 0, ,, [ [y t t0 , [ [u t t0 , ( )x t0 . U tom smislu sta-

we modela A u trenutku  treba da omogu}i takvu parametrizaciju prostora parova 

ulaz-izlaz  da  y  postane funkcija od  u  i 

t0

[ [R t t0 , ( )x t0 . Neka smo paru ulaz-izlaz 

 pridru`ili neki parametar [ [ [ [(u yt t0 0, ,,∞ ∞ ) ( )x t0  i uo~imo deo tog para  

. Tada }e parametar 

[ [ [ [( )u yτ τ, ,, ,∞ ∞

t0 < < ∞τ ( )x t , koji je povezan sa parom ulaz-izlaz , 

biti jedinstveno odre|en pomo}u 

[ [ [ [( )u yτ τ, ,,∞ ∞

( )x t0  i ulaza . Ovu osobinu stawa apstrakt-nog 

sistema A detaqnije }emo prou~iti u obliku uslova saglasnosti funkcije prelaza 
stawa. Sada se prirodno postavqa pitawe kako posmatranom sistemu, koji je opisan 
mno{tvom skupova ulaz-izlaz ili relacijom ulaz-izlaz 

[ [u t0 , τ

( )A u y, = 0 , pridru-`iti 

stawe ; odnosno kako urediti prostor parova ulaz-izlaz  sistema A  tako da 

 bude jednozna~no odre|eno pomo}u 

( )x t [ [R t t0 ,

[ [y t t0 , ( )x t0  i  za [ [u t t0 , [ [ [ ]∀ ∈u Rt t0 1, u  i . 

Vide}emo da u mnogim slu~ajevima taj problem mo`e da se re{i ako se utvrdi {ta 
treba da se zna o pro{losti sistema A  do trenutka  da bi  moglo jednozna~no 

da se odredi za dato . Podsetimo se da ~iwenica da je  jednozna~no odre|eno 

pomo}u  i , samo po sebi ne odre|uje 

( )∀ ∈x t X0

t0 [ [y t t0 ,

[ [u t t0 , [ [y t t0 ,

( )x t0 [ [u t t0 , ( )x t0  kao stawe sistema A u trenutku 

. Sada mo`emo da uvedemo slede}u definiciju stawa i skupa stawa: t0

Definicija 1: Neka prostor parova ulaz-izlaz modela A  mo`e da se parametrizuje u 
obliku jedna~ine 

 ( ) [ [( )y t A u t t tt t= ∀ >α, , ,,0 0 ∀ 0  (1) 

gde je A funkcija α i  za [ [u t t0 , t t T X0 , ,∈ ∈α , a [ ] [ ]u R u y R y∈ ∈,  zadovoqavaju uslove 

uzajamne i sopstvene saglasnosti. Tada (1) zovemo jedna~ina ulaz-stawe-izlaz modela 
A, X prostor stawa za A, elemente X stawa apstraktnog sistema - modela A, a α  

stawe A u trenutku . t0

 Kada su ti uslovi ispuweni tada je: 

a) A  sistem koji je potpuno odre|en svojom jedna~inom ulaz-stawe-izlaz (1); 
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b) odse~ak  je odse~ak odziva sistema A na ulaz  koji po~iwe da deluje u 

stawu , i 
[ [y t t0 , [ [u t t0 ,

α
v)   i   obrazuju par ulaz-izlaz u odnosu na  neko [ [u t t0 , [ [y t t0 , α ∈ X , tj. 

 [ [ [ [( )y A ut t t t0 0, ,= α ,

,

 (2) 

 Kaza}emo da par  zadovoqava jedna~inu ulaz-izlaz-stawe (2), odnosno 

(1), ako  i  obrazuju par ulaz-izlaz u odnosu na neko 
[ [ [ [u yt t t t0 0, ,

[ [u t t0 , [ [y t t0 , α ∈ X .  

 Oznaku A  koristimo da bi razlikovali ( )y t  i  po{to je [ [y t t0 , A  funkcija 

definisana na [ ]X R u×  sa vrednostima u [ ]R y , dok je A funkcija na  sa 

vrednostima . S druge strane, prema (2) je 

[ ]X R u×

( )[R y t ]
[ ] [ [( ) [ ]{ }R y A u X u R ut t= ∈ ∧α α, ,0

∈

)

 

Uslov uzajamne saglasnosti: Svaki par ulaz-izlaz sistema A  zadovoqava jedna~inu 
ulaz-izlaz-stawe (2) i obratno; odnosno detaqnije 

(i) ako je  ili kra}e napisano [ [ [ [(u yt t t t0 0, ,, ( )u y, , gde je [ ]u R u∈  i , proizvo-

qan par funkcija vremena koji zadovoqava relaciju ulaz-izlaz , tada 

 zadovoqava i (2) u  smislu da postoji 

[ ]y R y∈

( )A u y, = 0
(u y, ) α ∈ X , recimo α0 , tako da je  

 [ [ [ [( )y A ut t t t0 00, ,= α ,  (3) 

(ii) proizvoqan par funkcija vremena ( )u y,  koji zadovoqava (2) za neko  na 

intervalu posmatrawa [ , obrazuje par ulaz-izlaz za A za ∀  i 

.   

α ∈ X

[t t0 , ∈t t T0 ,
[ ]∀ ∈u R u

 Su{tina uslova uzajamne saglasnosti je da jedna~ina ulaz-izlaz  i 

jedna~ina ulaz-izlaz-stawe (1), odnosno (2), predstavqaju jedan isti sistem A. 

( )A u y, = 0

Primer 1:  Neka je A opisano jedna~inom ulaz-izlaz 

 
dy
dt

u=  (4a) 

gde su u i y realne funkcije vremena. Razmotrimo izraz  

  (4b) ( ) ( )y t u d
t

t

= + ∫α ξ
0

ξ

[gde je . Svaki ulazno-izlazni par sistema A  oblika α ∈ =X R1 ]−∞ +∞,

( ) ( )( ) ( ) ( )u t y t u t c u d t t
t

t

, , ,= +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ >∫ ξ ξ

0

0   

gde je c ∈R 1  zadovoqava 4(b) za α = c . Iz neposredne zamene 4(b) u 4(a) sledi da svaki 
par  koji zadovoqava 4(b) tako|e zadovoqava i 4(a). Prema tome svaki par ulaz-

izlaz sistema A  zadovoqava jedna~inu ulaz-stawe-izlaz i obratno. Primetimo da 
uslov uzajamne saglasnosti ne bi bio zadovoqen ako bi α bilo zadato na , jer 

tada ne postoji 

(u y, )

[[X = ∞0,

[ [α ∈ ∞0,  za koje bi par ( )t t,− +1 22 , koji je ulazno-izlazni par 

sistema A, zadovoqavao 4(b) na [ [0,∞ .   

 24 



1- 4  POJAM  STAWA 

Prvi uslov sopstvene saglasnosti: Za sve  odziv t0 ( )y t  u proizvoqnom trenutku 

vremena t  jednozna~no odre|uju t> 0 α  i .   [ [u t t0 ,

 Druga~ije re~eno, da bi skup X bio prostor stawa sistema A on treba da ima 

slede}e svojstvo: ako su zadati proizvoqno stawe α ∈ X  sistema A u trenutku t i 

proizvoqan ulaz  u prostoru ulaza sistema A, tada je izlaz sistema u trenutku t 

jednozna~no odre|en vrednostima α i  i ne zavisi od vrednosti u i y u trenu-

cima vremena pre trenutka t . Osnovna osobina stawa sistema A u trenutku  je 

”razdvajawe“ budu}eg ( t ) od pro{log (

[ [u t t0 ,

[ [u t t0 ,

0 t0

t> 0 t t< 0 ), u smislu da ono sadr`i sve infor-

macije o pro{losti sistema A koje su neophodne za odre|ivawe odziva sistema A  na 
proizvoqan ulaz koji po~iwe da deluje u trenutku t . 0

Primer 2: Relacija ulaz-izlaz-stawe 4(b) iz primera 1 o~igledno zadovoqava prvi 
uslov sopstvene saglasnosti. Uo~imo da to va`i bez obzira na oblast promene α.    

Primer 3: Jednostavan primer relacije ulaz-izlaz-stawe koja ne zadovoqava prvi 
uslov sopstvene saglasnosti zbog nejednozna~nosti je jedna~ina , gde 

su u i y realne funkcije vremena. Drugi primer je 

y u2 1= ∈α α, R

( ) ( )y t u d t t
t

t

= + ∈ >
+

∫α ξ ξ α
0

1
1

0, ,R  

Ovde uslov nije ispuwen po{to izlaz u trenutku t ne mo`e da se odredi ako su 
nepoznate vrednosti ulaza izme|u t i t +1 .   

Drugi uslov sopstvene saglasnosti: Ako relaciju ulaz-izlaz-stawe zadovoqava par 

, tada wu zadovoqavaju svi parovi oblika [ [ [ [(u yt t t t0 1 0 1, ,, ) [ [ [ [( ) [u y t tt tτ τ τ, ,, , ,
1 1 0 1∈ [  gde su 

 i  odse~ci  i , za sve [ [u tτ, 1 [ [y tτ, 1 [ [u t t0 1, [ [y t t0 1, α ∈ X  i sve parove ulaz-izlaz koji se odnose 

na α..     

 Da bi prou~ili smisao ovog uslova uve{}emo neke pogodne oznake: 

(i) ako sa u ozna~imo ulaz  na intervalu posmatrawa [ [u t0 ,τ [ [t0 ,τ  i sa  ulaz  na 

intervalu posmatrawa [ , tada }emo sa uu

′u [ [u tτ, 1

[τ, t1 ′  ozna~iti ulaz koji ~ine  i  

koji ga sledi 
[ [u t0 ,τ [ [u tτ, 1

 ( ) ( ) [ [
( ) [ [u u t

u t t t
u t t t

′ =
∈

′ ∈
⎧
⎨
⎩

ako je

ako je
0

1

,
,
τ

τ
 (5) 

(ii) Odziv sistema A u trenutku τ na ulaz  koji deluje pri stawu α  ozna~i}emo 

sa , a odgovaraju}i odse~ak izlazne funkcije sa 

[u t0 ,τ[

)
0

( )y τ (A uα0 , [ [y t0 ,τ (A uα0 , )  gde cr-

tica ozna~ava da je (A uα0 , )  odse~ak izlazne funkcije y  a ne vrednost y u trenutku t. 
Sa (A uα, ′)

)

 ozna~avamo izlaz , tj. odziv sistema A na ulaz  pri po~e-

tnom stawu α  u trenutku τ . 
[ [y tτ , 1 [ [′ =u u tτ, 1

 Neka je (  par ulaz-izlaz koji zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe (2) 

za , tj. 

uu yy′ ′,
α α= 0 (yy A uu′ = ′α0 , ) . Tvr|ewe da ( )′ ′u y,  zadovoqava (2) je ekvivalentno 

tvr|ewu da postoji nepusto mno{tvo Q  vrednosti α ∈ X  za koje je relacija 

 ( )′ = ′y A uα,  (6) 
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zadovoqena za sve α ∈Q : 

 Q ( ){ }α α α′ = ′ ∈y A u X, ,  (7) 

tj. Q je skup svih  koji zadovoqavaju jedna~inu (6). Sada drugi uslov sopstvene 
saglasnosti mo`emo iskazati preko skupa  Q  na slede}i na~in: 

α ∈X

 Skup Q je nepust za sve u u, ′  i α0 ; odnosno, ako je ( )uu yy′ ′, proizvoqan par 

ulaz-izlaz koji zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe (2), tj. (yy A uu′ = ′α0 , )
)  

, tada i 

 zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe (2), tj. ( ′ ′u y, ( )′ = ′y A uα,  za neko  

(slika 1-15). To mora da va`i za sve 

α ∈X
α ∈X , sve [ ]uu R u′ ∈  i ∀ ∈t t T0 1, ,τ . 

YU

u

y

t

y'

u'

τ
[ [t0 ,τ

t0 t1[ [τ, t1

Q

X

tτt0 t1

α0

 

Slika 1-15  Drugi uslov sopstvene saglasnosti 

Drugi uslov sopstvene saglasnosti ustvari ukazuje da je neophodno da prostor stawa X 
 bude dovoqno bogat da sadr`i sva mogu}a po~etna stawa i uslove sistema A. Da bi to 
lak{e i boqe shvatili posmatrajmo slede}i primer: 

Primer 4: Neka je sistem A opisan jedna~inom ulaz-izlaz-stawe: 

  (8) ( ) ( )y t u d
t

t

= + ∫α ξ2

0

ξ

gde su u i y realne funkcije vremena i α ∈ =X R . Pretpostavimo da je interval 

posmatrawa [  i da je α =  u po~etnom trenutku ]0 3, 1 t0 0= . Za ( )u t t= −2  je  

na intervalu [ , te je par ulaz-izlaz u odnosu na 

( )y t t= −1 2

]0 3, α0 1=  par  na 

intervalu [ ] .  

( )− −2 1 2t t,

0 3,

Neka je  me|utrenutak na intervalu posmatrawaτ = 2 [ ]0 3, . Da bi ( )  bio 

ulazno izlazni par na intervalu [  morala bi da postoji jedinstvena vrednost  

za koju taj par zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe (8) 

− −2 1 2t t,

]

3

2 3, α2

( ) ( ) ( )y t d u d t
t

= + − + ≤ <∫ ∫1 2 2
0

ξ ξ ξ ξ
2

2

,  
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odakle sledi da treba da je 

( )α ξ ξ2

0

2

1 2= + − = −∫ d 3  

Me|utim, ova jedna~ina nema re{ewe u X = R , te je skup Q pust i drugi uslov 
sopstvene saglasnosti nije zadovoqen. 
 Taj uslov bi bio ispuwen, ako bi relacija ulaz-izlaz-stawe (8) bila 

( ) ( )y t u d
t

t

= + ∫α ξ
0

ξ  

Tada bi za proizvoqno α  i bilo koje 0 ∈X [ ]τ ∈ t t0 ,  iz posledwe jedna~ine bilo 

( ) ( ) ( )y t u d u d t t
t

t

= + + ≤ <∫ ∫α ξ ξ ξ ξ0 0

0

τ

τ

τ,  

{to zna~i da je za svako  par [τ ∈ t t0 , ] [ [ [ [( )u yt tτ τ, ,,  par ulaz-izlaz u odnosu na stawe 

   ( )α α ξ1 0

0

= + ∫ u d
t

τ

ξ

Prou~imo {ta se de{ava sa skupom Q iz drugog uslova sopstvene saglasnosti kada se 
ulaz  mewa u prostoru ulaza ′u [ [u t t, 1

[ ]R u  sistema A. Posmatrajmo par ulaz-izlaz 

 koji zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe (2) za stawe  i neka je 

t trenutak vremena izme|u  i . Pretpostavqaju}i da je ispuwen drugi uslov 

sopstvene saglasnosti mo`e se utvrditi da je skup Q vrednosti α, za koje je ( )  

par ulaz-izlaz, nepust skup. Po{to se tada mewaju samo 

[ [ [ [(u yt t t t0 1 0 1, ,, ) α0 ∈X

t0 t1

′ ′u y,

[ [α0 0
, , ,t u t t  i , skup Q 

mo`e da zavisi samo od tih promenqivih. Ako je ispuwen i prvi uslov sopstvene 
saglasnosti, izlaz  je jednozna~no odre|en preko 

[ [y t t0 ,

[y t t0 1, [ α0  i . Tada je Q jednozna-

~no odre|eno vrednostima  i , ili pri zadatom t vrednostima α  i 
[u t t0 1, [

α0 , t [ [u t t0 , 0 ,u ′u , jer 

je , te }emo pisati [ [u ut t0 1, = ′u

( )Q u uα0 , , ′ ( ) ( ){ }α α αyy A uu y A u′ = ′ ∧ ′ = ′0 , ,  

Zamislimo niz opita kod kojih su α0  i u  isti u svim opitima, a  se 

mewa od opita do opita. Pri tome se ne mewa samo vrednost 

[ [u t t0 , ′u [ [u t t, 1

′u  na intervalu [ [t t, 1 , 

ve} se mewa i vrednost . Radi jednostavnosti pretpostavi}emo da su sa sistemom A 

izvedena dva ogleda i da je u jednom od wih delovao ulaz 

t1

′ =u v  (tj. ), dok je 

u drugom delovao ulaz 
[ [ [ [u vt t t t, 1 1

= ,

′ = ≠u w v w, . To je predstavqeno na slici 1-16, gde  i  

ozna~avaju odgovaraju}e odse~ke funkcija izlaza sistema A  

yv yw

 Kod prvog opita skup Q je ( )Q u vα0 , , , a kod drugog opita . Po defi-

niciji,  je skup svih ta~aka iz X u odnosu na koje je 

(Q u wα0 , , )
)(Q u vα0 , , ( )v yv,  par ulaz-izlaz 

koji zadovoqava relacije ulaz-izlaz-stawe 

 
( )
( )

y A v

yy A uv
v

v

=

=

α

α

,

,0

 (9) 

Tako|e je  skup svih ta~aka iz X u odnosu na koje je (Q u wα0 , , ) ( )w yw,  par ulaz-izlaz 

koji zadovoqava relacije ulaz-izlaz-stawe 
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( )
( )

y A w

yy A uw
w

w

=

=

α

α

,

,0

 (9a) 

 
YU

u

y

T

v

tt0 t1

Q

X

Ttt0 t1

α0

yv

yw

( )Q u wα0 , ,

( )Q u vα0 , ,}{
t

w

 

Slika 1-16  Tre}i uslov sopstvene saglasnosti 

Prema tome, skup  svih ta~aka iz X, u odnosu na koje su i Qt ( )v yv,  i  parovi 

ulaz-izlaz koji zadovoqavaju relacije (9) i (9a), je presek skupova  i 

 ili .  

(w yw, )

)
( )Q u vα0 , ,

( )Q u wα0 , , ( ) (Q Q u v Q u wt = α α0 0, , , ,∩
 U op{tijem slu~aju, kada posmatramo sve opite kod kojih su  i u nepromen-

qivi, a  se mewa u prostoru ulaza 

α0

′u [ ]R u  sistema A, presek svih skupova Q, koji su 

dobijeni tim opitima (ako su oni nepusti), bi}e skup svih ta~aka u X u odnosu na koje 

svaki par (  koji zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe )′ ′u y, ( )yy A uu′ = ′α0 ,  

zadovoqava relaciju (′ = ′y A uα, )  za sve α  koji pripadaju tom preseku. O~igledno je 

da nema smisla govoriti o ”stawu sistema A u trenutku t “ ako je posmatrani presek 
pust, jer tada ne postoje ta~ke (stawa) u X koje bi bile zajedni~ke za sve mogu}e 
parove ulaz-izlaz koji po~iwu u trenutku t. Sada, na osnovu svih ovih razmatrawa 
mo`emo da iska`emo tre}i uslov sopstvene saglasnosti. 

Tre}i uslov sopstvene saglasnosti: Neka je ( )uu yy′ ′, par ulaz-izlaz koji za neko α 

(recimo ) zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe α0 ∈X

( )yy A uu′ = ′α0 ,  

gde je , uu′ [ [u t t0 1, yy′ , u , [ [y t t0 1, [ [u t t0 , ′u .  Neka je [ [u t t, 1
( )Q u uα0 , , ′  skup svih  

za koje je (  par ulaz-izlaz koji zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe (2) 

α ∈X

)′ ′u y,

 ( )Q u uα0 , , ′ ( ) ( ){α α α′ = ′ ∧ ′ = ′y A u yy A uu, 0 },  (10) 

Tada presek 
 Qt ( )Q u u

u

α0 , , ′
′
∩  (11) 
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dobijen po svim ′u u prostoru [ [u t t, 1
[ ]R u  ulaznih funkcija sistema A treba da bu-

de nepust za sve t , sve α  i sve odse~ke ulaza u u prostoru ulaza sistema A.   0 0 ∈X

Po{to , odre|eno izrazom (11), zavisi samo od Qt α0  i u ozna~i}emo ga  gde t 
ozna~ava krajwi trenutak intervala posmatrawa na kome je odre|en ulaz u. Uo~imo 
da iz definicije tre}eg uslova sopstvene saglasnosti koji mo`e da bude nezadovo-qen 

~ak iako su svi skupovi  nepusti, neposredno sledi da ako je ispuwen tre}i 

uslov sopstvene saglasnosti bi}e ispuwen i drugi uslov sopstvene saglasno-sti. U 
tom smislu, tre}i uslov sopstvene saglasnosti ukqu~uje drugi uslov sopstvene 
saglasnosti, ali obratno ne va`i.  

(Q ut α0 , )

)(Q u uα0 , , ′

Primer 5: Posmatrajmo relaciju ulaz-izlaz-stawe 

  (12) ( ) ( )y t u d
t

t

= + ∫α ξ
0

ξ

gde su u i y realne funkcije vremena i α ∈ =X R . Neka je α0 0 13 0 1 1= − = = >, , ,t t t  i 

 za . Vrednost ( )u ξ ξ= −2 2 0 ≤ <ξ t ( )u ξ  za 1  mewa se od opita do opita.  1≤ <ξ t
Ozna~iv{i sa τ teku}e vreme na intervalu [ ]1 1, t  i dele}i interval integraqewa u 

(12) na dva dela, od 0 do 1 i od 1 do τ, za zadate vrednosti α0 0, ,t t  i  bi}e [ [u 0,τ

( ) ( ) ( )y d u dτ τ
1

1

τ

= − + − + ≤ <∫ ∫3 2 2 1
0

1ξ ξ ξ ξ, t

tτ

 

ili 

  (13) ( ) ( )y u dτ
1

τ

= − + ≤ <∫2 1 1ξ ξ,

Vidi se da ova jedna~ina ima isti smisao kao i (12) , pri ~emu par , gde se 

 odre|uje iz (13), zadovoqava relaciju ulaz-izlaz-stawe (12) za . Sledi da 

je skup Q, odre|en izrazom (10), nepust jer sadr`i 

[ [ [ [( )u yt t1 11 1, ,,

[ [y t1 1, α = −2
α = −2  kao element. Primetimo da 

je  i  i da za bilo kakvu funkciju  par [ [u u t
1

1 1
= , [ [y y t

1
1 1

= , [ [u t1 1, [ [ [ [( )u yt t1 11 1, ,,  zadovoqava 

(12) za . Po{to svi skupovi Q, koji se dobijaju za razli~ite , sadr`e ta~ku 

, to ona pripada wihovom preseku  (odre|enom izrazom (11)). To zna~i da je 

 nepust skup za  i  za . O~igledno se isti rezultat dobija 

za proizvoqno t izme|u  i t , kao i za bilo koji ulaz . Prema tome, jedna~ina 

(12) zadovoqava tre}i uslov sopstvene saglasnosti.   

α = −2 [ [u t1 1,

α = −2 Q1

Q1 t = 1 ( )u ξ ξ= −2 2 0 ≤ <ξ t
t0 1 [ [u t t0 ,

 
 Pretpostavimo da smo utvrdili da relacija ulaz-izlaz-stawe , za 

 zadovoqava ~etiri uslova saglasnosti. Kada je promenqiva  uza-

jamno jednozna~no povezana sa α,  gde je µ  uzajamno jednozna~no preslikavawe skupa X 
u skup X, tada je o~igledno da }e relacija ulaz-izlaz-stawe  tako|e 

zadovoqavati ~etiri uslova saglasnosti i 

(y A u= α, )

)

α ∈X ( )′α = µ α

(y A u= ′ ′α ,
′α  mo`emo razmatrati kao stawe siste-ma 

A. Primetimo da takvo uzajamno jednozna~no preslikavawe u prostoru stawa ustvari 
preozna~avawe elemenata iz X koje se ne odra`ava na ispuwewe uslova saglasnosti 
ili vid relacije ulaz-izlaz-stawe. Me|utim, to preozna~avawe mewa}e u op{tem 
slu~aju vid jedna~ine prelaza stawa sistema A, te je ~esto pogodno ko-ristiti 
uzajamno jednozna~no preslikavawe X u X  za upro{}avawe oblika jedna~ine 
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prelaza stawa. Spomenuta transformacija je naj~e{}e linearna i u su{tini zna~i 
prelaz na novi koordinatni sistem u prostoru stawa X.  

 Kada je sistem A opisan relacijom ulaz-izlaz ( )A u y, = 0 , odgovaraju}i vektor 

stawa  odre}uje se pomo}u  i  , a zatim se proveravaju uslovi uzajamne i 

sopstvene saglasnosti. 

( )x t [ [u t t0 , [ [y t t0 ,

Primer 6: Veoma jednostavan sistem, elektri~ni kondenzator, opisan je relacijom 
ulaz-izlaz 

i C dv
dt

=  

ako je ulaz struja i kroz kondenzator, izlaz napon v na kondenzatoru i C kapacitiv-

nost kondenzatora (konstantan parametar). Ve} smo pokazali da ako znamo , 

vrednost napona v u trenutku , mo`emo odrediti vrednost v u bilo kom narednom 

trenutku t  za poznate vrednosti ulaza  iz relacije 

( )v t0

t0

t> 0 [ [i t t0 ,

 ( ) ( ) ( )v t v t
C

i d
t

t

= + ∫0
1

0

τ τ  (14) 

{to zna~i da je (14) ustvari relacija ulaz-izlaz-stawe, pri ~emu je  po~etno 

stawe . Prostor stawa je 

( )v t0

( )x t0 ] [X = = −∞ +∞R1 , , a prostori ulaza i izlaza su U =  

 i ( )[ ]R i t = R1 ( )[ ]Y R v t= = R1 . U primerima 2 i 5 smo proverili da jedna~ina (14) 

zadovoqava uslove saglasnosti ako je ( )v t  stawe sistema A  u trenutku t. Primetimo 

da ako ulazi sadr`e i delta funkciju ( )δ t t− 0  u trenutku t , izraz (14) mora da bude 0

( ) ( ) ( )v t v t
C

i d t t
t

t

= − + ≥∫0 0
1

0

τ τ,  

i da se  sadr`i u intervalu integraqewa (δ t t− 0 ) [ ]t t0 , . Na primer, za  i 

 je  

( ) ( )i t t= δ
t t0 0< <

( ) ( ) ( ) ( )v t v t
C

d v t
C

t
t

t

= − + = − + >∫0 0
1 1 0

0

δ τ τ ,  

i zna~i da u trenutku  postoji skok napona jednak t = 0 1 C . � 

Primer 7: Posmatrajmo ~asovnik koji ima samo jednu kazaqku koja pokazuje ~asove. 
Neka polo`aj kazaqke odre|uje promenqiva x koja dobija vrednosti , pri 
~emu vreme izme|u 0 i 1, iskqu~uju}i 1, posmatramo kao prvi sat (x=1), vreme izme|u 1 
i 2, iskqu~uju}i 2, posmatramo kao drugi sat (x=2), itd. Pretpostavimo da pre isteka 
svakog intervala bacamo kocku i ru~no pomeramo malu kazaqku za onoliko sati 

koliko pokazuje kocka. Na primer, ako je u trenutku 

0 1 11, , ,…

( )t t= =3 0 1 2 3, , , ,… ,  4 i 

na kocki je ispao broj 6, tada se kazaqka postavqa na 

( )x 3 =
x = + =4 6 10 , tj. . ( )x 4 1= 0

 Broj dobijen bacawem kocke u trenutku t smatra}emo za ulaz koji deluje na 
~asovnik. Smatra}emo da je izlaz u trenutku t jednak 0 ako je ( )x t  parno i 1 ako je ( )x t  

neparno. Da bi razjasnili {ta da izaberemo za stawe posmatranog sistema treba da 
odgovorimo na pitawe {ta je neophodno da znamo u trenutku  da bi mogli da 

odredimo odziv na bilo koji ulaz koji deluje u trenutku . Ustvari, treba da 
odredimo relaciju ulaz-izlaz-stawe posmatranog sistema i proverimo da li ona 

t0

t0
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zadovoqava uslove sopstvene saglasnosti. (Po{to pri opisivawu sistema ne kori-
stimo relaciju ulaz-izlaz ne treba proveravati uslov uzajamne saglasnosti. U ovom 
primeru neophodno je da budu zadovoqeni samo uslovi sopstvene saglasnosti).  

 Ozna~imo sa n  najmawi nenegativni ostatak celog broja n, koji se dobi-ja 

pri sabirawu ili oduzimawu od broja n brojeva koji su deqivi sa p. Na primer, 

p

1

mod

5 3 2 2 3 2 10 5 0 7 2mod , mod , mod , mod= = = = . Ozna~iv{i sa ( )x t0  po~etni polo-`aj 

kazaqke  u , a brojeve koji se pojavquju na kocki sa t t= 0 ( ) ( )u t u t0 0 1, ,+ …,  bi}e 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]x t x t u t u t u t= + + + + + −0 0 0 1 1" mod12  

i kako je izlaz povezan sa  relacijom  ( )x t
( ) ( )y t x t= mod 2  

tra`ena relacija ulaz-izlaz-stawe je 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }y t x t u t u t u t= + + + + + −0 0 0 1 1 12" mod mod 2  

ili sa`etije 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[y t x t u t u t u t= + + + + + −0 0 0 1 1" mod] 2  (15) 

po{to se 2 sadr`i u 12. 

 U ovom primeru prostor stawa je kona~an skup { }X = 0 1 11, , ,… , prostor ulaza 

 i prostor izlaza ( )[ ] {U R u t= = 1 2 6, , ,… } ( )[ ] { }Y R y t= = 0 1,  je tako|e kona~an skup.  

 Da bi pokazali da (15) zadovoqava uslove sopstvene saglasnosti, napisa}emo ga 
u obliku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]y t x t u t u t u t u t= + + + ′ − + ′ + + −0 0 1 1" " mod 2  

gde je  proizvoqan trenutak izme|u  i ′t t0 ( )t −1 . Posmatraju}i  kao 

niz ulaza koja deluje od trenutka 

( ) ( )u t u t′ −, ,… 1
′t , mo`e se napisati 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]y t x t u t u t t t= ′ + ′ + + − ′ >" 1 2 0mod ,  (16) 

ako je 

 ( ) ( ) ( ) ( )x t x t u t u t′ = + + + ′ −0 0 1"  (17) 

Kako je izraz (16) istog oblika kao (15) i ( )x t ′  ne zavisi od ( ) (u t u t′ −, ,… 1)  to je za-

dovoqen tre}i uslov sopstvene saglasnosti, te je ( )x t ′  stawe sistema A  u trenutku 

. Prvi uslov sopstvene saglasnosti je trivijalno zadovoqen, a drugi uslov sopstve-
ne saglasnosti je sadr`an u tre}em uslovu. 
′t

 Lako se proverava da drugi uslov sopstvene saglasnosti nije ispuwen ako je 
prostor stawa  jer stawe {1 3 5 7, , , } ( )x t ′ , zadato izrazom (17), ne bi uvek bilo element 

tog skupa, te bi za neke ulaze u skup  bio pust. Na primer, neka su za Qt ′ t t0 0 4= ′ =i  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t u t u u t u u t u0 0 07 1 1 1 2 2 4 1 3= + = = + = = ′ − = =, , , 2 . Kako je tada ( )x t ′ =  

( )7 1 4 2 2 0+ + + =mod  to  nije element prostora stawa ( )x t ′ { }1 3 5 7, , , .  � 

 Prou~imo slede}i va`an problem: ako je sistem A opisan relacijom ulaz-

izlaz-stawe ( )y A u= α, , gde je ( )α = ∈x t X0  (stawe sistema A  u trenutku ), kako 

mo`emo na}i skup svih stawa u X koja su ekvivalentna nekom stawu  u smislu da je 

(i) odziv sistema A na  isti za sva po~etna stawa iz  i (ii) to va`i za sve 

. Tada bi bilo koji element 

t0

α0

′u Qt

[ ]′ ∈u R u α ∈Qt  mogli da posmatramo kao element koji 

predstavqa ceo skup Q . t
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 Pretpostavimo da neznaju}i da je α0  po~etno stawe sistema A , delujemo na A 

nekim ulazom  i posmatramo odgovaraju}i izlaz . Po{to raspola`emo relaci-

jom ulaz-izlaz-stawe, mo`emo (u principu) odrediti sva mogu}a po~etna stawa α za 

koje je  par ulaz-izlaz. Ozna~imo taj skup stawa sa 

u1 y1

(u y1 1, )
( ) ( ) ( ){ }Q u A u A uα α α α0

1
0

1 1, ,= = ,  

Zatim uzimamo drugi primerak sistema A (u tom istom po~etnom stawu), delujemo na 

wega ulazom  i sagledavamo izlaz . Neka je u2 y2 ( )Q uα0
2,  skup stawa u odnosu na koja 

je  par ulaz-izlaz. Sada mo`emo tvrditi da (u y2 2, ) α0  mora da pripada preseku 

skupova  i ( )Q uα0
1, ( )Q uα0

2, .  

 Ponavqaju}i taj ogled (ako je neophodno i beskona~no puta) dolazimo do 

zakqu~ka da  mora da pripada preseku skupova α0 ( ) ( ) ( )Q u Q u Q uα α α0
1

0
2

0
3, , , , , ,… . Taj 

presek nije pust jer je . Ozna~imo taj presek sa ( )α α0 0∈Q ui, , ∀i

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }Q Q u A u A
u u

α α α α α0 0 0= = =, ,∩ ∩ u,  (18) 

gde je presek uzet po svim u u prostoru ulaznih funkcija [ ]R u  sistema A. Na taj 

na~in, posle svih opita mo`emo samo utvrditi da po~etno stawe pripada  i 

nikakav novi opit ne mo`e nam dati dodatne informacije o po~etnom stawu sistema 
A. 

( )Q α0

 Neka je opisani opit izveden na sistemu A sa prostorom stawa X, koji je u 
po~etnom trenutku  bio u stawu t0 αi X∈ , a delovao je ulaz [ [u u t t=

0 ,  i dobijen odziv 

(A uiα , )  na intervalu posmatrawa [ [t t0 1, . Posmatrajmo sada ogled kod koga je po~e-

tno stawe α . Mo`e se desiti da su odzivi j X∈ ( )A uiα ,  i ( )A ujα ,  istovetni pri 

delovawu nekog ulaza u ili ~ak pri delovawu bilo kog ulaza [ ]u R u∈ . Tada ka`emo da 

su  i  ekvivalentna stawa, po{to je pona{awe sistema A iz po~etnog stawa αi α j αi  

istovetno sa pona{awem sistema iz po~etnog stawa α j , u smislu slede}e definicije: 

Definicija 2: Stawe αi  je ekvivalentno sa stawem α j  ako i samo ako je za bilo koji 

ulaz u odziv sistema A iz po~etnog stawa αi  istovetan sa odzivom sistema A iz 
po~etnog stawa  α j

 { α �i α j } ( ) ( ){ } [ [ [ ]⇔ = ∀ ∈A u A u u R u t ti j t tα α, , , ,,0 0 1 ∈T  � 

Primer 8: Posmatrajmo sistem iz primera 7 sa prostorom stawa { }0 1 2 11, , , ,… prosto-

rom ulaza  i prostorom izlaza {1 2 6, , ,… } { }0 1, , dok t uzima vrednosti iz skupa 

 i relacija ulaz-izlaz-stawe je  {0 1 2, , ,…}
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]y t x t u t u t u t t t= + + + + + − >0 0 0 1 1 2" mod , 0  

gde je t  po~etni trenutak,  vrednost ulaza u trenutku t, 0 ( )u t ( )y t  vrednost izlaza u 

trenutku t, a n mod 2  najmawi nenegativni ostatak celog broja n, koji se dobija pri 
sabirawu ili oduzimawu od broja n brojeva koji su deqivi sa 2. Kako je 

( ) ( )a b a b+ = +mod mod mod2 2 2  

za proizvoqne a i b, jedna~inu ulaz-izlaz-stawe mo`emo napisati kao 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]y t x t u t u t u t t t= + + + + + −0 0 02 1 1 2mod mod ," > 0  

Iz te relacije se vidi da ako su i stawe αi  i stawe α j  parni ili neparni brojevi, na 

primer  i αi = 2 α j = 4  ili αi = 3  i α j = 7 , tada su αi  i α j  ekvivalentna stawa 

po{to je u tom slu~aju α αi jmod mod2 2= . Prema tome, stawa 0,2,4,6,8,10, kao i sta-

wa 1,3,5,7,9,11 su me|usobno ekvivalentna. Parno i neparno stawe ne mogu da budu 

ekvivalentna. Na primer, 3 nije ekvivalentno 4, jer ulaz ( )u t0 0=  daje izlaz 1 ako je 

po~etno stawe 3 i izlaz 0 kada je po~etno stawe jednako 4.  � 

 S obzirom na definiciju ekvivalentnih stawa, skup ( )Q α0  odre|en relacijom 

(18), predstavqa skup svih stawa iz X koja su ekvivalentna α0 . To neposredno sledi 

iz slede}eg odnosa izme|u i 
u
∩ ∀u : 

Stav 1:  Neka je R´ skup ure|enih parova u oblasti definisanosti D. Oblast 

definisanosti R je skup svih v za koje je 

( ){ v w, }
( )v w R, ∈  za neko w. Defini{imo skupove 

 i Q kao  ( )Q v

 ( )Q v ´ ( ){ }w v w R, ∈  (19a) 

i 
 Q´ ( )Q v

v D∈
∩  (19b) 

Tada Q mo`e da se predstavi u obliku 

 ( )[ ]{ }Q w v v w R v D= ∀ ∈ ∈, ,  (20) 

jer neki element pripada preseku ( )Q v
v
∩  ako i samo ako pripada svakom skupu iz 

mno{tva . ♦ ( ){ }Q v v D, ∈

Po{to je u posmatranom slu~aju R povezano sa relacijom ( ) (A u A uα α0 , = ), , iz defi-

nicije ”mno{tvo svih stawa koja su ekvivalentna α0  je ( ) ( )[ ]{ }α α α∀ =u A u A u0 , , “ 

proisti~e slede}e tvr|ewe: 

Stav 2: Skup svih stawa iz prostora stawa X koja su ekvivalentna  je α0

 ( ) ( ) ( ){ }Q A u A
u

α α α α0 0= =, ,∩ u  ♦ 

 Koriste}i ova tvr|ewa mo}i }emo da ispitamo ekvivalentnost stawa iz skupa 
 koji smo uveli u iskazu tre}eg uslova sopstvene saglasnosti. Setimo se da smo 

skup  definisali kao presek (vidi relaciju (11)) 

Qt

Qt

 ( ) ( )Q u Q u ut
u

α α0 0, = ′
′
∩ , ,  (21) 

gde je 

 ( ) ( ){ }Q u u y A uα α α0 , , ,′ = ′ = ′  (22) 

i gde je  odre|eno relacijom ′y
 ( )yy A uu′ = ′α0 ,  (23) 

u kojoj  ozna~ava funkciju ulaza sastavqenu od odse~aka u i , a  odgovaraju-

}u funkciju izlaza sistema A  sa po~etnim stawem 

uu′ ′u yy′
α0 . 
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Neka je  proizvoqan element skupa ′α ( )Q ut α0 , . Tada iz (21) i (22) proizilazi da je 

(′ = ′ ′y A uα , ) , te (21) mo`emo napisati kao 

 ( ) ( ) ( ){ }Q u A u A ut
u

α α α α0 , ,= ′ ′ = ′
′
∩ ,  (24) 

Na osnovu stava 1 je 

( ) ( ) ( )[ ]{ }Q u u A u A ut α α α α0 , ,= ∀ ′ ′ ′ = ′,

)
)

)

 

{to zna~i da je da je  skup svih stawa koja su ekvivalentna . Zbog toga su 

sva stawa iz  me|usobno ekvivalentna, {to je trebalo i da se doka`e. 

(Q ut α0 , ′α

(Q ut α0 ,
 Ve} smo pokazali da  mo`e da se predstavi u obliku (24), gde  zado-

voqava (23). Tvr|ewe ”za sve  

(Q ut α0 , ′y
′u

( )′ = ′y A uα,  

 i 

( )yy A uu′ = ′α0 , “  

mo`e se zamewuju}i prvu relaciju u drugu napisati sa`etije kao 

( ) ( )[ ]∀ ′ ′ = ′u yA u A uuα α, ,0   

Kako je (y A u= α0 , ) , posledwa relacija postaje 

( ) ( ) ( )[ ]∀ ′ ′ = ′u A u A u A uuα α α0 , , ,0  

te se izraz (21), imaju}i na umu stav 1 i stav 2, mo`e napisati u obliku  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }Q u u A u A u A uut α α α α α00 0, , ,= ∀ ′ ′ = ′,  

 Sada mo`emo da defini{emo ”stawe sistema A  u trenutku t “  kao: 

Definicija 3:  Neka je sistem A  opisan relacijom ulaz-izlaz-stawe  

( ) [ [( )y t A u Xt t= ∈α α0 00
, ,,  

ili 

( )y A u= α0 ,  

gde je  stawe sistema A u trenutku t . α0 0

 Tada je stawe ( )x t  sistema A u trenutku , bilo koji element skupa t t t, > 0

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }Q u u A u A u A uut α α α α α00 0, , ,= ∀ ′ ′ = ′,  (25) 

gde je  i u´ , ´ , α ∈ X [ [u t t0 , ′u [ [u t t, 1
uu′´ , [ [u t t0 1, ( ) [ [A u y t tα0 0

, ,= ´y, ( ) [ [A u y t tα, ,′ =
1
´ ′y , 

( ) ( )A u A u yyα α0 , , ′ = ′ .  � 

 Stawe sistema A u trenutku t ozna~ilo smo sa ( )x t  da bi naglasili da je neki 

element skupa , recimo α, stawe sistema A u trenutku t. Zato i po~etno 

stawe sistema A u trenutku  ozna~avamo sa 

(Q ut α0 , )
t0 ( )x t0 . Uo~imo da se  i u op{tijem 

slu~aju  mewaju u prostoru stawa X, tj. za svaku vrednost t je 

( )x t0

( )x t ( )[ ]R x t X= . Kompo-

nente stawa  zva}emo promenqive stawa sistema A. ( )x t

 Posmatrajmo sistem A koji je u po~etnom stawu ( )x t0  i koji je izlo`en ulaz-
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nom dejstvu . Stawe  sistema A u trenutku  zva}emo kona~no stawe

sistema A u odnosu na ulaz . Me|utim, kada odse~ak ulazne funkcije  

prethodi drugom odse~ku ulazne funkcije , o~igledno je da  predstavqa 

kona~no stawe za  ali i po~etno stawe za . Primetimo da stawe sistema A 
u trenutku t mo`emo posmatrati kao kona~no stawe u odnosu na ulaz . 

[u t t0 1, [  

[

[

[ [

( )x t1 t1

[u t t0 1, [ [u t t0 1,

[u t t1 2, ( )x t1

[u t t0 1, [u t t1 2,

[ [u t t0 ,

 Napisav{i relaciju ulaz-stawe-izlaz (1) preko skupova mo`emo da uvedemo 
slede}u definiciju: 

Definicija 4: (sistem ulaz - izlaz - stawe) Neka je T skup trenutaka vremena  i U, Y, 
X skupovi funkcija vremena odre|enih na T.  Elementi skupa U  su ulazi, elementi 
skupa Y izlazi i elementi skupa  X  su stawa. Tada je neki sistem ulaz -izlaz - stawe 
odre|en podskupom R ⊂ × ×U X Y  koji se naziva relacija (ili pravilo pona{awa) 
sistema, koji ima slede}u osobinu :  

 Pretpostavimo da ( )′ ′ ′ ∈u x y, , R  i ( )′′ ′′ ′′ ∈u x y, , R  tako da je 

  ( ) ( )′ = ′′x t x t0 0  (26) 

za neko .  Tada je zadovoqeno slede}e: t T0 ∈
a) Saglasnost stawa : Neka su ulazi, izlazi i stawa  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

u
u t
u t

y
y t
y t

x
x t
x t

τ
τ τ
τ τ

τ
τ τ
τ τ

τ
τ τ
τ τ

=
′ <
′′ ≥

⎧
⎨
⎩

=
′ <
′′ ≥

⎧
⎨
⎩

=
′ <
′′ ≥

⎧
⎨
⎩

0

0

0

0

0

0

 

za . Tada ako va`i (26),τ, t T0 ∈ ( )u y x, ,  obrazuju trojku ulaz-izlaz-stawe, tj. 

.  ( )u y x, , ∈R

b) Kauzalnost : Ako je ( ) ( )′ = ′′u uτ τ  za t t t t0 0 T≤ < ∈τ τ, , ,  tada ako je zadovoqeno 

(26) bi}e 
( ) ( )
( ) ( )

′ = ′′ ≤ <

′ = ′′ ≤ <

x x t

y y t

τ τ τ

τ τ τ
0

0

t

t
T

 

za . � t t0 , ,τ ∈

 Iz uslova saglasnosti proisti~e da ako dva razli~ita ”prethodna“ ulaza, izlaza 
i stawa dovode do istog stawa u nekom datom trenutku, obe ”budu}nosti“ uspostavqaju 
odgovaraju}e produ`ewe. Kauzalnost zna~i da ako su po~etna stawa ista i ulazi se 
poklapaju na nekom intervalu posmatrawa, izlazi i stawa }e se tako|e poklapati na 
tom intervalu vremena. Oblast  X  promene stawa x naziva se prostor stawa 
sistema. 
 Uslov (26) odgovara osobini ”razdvajawa“ iz prvog uslova sopstvene saglasno-
sti stawa u definiciji 1. Uslov saglasnosti u definiciji 4 je ustvari tre}i uslov 
sopstvene saglasnosti stawa iz definicije 1 koji ukqu~uje drugi uslov sopstvene 
saglasnosti. On je proistekao iz uslova saglasnosti u definiciji ulazno-izlaznog 
opisa sistema koji zahteva da je svaki deo nekog ulazno-izlaznog para i sam par ulaz-
izlaz. Uslov kauzalnosti iskazuje uslov uzajamne saglasnosti iz definicije 1. 

 Podsetimo se da je odse~ak ulaza  odre|en kao skup parova  za [ [u t t0 , ( )( )τ τ,u
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[τ ∈ t t0 , [ , te jedna~ina ulaz izlaz stawe ( ) ( ) [ [( )y t A x t u t t= 0 0
, ,  ukazuje da izlaz  ne 

zavisi samo od po~etnog stawa 

( )y t

( )x t0  i vrednosti ulaza ( )u τ  za , ve} i od 

grani~nih ta~aka t  i t. Kada  zavisi samo od po~etnog stawa  i vrednosti 

ulaza , tada je model sistema sistema A vremenski nepromenqiv ili 

stacionaran. Pojam vremenske nepromenqivosti i formalnu definiciju detaqno 
}emo prou~iti u narednim poglavqima. 

[ [τ ∈ t t0 ,

0 ( )y t ( )x t0

( ) [u tτ τ, ∈ 0 [t,

 U prou~enim primerima smo odredili izraze za stawe sistema A u trenutku t u 
zavisnosti od wegovog stawa u trenutku  i ulaznih dejstava na intervalu od t  do t. 
U op{tem slu~aju, ako su ispuweni uslovi saglasnosti stawe 

t0 0

( )x t  je jednozna~no 

odre|eno stawem  i ulazom , a funkcionalna zavisnost ( )x t0 [ [u t t0 , ( )x t  od  i  

mo`e se odrediti, bar u principu, iz relacije ulaz-izlaz-stawe 

( )x t0 [ [u t t0 ,

 ( ) ( ) [ [( )y t A x t u t t= 0 0
, ,  (27) 

Ovo tvr|ewe je neposredna posledica definicije stawa ( )x t , jer smo  odredili 

kao proizvoqan element skupa 

( )x t

[ [( )Q ut t tα0 0
, , , gde je ( )α0 = x t0 . Po{to  zavisi samo 

od  i , to mora da va`i i za 

Qt

α0 [ [u t t0 , ( )x t . Iz izraza (11) proizlazi da ako je poznata 

relacija ulaz-izlaz-stawe (27) i vrednosti α0  i , tada za razli~ite ulaze 

 sistema A mo`emo odrediti skupove 

[ [u t t0 ,

[ ]′ ∈u R u ( )Q u uα0 , , ′  i zatim na}i wihov presek 

koji je ustvari . Na taj na~in, bar u principu, mogu se odrediti Q  i  pomo}u 

datih  i poznate relacije ulaz-izlaz-stawe (27). Iz primera 6 i 7 se vidi da je 

to lako uraditi u slu~ajevima kada se mo`e neposredno pokazati da postoji stawe, 

recimo α, koje pripada svim skupovima 

Qt t ( )x t

[ [α0 0
, ,u t t

( )Q u uα0 , , ′  te se nalazi u preseku .  Qt

 Prema tome, stawe  u trenutku t u zavisnosti od po~etnog stawa  u 

trenutku t  i ulaza  odre|uje jedna~ina prelaza stawa sistema A 

( )x t ( )x t0

0 [ [u t t0 ,

 ( ) ( ) [ [( )x t t t x t u t t= φ , , , ,0 0 0
 (28) 

gde je funkcija φ  preslikavawe prelaza (preobra`aja) stawa 

[ ]φ : T T X R u X× × × →  

Da bi podvukli da je jedna~ina (28) obrazovana na osnovu jedna~ine (27) kaza}emo da je 
jedna~ina prelaza stawa (28) izvedena iz relacije ulaz-izlaz-stawe (27). Ako 
funkcija prelaza stawa φ  i ulaz u zadovoqavaju uslove regularnosti, koje }emo 
detaqnije prou~iti u narednim poglavqima, kada  te`i t sa leve strane tada 
jedna~ine (27) i (28) prelaze u jedna~ine oblika 

t0

 ( ) ( ) ( )( )� , ,x t f t x t u t=  (29) 

 ( ) ( ) ( )( )y t g t x t u t= , ,  (30) 

gde je  i f T X U X: × × → g T X U Y: × × → . Diferencijalnu jedna~inu (29) zva}e-
mo osnovna jedna~ina prelaza stawa a jedna~inu (30) jedna~ina izlaza. Kada je sistem 
opisan osnovnom jedna~inom (29) wegova jedna~ina prelaza stawa (28) mo`e se u 
principu dobiti re{avawem vektorske diferencijalne jedna~ine (29). Dobijeno ( )x t  
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bi}e funkcija  i . Kada je sistem opisan jedna~inama (28) i (30) ne mo`e se 

uvek (27) prevesti u osnovni oblik (29). U slede}em odeqku prou~i}emo svojstva 
stawa  i jedna~ine prelaza stawa (28) sistema A u trenutku t.  

[ [u t t0 , ( )x t0

( )x t
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1-5  OSOBINE  STAWA  I  JEDNA^INE  PRELAZA  STAWA 

 Prema definiciji 3 iz prethodnog poglavqa stawe  je element 

skupa  koji se sastoji od svih x koji zadovoqavaju relaciju   

( )x t

( )(Q x t ut 0 , )
( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]∀ ′ ′ = ′u A x t u A x u A x t uu0 0, , ,τ  

koju mo`emo da napi{emo kao 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )A x t uu A x t u A x u x t u u0 0 0, , ,′ = ′ ∀ ∀ ∀ ′τ  (1) 

i da iska`emo kao osnovno svojstvo stawa: 

Osobina razdvajawa:  Za svaki ulaz uu′  koji ~ine odse~ci u i ′u , odziv sistema A  sa 

po~etnim stawem  sastoji se od odse~ka izlaza ( )x t0 ( )( )A x t u0 ,  i odse~ka koji ga sledi 

( )(A x uτ , ′) , gde je ( )x τ  stawe sistema A  u trenutku τ. � 

 Tvr|ewe zovemo osobina razdvajawa jer stawe ( )x τ  ”razdvaja“ odse~ke izlaza 

( )( )A x t u0 ,  i ( )(A x uτ , ′) , a prikazana je na slici: 

YU

u

t

u'

τt0

( )( )A x t u0 , ( )( )A x uτ , ′

 

Slika 1-17  Osobina razdvajawa odziva 

Kako se naj~e{}e koristi relacija ulaz-izlaz-stawe u obliku , 

pogodno je u relaciji (1) pre}i sa 

( ) ( ) [ [( )y t A x t u t t= 0 0
, ,

A  na A za svako [ [τ ∈ t t0 , , te (1) postaje  

 ( ) [ [( ) ( ) [ [( )A x t u A x u t tt t t0 0
, , ,, ,= τ τ 0 ≤ <τ  (2) 

za sva , sve ulaze u, gde je ( )x t X0 ∈ ( ) [ [( )A x u tτ τ, ,  odziv sistema u trenutku t na  iz 

po~etnog stawa 

[ [u tτ,

( )x τ . 

Primer 1: Posmatrajmo sistem iz primera 7 u poglavqu 1-4. Neka je t t t0 10 3= = 7=, ,  
1

[ [u t t0 1
312 2 15 4, =  i . Tada iz relacije ulaz-izlaz-stawe (15) u poglav-

qu 1-4 dobijamo 

( ) ( )x t x0 0= = 3

( )A 3 312 2 15 4 0111011, =  

Stawe sistema A  u trenutku  je t = 3

( ) ( )x 3 3 3 1 2 12 9= + + + =mod  

                                                      

[ [ ( )( )1 Strogo govore}i, { }u t t t tt t0 1 0 1, ,= ≤ <u t  je skup parova ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 3 11 2 2 3 2 4 1 5 5, , , , , , , , , , , ,  

. Uo~imo da se odgovaraju}a funkcija izlaza tako|e posmatra na intervalu [ [ . (6 4, ) t t0 1,
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i za  i  je u = 31 2 ′ =u 2 15 4
( )

( )
A

A

3 312 011

9 2 15 4 1011

,

,

=

=
 

tako da je 

 ( ) ( ) ( )A A A3 312 2 15 4 3 312 9 2 15 4, ,= ,  � 

Primer 2: Neka je sistem A opisan relacijom ulaz-izlaz-stawe 

  (3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x t e e u dt t t

t

t

= +− − − −∫0
0

0

ξ ξ ξ

gde u ne sadr`i delta funkcije, a ( ) ( )x t X u t U0
1∈ = ∈ =R , 1R

]

ξ

ξ

. Lako se proverava da 

ako za stawe usvojimo 

  (4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t e e u dt t t

t

t

= +− − − −∫0
0

0

ξ ξ ξ

tada relacija ulaz-izlaz-stawe (3) ima osobinu razdvajawa (2). Za neko , re-

lacija ulaz-izlaz-stawe (3) mo`e da se napi{e kao 
[τ ∈ t t0 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x t e e u d e u dt t t

t

t
t

= + +− − − − − −∫ ∫0
0

0

ξ
τ

ξ

τ

ξ ξ ξ ξ  

Iz relacije (4) dobijamo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x t e e u dt

t

τ ξτ τ ξ
τ

= +− − − −∫0
0

0

 

odakle sledi da je 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x e e u dt t
t

= +− − − −∫τ ξτ ξ

τ

 

Dobijena relacija razlikuje se od (3) samo po tome {to je ( )x t0  zameweno sa , kao 

{to je i trebalo da se poka`e. � 
( )x τ

 Postoji neposredna veza izme|u osobine razdvajawa i uslova sopstvene 
saglasnosti iz definicije stawa, koje smo prou~ili u prethodnom poglavqu: 

Teorema 1: Ako relacija oblika 

 ( ) [ [( ) [ ]y t A x u x X u R ut t= ∈, , ,,0
∈  (5) 

gde funkcija A odre|ena na  zadovoqava osobinu razdvajawa  [ ]X R u×

 [ [( ) [ [( )A x u A x u t tt t t, , ,, ,0 0= ∗
τ τ≤ <  (6) 

za sve x i u, gde je x X∗ ∈  i zavisi samo od x i , tada relacija (5) zadovoqava tri 

uslova sopstvene saglasnosti i 

[ [u t0 ,τ

x∗  je stawe sistema A u trenutku τ ako je x stawe 

sistema A  u trenutku t . Pri tome je relacija (5) relacija ulaz-izlaz-stawe.0
2

Dokaz: Prvi uslov sopstvene saglasnosti je zadovoqen po{to prema (5)  jedno-

zna~no odre|uju vrednosti x i . Osobina razdvajawa (6) bez iskaza ”
( )y t

[ [u t t0 , x∗  zavisi 

                                                      
2 Primetimo da pri opisivawu sistema A nismo koristili relaciju ulaz-izlaz te nije 
neophodno razmatrati uslov uzajamne saglasnosti. 
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samo od x i “ nije ni{ta drugo nego drugi uslov sopstvene saglasnosti. Kona~no, 

uzimaju}i u obzir i taj iskaz, svaki skup 
[u t0 ,τ[

( )Q x u u, , ′  a zbog toga i presek ( )Q x uτ ,  

sadr`e x∗ , te skup  nije pust. Prema tome, zadovoqena su sva tri uslova 

sopstvene saglasnosti, pri ~emu prema definiciji 1 iz poglavqa 4 

(Q x uτ , )
x∗  predstavqa 

stawe sistema A u trenutku τ, a relacija (5) je relacija ulaz-izlaz-stawe {to je i 
trebalo dokazati.  ♦ 

 Dokazano tvr|ewe ukazuje da umesto proveravawa uslova sopstvene saglasnosti 
za datu relaciju (5) treba samo proveriti da li postoji osobine razdvajawa (6), gde x∗  
zavisi samo od x i . Ustvari, ovo tvr|ewe u implicitnom obliku koristili smo 

prilikom prou~avawa primera 6 i 7 u prethodnom poglavqu. 
[u t0 ,τ[

Teorema 2: Ako je  

 ( ) ( ) [ [( )y t A x t u t t= 0 0
, ,  (7) 

relacija ulaz-izlaz-stawe sistema A, tada odgovaraju}a jedna~ina prelaza stawa  

 ( ) ( ) [ [( )x t t t x t u t t= φ , , , ,0 0 0
 (8) 

ima osobinu razdvajawa  

 ( ) [ [( ) ( ) [ [( )φ φ τ τ τt t x t u t x u t tt t t, , , , , ,, ,0 0 00
= τ≤ <  (9) 

 za sva  i  sve u. ( )x t0

Dokaz: Tvr|ewe }emo dokazati koriste}i metodu suprotne pretpostavke, polaze}i od 
pretpostavke koja je prikazana na slici:   

YU

u

t

u'

τt0

( )x t0

v

( )x τ

~x

x

T  

Slika 1-18  Osobina razdvajawa stawa 

Prema oznakama sa slike je 

 ( ) [ [( )φ t t x t u xt t, , , ,0 0 0
=  (10) 

 ( ) [ [( )φ τ τ τt x u xt, , , ~
, =  (11) 

i neka je ~/ ~x x , tj. stawe u trenutku t odre|eno relacijom (10) nije ekvivalentno 

stawu odre|enom relacijom (11) u tom istom trenutku. Tada postoji ulaz  da je [ [v t t, 1

 ( ) ( )A x v A x v, ~,≠  (12) 

Posmatrajmo odziv sistema A iz po~etnog stawa ( )x t0  na ulazno dejstvo uu . Kori-

ste}i osobinu razdvajawa odziva sistema (1), taj odziv mo`emo dvojako rastaviti na 
odse~ke 

v′

 ( )( ) ( )( ) ( )( )A x t uu v A x t u A x u v0 0, ,′ = ′τ ,  (13a) 
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 ( )( ) ( )( ) ( )A x t uu v A x t uu A x v0 0, , ,′ = ′  (13b) 

Primewuju}i ponovo osobinu razdvajawa, dobija se 

 ( )( ) ( )( ) ( )A x u v A x u A x vτ τ, , ~,′ = ′  (14) 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )A x t uu A x t u A x u0 0, ,′ = ′τ ,  (15) 

Zamewuju}i (14) i (15) u (13a) i (13b) i uzimaju}i u obzir (12) dobijamo nejednakost 

( )( ) ( )( )A x t uu v A x t uu v0 0, ,′ ≠ ′  

koja protivure~i prvom uslovu sopstvene saglasnosti. Prema tome, x� ~x  i teorema 
je dokazana. ♦ 

 Osobina razdvajawa jedna~ine promene stawa (8) je jedno od najva`nijih wenih 
svojstava. U prethodnim primerima smo ve} koristili neke wegove posebne odlike, a 
op{tije }emo ga prou~iti u narednim poglavqima. 

Primer 3: U primeru 2 smo za sistem  A  opisan opisan relacijom ulaz-izlaz-stawe 
(3) na{li da je odgovaraju}a jedna~ina prelaza stawa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ [( )x t x t e e u d t t x t u t tt t t

t

t

t t= + =− − − −∫0 0 0
0

0

0

ξ ξ ξ φ , , , ,, ≥ 0

ξ

τ

 

Kako se za t  iz ove relacije dobija   = τ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x t e e u dt

t

τ ξτ τ ξ
τ

= +− − − −∫0
0

0

 

jedna~ina prelaza stawa mo`e da se napi{e kao 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ [( )x t x e e u d t x ut t
t

t= + =− − − −∫τ ξ ξ φ ττ ξ

τ
τ, , , ,  

To pokazuje da jedna~ina prelaza stawa (4) ima osobinu razdvajawa opisanu izrazom 
(9) iz teoreme 2.  � 

 Teorema 3: Ako sistem A  mo`e da se opi{e relacijama 

 ( ) ( ) [ [( )x t t t x t u t tt t= φ , , , ,,0 0 0
> 0  (16) 

 ( ) ( ) ( )( )y t x t u t t= η , ,  (17) 

gde je  a funkcije φ i η su zadate na ( ) ( )x t x t X0 , ∈ T T X U× × ×  i T X U× × , i ako 

(16) ima osobinu razdvajawa  

 ( ) [ [( ) ( ) [ [( ) [ [( )φ φ τ φ τ τ τt t x t u t t x t u u t tt t t t, , , , , , , , ,, , ,0 0 0 0 00 0
= ≤ τ <  (18) 

 za sva  i ( )x t X0 ∈ u U∈ , tada  je ( )x t  stawe sistema A  u trenutku t, a (16) je jedna-

~ina prelaza stawa i (17) jedna~ina izlaza sistema A. 

Dokaz:  Zamewuju}i (16) u (17) dobijamo relaciju   

 ( ) ( ) [ [( ) ( )(y t t t x t u u t tt t= η φ , , , , ,,0 0 0 )

)

 (19) 

koja mo`e da se napi{e u obliku 

  (20) ( ) ( ) [ [(y t t t x t u t t= S , , , ,0 0 0

Po{to (16) ima osobinu razdvajawa (18), zamewuju}i (18) u (19) dobijamo 
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 ( ) ( ) [ [( ) [ [( ( )(y t t t x t u u u t tt t= η φ τ φ τ τ τ, , , , , , , ,, ,0 0 0 ) )  (21) 

Isto tako, (21) mo`e da se dobije iz (19) ako ako se t  zameni sa τ. Sledi da je 0

( ) ( ) [ [( )y t t x u t= S , , , ,τ τ τ   

i 

( ) [ [( ) ( ) [ [( )S St t x t u t x u t tt t t, , , , , , ,, ,0 0 00
= ≤τ τ ττ <  

a to nije ni{ta drugo nego osobina razdvajawa relacije ulaz-izlaz-stawe. Osim toga, 
po{to  prema (16) jednozna~no odre|uju ( )x τ ( ) [ [x t u t0 0

, ,τ  to (20) na osnovu teoreme 1  

predstavqa relaciju ulaz-izlaz-stawe sistema A, pri ~emu je ( )x t  stawe sistema A  u 

trenutku t , a (16) i (17) su jedna~ine prelaza stawa i izlaza sistema. ♦ 

 Dokazana teorema jo{ jednom nagla{ava va`nost uslova saglasnosti jedna~ine 
prelaza stawa i wegovu tesnu vezu sa uslovima saglasnosti stawa koje smo prou~ili u 
prethodnom poglavqu. Uo~imo da dokaz teoreme va`i i u slu~aju kada izraz (17) za 
izlaz  zavisi ne samo od ( )y t ( )u t  ve} i od izvoda ulaza ( )u t  u trenutku t. Teorema 

va`i i za  jo{ slabija ograni~ewa za ( )y t . Teorema 3 i wena Posledica 4 daju veoma 

pogodan, iako posredan,  na~in za proveru ispuwenosti uslova saglasnosti: 

Posledica 4: Ako sistem A mo`e da se opi{e osnovnom jedna~inom prelaza stawa i 
izlaza  

 
( ) ( ) ( )(dx t

dt
f x t u t t= , , )  (22) 

 ( ) ( ) ( )( )y t x t u t t= η , ,  (23) 

gde su funkcije  f  i η  tako odre|ene na T X U× ×  da (22) ima jedinstveno re{ewe po 
, tada je  stawe sistema A  trenutku t. ( )x t ( )x t

Dokaz:  Integrale}i (22) od  do t dobijamo jedna~inu t0

  (24) ( ) ( ) ( ) ( )( )x t x t f x u d t t
t

t

= + ≥∫0

0

ξ ξ ξ ξ, , , 0

koja mo`e da se posmatra kao implicitni oblik jedna~ine prelaza stawa 

( ) ( ) [ [( )x t t t x t u t t= φ , , , ,0 0 0
 

pri ~emu je prema pretpostavci, ( )x t  jednozna~no odre|eno ako su zadati . 

Lako se proverava da (24) zadovoqava uslov saglasnosti. Za t
( ) [ [x t u t t0 0

, ,

t0 ≤ <τ , (24) mo`e da se 
napi{e u obliku 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x t x t f x u d f x u d
t

t

= + + ∫∫0

0

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
τ

τ

, , , ,  

ili  

( ) ( ) ( ) ( )( )x t x f x u d
t

= + ∫τ ξ ξ ξ
τ

, , ξ

ξ ξ ξ

 

po{to je prema (24) 

( ) ( ) ( ) ( )( )x x t f x u d
t

τ ξ
τ

= + ∫0

0

, ,  
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Sada dokaz tvr|ewa neposredno sledi iz prethodne teoreme.  ♦ 

 Iz teorije obi~nih diferencijalnih jedna~ina je poznato da je dovoqan uslov 
da (22) ima jedinstveno re{ewe (pri zadatom u) koje zadovoqava dati po~etni uslov 

, Lip{icov uslov koji zahteva da postoji kona~na konstanta L, koja zavisi 

od u, tako da je za sva  

( )x t x0 = 0

( ) ( )x t x t X, ′ ∈

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f x t u t f x t u t L x t x t t T, ,− ′ ≤ − ′ ∈  (25) 

gde ⋅  ozna~ava normu vektora. Za linearne sisteme, na osnovu posledice 4 i uslova 

(25), neposredno mo`e da se iska`e slede}e tvr|ewe: 

Posledica 5: Ako je sistem A opisan linearnom diferencijalnom jedna~inom pre- 
laza stawa i izlaza 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t F t x t G t u t

y t H t x t D t u t

= +

= +
 (26) 

gde su  matrice koje su u op{tem slu~aju neprekidne funkcije 

vremena, tada je uslov (25) ispuwen za 
( ) ( ) ( ) ( )F t G t H t D t, , ,

 ( )L a
t T

ij
i j

=
∈

t∑ sup
,

 (27) 

gde je  ij-ti ~lan matrice , a ( )a tij ( )A t ( )x t  je stawe sistema A trenutku t.  ♦ 

 Uslove postojawa re{ewa diferencijalne jedna~ine (22) i linearne diferen-
cijalne jedna~ine (26), kao i postupke nala`ewa re{ewa prou~i}emo u narednim po-
glavqima po{to izu~imo neophodne matemati~ke strukture i teoremu o nepokret-noj 
ta~ci. 

 Pri razmatrawu mogu}ih funkcija ulaza koje mogu da deluju na sistem, u slu-
~aju diskretnog vremena mo`emo o~ekivati da }e svi mogu}i nizovi ulaznih dejstava 
biti dopustivi - odgovaraju}i rad ra~unara ne zavisi od nekih posebnih zavisnosti 
izme|u ulaznih podataka koji se u~itavaju jedan za drugim, sve dok oni odgovaraju 
teku}em programu. Me|utim, pri prou~avawu vremenski neprekidnih sistema analiza 
mo`e poprili~no da zavisi od neprekidnosti ili ~ak i od diferencija-bilnosti 
funkcije ulaza. Kada `elimo da iskqu~imo prevelike promene ulaza, obi~no se za 
vremenski neprekidne sisteme ne odre|uje samo skup U trenutnih vrednosti ulaza, 
ve} i skup  dopustivih funkcija ulaza iz T u U. Dakle, ako je , tada je u 
funkcija i svaka wena vrednost  le`i u U, tj. 

Ω u ∈Ω
( )u t U∈ . 

 ^esto se za date funkcije ulaza u i ′u , zahteva da se funkcija u koristi do 
nekog trenutka τ i ′u  posle tog trenutka, te je neophodno da u tom slu~aju klasa Ω  
bude zatvorena u odnosu na spajawe funkcija, tj. ako su u i ′u  dopustive, takva }e 
biti i funkcija 

( )
( )

u u t
u t t
u t t

′
≤

′ >
⎧
⎨
⎩

:
,
,

τ
τ

 

koja je jednaka u do trenutka τ, a posle toga ′u , kao {to je prikazano na slici 1-19, na 
kojoj je predstavqena podebqanim delom krive. Po{to smo definisali da uu′ ( )uu t′  

bude  do trenutka τ, ukqu~uju}i ( )u t t = τ  ponekad se ta operacija naziva i spajawe sa 

leva umesto samo spajawe. 
 Uobi~ajeni izbor mno{tva dopustivih funkcija ulaza ukqu~uje deo po deo 
neprekidne funkcije i deo po deo diferencijabilne funkcije - funkcije koje mogu da 
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se rastave na neprekidne ili diferencijabilne funkcije na svakom od kona~nog 
broja podintervala realne ose. 

U

u

T

′u

τ
 

Slika 1-19 Spajawe dve funkcije u trenutku τ 

Funkcija  na slici 1-19 je o~igledno deo po deo diferencijabilna zbog prekida u 

ta~ki τ. U slu~aju kondenzatora u primeru 6 iz poglavqa 1-4, bilo koja integrabilna 
funkcija i bila bi dopustiva, tako da  

uu′

( )i d
t

t

τ τ
0

∫  

ima smisla, te o~igledno integrabilne funkcije zadovoqavaju uslov spajawa. 
 Kada dobijemo ra~unar u ”nultom stawu“ sa svim registrima postavqenim na 0 
i ne delujemo nikakvim ulazom, tada smo ustvari primenili ulazno dejstvo ”nede-
lovawa“ na sistem! Zbog toga je pogodno da se u skup U vrednosti ulaznih dejstava 
ukqu~i poseban element koji odgovara ”nultom ulazu“.  

 Po{to smo odredili skup Ω  dopustivih funkcija ulaza, mo`emo da opi{emo 
kako neka dopustiva funkcija ulaza sistema uti~e na stawe sistema i izlaz sistema. 

U prethodnom poglavqu smo utvrdili da novo, promeweno stawe  u trenutku t , u 

zavisnosti od po~etnog stawa 

( )x t1 1

( )x t0  u trenutku  i delovawa ulaza u na intervalu 

vremena [ , mo`e da se odredi pomo}u jedna~ine prelaza stawa sistema kao 

t0

[t t0 1,

 ( ) ( )( )x t t t x t u1 1 0 0= φ , , ,  (28) 

Funkcija φ , koju smo nazvali preslikavawe prelaza (preobra`aja) stawa 

 φ : T T X X× × × →Ω  (29) 

nam ka`e da ako odredimo dva trenutka t  i , stawe0 t1 ( )x t0  i dopustivu funkciju ulaza 

u, tada ako je sistem u stawu  u po~etnom trenutku  i deluje funkcija ulaza u, 

sistem }e pre}i u novo stawe 

( )x t0 t0

( )(φ t t x t u1 0 0, , , )  u trenutku . t1

Primer 4: Za kondenzator iz primera 6 u prethodnom poglavqu, funkcija  je φ

( ) ( ) ( )v t t t V i V
C

i d
t

t

1 1 0
1

0

1

= = + ∫φ τ, , , τ  

dok je za otpornik 

( ) ( ) ( )v t t t V i Ri t1 1 0= =φ , , , 1  

jer smo za stawe usvojili napon v, za ulaz struju i i V za po~etnu vrednost napona 

. � ( )v t V0 =
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 Jedna~inu prelaza stawa i preslikavawe φ  prelaza stawa odre|ujemo iz rela-
cije ulaz-izlaz-stawe sistema, te prema teoremama 3, 2 i 1 funkcija φ ne mo`e da bude 
potpuno proizvoqna, ve} tako|e mora da zadovoqava uslove saglasnosti: 

(i) Postojanost: ako je sistem u trenutku t u stawu ( )x t , bez obzira kakav ulaz 

deluje posle toga, stawe u trenutku t mora da bude 

 ( )( ) ( )φ t t x t u x t, , , =  (30) 

za sve trenutke t T∈ , sva stawa ( )x t X∈  i sve dopustive funkcije ulaza . u∈Ω
Postojanost pokazuje da sistem ostaje u istom stawu kada vreme ne proti~e. 
O~igledno je da u primeru 4 jedna~ina prelaza stawa kondenzatora ispuwava ovaj 
uslov jer je za  integral jednak nuli. t t= 0

(ii) Svojstvo polugrupe: Neka su  tri trenutka iz skupa vremena T  tako da je 

. Tada je  

t t t0 1 2, i

t t t0 1< < 2

 ( ) [ [( ) [ [( ) ( ) [ [( )φ φ φt t t t x t u u t t x t ut t t t t t2 1 1 0 0 2 0 00 1 1 2 0 2
, , , , , , , ,, , , ,=  (31) 

za sva stawa i sva dopustiva upravqawa ( )x t X0 ∈ u ∈Ω . 

Ovaj uslov ukazuje da sistem prelazi iz po~etnog stawa ( )x t0  u trenutku  u isto 

krajwe stawe u trenutku , bilo da deluje ulaz od po~etnog trenutka  do 

krajweg trenutka  i koji neposredno prevodi po~etno stawe 

t0

t2 [ [u t t0 2, t0

t2 ( )x t0  u krajwe stawe 

, bilo da sistem pre|e u stawe ( ) [ [(φ t t x t u t t2 0 0 0 2
, , , , ) ( ) [ [( )φ t t x t u t t1 0 0 0 1

, , , ,  u me|utrenutku 

 pod dejstvom ulaza  od  do  i zatim iz tog stawa pod dejstvom ulaza  od 

 do   u krajwe stawe . Ova osobina, ustvari po-

kazuje da stawe u trenutku t  ne mo`e da zavisi od na~ina na koji ga izra~unavamo, 
ve} da zavisi samo od sistema. 

t1 [ [u t t0 1, t0 t1 [u t t1 2, [

)t1 t2 ( ) [ [ [ [(φ φt t t t x t u ut t t t2 1 1 0 0 0 1 1 2
, ( , , , ),, , ,

2

Primer 5: Za kondenzator iz primera 4, stawe ( )v t  i funkciju prelaza stawa  φ

( ) ( ) ( )v t t t V i V
C

i d
t

t

o

= = + ∫φ τ, , ,0
1

τ  

je 

( ) [ [( ) [ [( ) [ [( )v t t t t t V i i t t V it t t t t t2 2 1 1 0 2 00 1 1 2 1 2
= =φ φ φ, , , , , , , ,, , , ,  

jer je 

 ( ) ( ) ( )V
C

i d
C

i d V
C

i d
t

t

t

t

t

t

o o

+
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+ = +∫ ∫ ∫

1 1 11

1

2 2

τ τ τ τ τ τ  � 

Primetimo da je osobina polugrupe  samo drugi naziv za osobinu razdvajawa jedna~i-
ne prelaza stawa iz  teorema 2 i 3, jer se funkcija ulaza  dobija spajawem 

odse~aka funkcije ulaza  i . 
[u t t0 2, [

[ [u t t0 1, [ [u t t1 2,

(iii) Uslov kauzalnosti: Kada su dve funkcije ulaza u i ′u  jednake tokom vremena od 

 do ,tj. ako je t0 t1 ( ) ( )u t u t t t t= ′ ≤ <, 0 1  tada za bilo ( )x t X0 ∈  one moraju da dovedu 

do iste promene stawa u toku tog vremena:  

 ( ) [ [( ) ( ) [ [( )φ φt t x t u t t x t ut t t t1 0 0 1 0 00 1 0 1
, , , , , ,, = ′ ,  (32) 
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Druga~ije re~eno, uslov kauzalnosti zahteva da prelaz iz stawa  u trenutku  u 

stawe  u trenutku , zavisi samo od vrednosti ulaza  od 

trenutka  do trenutka . 

( )x t0 t0

( ) [ [( )φ t t x t u t t1 0 0 0 1
, , , , t1 [ [u t t0 1,

t0 t1

Primer 6: Posmatrajmo ponovo kondenzator iz primera 4. Ako je ( ) ( )i t i t t t t= ′ ≤ <, 0 1  

tada je  

( ) ( )V
C

i d V
C

i d
t

t

t

t

o o

+ = + ′∫ ∫
1 11 1

τ τ τ τ  

tako da je ova φ  kauzalna.  � 

Uslov kauzalnosti govori o dve stvari. Prvo, ulaz pre t  ne uti~e na novo stawe 

 - {to pokazuje da promenqiva stawa sadr`i dovoqno informacija, 

po{to su potowe informacije o ulazu pre dobijawa tog stawa bez zna~aja. Drugo, 

ulazna dejstva posle t , ne uti~u na 

0

( )(φ t t x t u1 0 0, , , )

1 ( )( )φ t t x t u1 0 0, , ,  - {to govori da sistem ne mo`e da 

predvi|a budu}nost ve} jedino mo`e da odgovara na ulazna dejstva koja je ve} primio. 
To ne pori~e da sistem ne mo`e da predskazuje - on mo`e dobro da koristi prethodna 
ulazna dejstva za procenu budu}ih ulaznih dejstava i odgovaraju}ih odziva, a mo`e da 
se pona{a veoma neodgovaraju}e ako bude neo~ekivanih odstupawa i promena na 
ulazu. 

Primer 7: Ako primenimo tre}i uslov na otpornik iz primera 4, gde je ( ) ( )v t R i t=  

dobi}emo boqi uvid u potrebu ograni~avawa analize sistema da ukqu~uje odziv samo 

na neke dopustive funkcije ulaza. Uslov kauzalnosti zahteva da  zavisi 

samo od vrednosti ulaza  za t t
( )( )φ t t v t i1 0 0, , ,

( )i t t0 1≤ < , dok prema jedna~ini  zavisi 

samo od vrednosti  u trenutku 

( ) ( )v t R i t1 = 1

( )i t t t= 1  (koji nije dozvoqen prema uslovu 
kauzalnosti)! Me|utim, re{ewe je jednostavno - kaza}emo da je funkcija i :R R→  

dopustiv ulaz za otpornik samo kada je i neprekidno sa leva, tj. za svaki trenutak t je 
, gde je ( ) ( )i t i t− = ( )i t −  leva grani~na vrednost 

 ( ) ( )i t i
t

− =
↑

lim
τ

τ  

pri ~emu simbol  zna~i da τ↑ t τ → t  uzimaju}i vrednost τ < t , kao u . [ [u t t0 ,

 Druga~ije re~eno, o~ekujemo da model ( ) ( )v t R i t=  na odgovaraju}i na~in opi-

suje odziv otpornika samo za blage promene struje i ne obezbe|uje da jedna~ina opi{e 
sistem ”trenutno“ posle skoka vrednosti struje. � 

 Primetimo da mno{tvo svih funkcija koje su neprekidne sa leva zadovoqava 
uslov spajawa sa leva. 

Primer 8: Verovatno je najpoznatija funkcija neprekidna sa leva, koja nije nepre-
kidna, Hevisajdova funkcija ( )h t  (jedini~na odsko~na funkcija) koja je deo po deo 
konstantna, sa jedini~nim skokom u t = 0  kao {to je pokazano na slici: 

h(t)

t

(

( )h t
t
t

=
>
≤

⎧
⎨
⎩

1 0
0 0

ako je

ako je
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Slika 1-20 Jedini~na odsko~na funkcija ( )h t   
Zapazimo da druga~ije definisana jedini~na odsko~na funkcija koja ima vrednost 1 
za  i 0 drugde, nije neprekidna sa leva ve} je neprekidna sa desna.  � t ≥ 0

 Uobi~ajeno je da se o izlazu sistema razmi{qa kao o nekom opa`awu i posma-
trawu odre|enih vidova stawa sistema. Za tako dato stawe smatra se da ispoqava 
celokupnu dinamiku i sve bitne osobine sistema, a izlaz je upravo trenutno ”o~ita-
vawe“ tih obele`ja i osobina sistema koje smatramo da su zna~ajne za odre|enu 
namenu sistema. Prema tome, ulaz deluje na izlaz jedino posredno preko svojih 
uticaja u promeni stawa. 

 Preslikavawe izlaza 
 η : T X Y× →  (33) 

odre|uje da ako je sistem u stawu ( )x t1  u trenutku t , da }e tada izlaz u istom tom 

trenutku biti . 

1

( ) ( )( )y t t x t1 1 1= η ,

Primer 9: Preslikavawe izlaza za kondenzator iz primera 4 odre|uje izraz 

, a za otpornik ( )( ) ( )η t v t v t1 1 1, = ( )( ) ( )η t v t v t1 1 1, = , budu}i da su oba o~itavawa stawa v  

u trenutku . � t1

 Pri sastavqawu modela sistema za postoje}i dinami~ki sistem, kada odredimo 
skupove  poku{avamo da izaberemo skup stawa X tako da se izmewena 

promenqiva stawa dobije pomo}u funkcije prelaza stawa φ u saglasnosti sa uslo-
vima (30),(31),(32) i da mo`e da se trenutno o~ita pomo}u odgovaraju}e funkcije 
izlaza η. Kada razmi{qamo o stawu kao unutra{wem (mo`da zami{qenom) opisu 
sistema ~ije nas ulazno-izlazne pona{awe interesuje, mo`emo da vidimo da izbor 
promenqive stawa i odre|ivawe preslikavawa φ i η idu zajedno i ~esto se odre|uju 
postupkom poku{aja i gre{ke. 

T U Y, ,Ω i

Primer 10: Modelovati kao deterministi~ki sistem proces ~iji je izlaz y kvadrat 
integrala ulaza u: 

( ) ( )y t u d t t
t

t

=
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

≥∫ τ τ
0

2

0,  

Prvi uvid u model unutra{weg stawa sistema mo`e da nas navede da usvojimo 
vrednost izlaza  za stawe u trenutku t, koje je u trenutku  imalo vrednost nula, 

a promene opisuje funkcija  kao 

( )y t t0

φ

( ) ( )φ τt t x u x u dt t
t

t

, , ~, ~
[ , [0

2

0

0

= +
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∫ τ  

Me|utim, takvo φ  ne zadovoqava drugi deo saglasnosti, jer je 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

φ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ τ

t t x u x u d x u u d

x u d u d u d u d

t t t t
t

t

t t t t
t

t

t t
t

t

t t
t

t

t t
t

t

t t
t

2 0

2 2

2 2

0 2 0 2

0

2

0 1 1 2

0

2

0 1

0

1

1 2

1

2

0 1

0

1

1 2

1

2

, , ~, ~ ~

~

[ , [ [ , [ [ , [ [ , [

[ , [ [ , [ [ , [ [ , [

= +
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= + +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

= +
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
+

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∫ ∫

∫ ∫ ∫
t2

∫
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

 

Kako je 
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( ) ( )φ τt t x u x u dt t t t
t

t

1 0

2

0 1 0 1

0

1

, , ~, ~
[ , [ [ , [= +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∫ τ

τ

τ τ

 

i 

( )( ) ( ) ( )φ φ φ τt t t t x u u t t x u u dt t t t t t t t
t

t

2 1 1 0 1 00 1 1 2 0 1 1 2

1

2

, , , , ~, , , , ~,[ , [ [ , [ [ , [ [ , [= +
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∫  

dobijamo 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )

φ φ φ τ τ

φ φ

t t x u t t t t x u u u d u d

t t t t x u u

t t t t t t t t
t

t

t t
t

t

t t t t

2 0 2 1 1 0

2 1 1 0

0 2 0 1 1 2 0 1

0

1

1 2

1

2

0 1 1 2

2, , ~, , , , , ~, ,

, , , , ~, ,

[ , [ [ , [ [ , [ [ , [ [ , [

[ , [ [ , [

= +
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

≠

∫ ∫
 

Jo{ uvek nam se ~ini da bi sistem mogao da izra~una izraz 

( )u dt t
t

t

[ , [0 1

0

1
2

τ τ∫
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

 

i izmeni svoje stawe dodavawem ovog izraza po~etnoj vrednosti ~x . Gde smo i {ta 

pogre{ili ? Vidimo da nam za odre|ivawe novog stawa ( )φ t t x u t t2 0 0 2
, , ~, [ , [  za poznato 

stawe  treba pored podataka o tom stawu  i vrednost za  (φ t t x u t t1 0 0 1
, , ~, [ , [ )

( )u d
t

t

τ τ
0

1

∫  

ali time ne raspola`emo po{to je ve} dignut na kvadrat i dodat po~etnom stawu ~x . 
Re{ewe je da imamo vrednost izraza 

( )u d
t

t

τ τ
0

1

∫   

posebno zapam}enu i na raspolagawu. U stvari, najlak{i na~in da odredimo deter-
ministi~ki sistem koji izra~unava 

( )u d
t

t

τ τ
0

2

∫
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

 

je da izaberemo za promenqivu stawa3

( ) ( )x t u d
t

t

= ∫ τ τ
0

 

i da za po~etno stawe 0 u trenutku  pobudimo sistem opisan funkcijama t0

  ( ) ( )φ τt t x u x u dt t
t

t

, , ~, ~
[ , [0 0

0

= + ∫ τ

 ( )( ) ( )( )η t x t x t, =
2

 � 

 U posledwem primeru, odre|ivawe η  i φ  zapo~eli smo zadavawem izlaza 

                                                      
3 Takav izbor promenqive stawa bio bi o~igledan ako bi poku{ali da na analognom ra~una-
ru sastavimo model sistema koji bi generisao polaznu relaciju. 
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( )u d
t

t

τ τ
0

2

∫
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

 

i na{li da on nije sadr`ao dovoqno informacija da bi bio kori{}en kao 
promenqiva stawa. Zatim smo izabrali novu promenqivu stawa koja mo`e da se mewa 
konzistentno. U tom slu~aju, ne zahtevamo da prvobitna promenqiva izlaza bude 
promenqiva stawa, ve} mo`e da se dobije kao jednostavna funkcija teku}e 
promenqive stawa. Kasnije }emo videti da su kod mnogih klasa sistema promenqive 
izlaza podskup promenqivih stawa. 

 Prilikom opisivawa nekih sistema koristi se opis izlaza koji neposredno 
zavisi od ulaza i po~etnog stawa, te se koristi preslikavawe 

η : T X U Y× × →  
umesto η : T X Y× → . U tom slu~aju, pri razmatrawu otpornika iz primera 4, morali 
bi da uvedemo posebno stawe - 0, koje bi zvali nulto stawe, kao i da wegov izlaz 
zavisi i od ulaza i od stawa 0 (trivijalno) kao i

( )( ) ( )η t i t R i t1 10, , = 1  

Bilo koji pristup koji koristi η : T X U Y× × →  mo`emo uvek da obuhvatimo na{om 

teorijom pove}avaju}i wegov prostor stawa X  da bi ukqu~ili ulaz  kao 
komponentu vektora stawa u novom prostoru stawa X, sve dok su dopustive funkcije u  
iz  neprekidne sa leva. Objasni}emo to na slede}em jednostavnom primeru: 

( )u t

Ω

Primer 11: U RC kolu, prikazanom na slici 1-21, ulaz je napon u, a izlaz napon y na 
otporniku . R1

+

-

C

+

-

i

yu

+

+

-

-

R1
R2

 

Slika 1-21 Jednostavno  RC kolo 
 

Prema Kirhofovom pravilu za napone u svakom trenutku t spoqni napon u mora da 
bude jednak zbiru svih padova napona du` kondenzatora C i otpornika  i  R1 R2

( ) ( ) ( ) ( )u t v t u t u tC R R= + +
1 2

 

Kako je 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i t
dq t

dt
d
dt

C v t C
dv t

dt
u t R i t u t R i t

C
C

R R

= = =

= =
1 21 2

 

dobija se diferencijalna jedna~ina prvog reda 

( ) ( ) ( )R R C dv
dt

v t u tC
C1 2+ + =  

Re{ewe ove linearne diferencijalne jedna~ine prvog reda je 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )v t e v t
RC

e uC
t t RC

C
t RC

t

t

= +− − − −∫0

0

0
1 ξ ξ ξd  
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gde je , a  je jedinstveno odre|eno za svako t ako su poznati R R R= +1 2 ( )v tC ( )v tC 0  i 

dopustiv ulaz u. Po{to poznavawe ( )v tC  za svako t odre|uje i, a kako je  to se 

 pojavquje kao prirodan izbor stawa sistema. 

y R i= 1

vC

Koriste}i   za stawe, re{ewe jedna~ine nam daje preslikavawe prelaza stawa vC φ  

( ) ( ) ( ) ( )φ ξξt t x u e x
RC

e ut t RC t RC

t

t

, , ,0 0 0
0

0

1
= +− − − −∫ ξd   

Me|utim, sa tako izabranim stawem x vC=  , izlaz  

( ) ( )y R i R
R R

u v R
R R

u xC= =
+

− =
+

−1
1

1 2

1

1 2

 

je oblika ( ) ( ) ( )( )y t t x t u t= η , ,  , dok bi na{ oblik preslikavawa bio ( ) ( )( )y t t x t= η ,  za 

odgovaraju}i izbor promenqive stawa x. 
 Re{ewe je da pro{irimo X  u ve}i prostor stawa X X U= × . Me|utim, za 
odre|ivawe promene stawa od trenutka  do trenutka t  mo`emo da se poslu`imo 

samo sa u , ulazom pre . Kako }emo tada dobiti 

t0 1

t t[ , [0 1
t1 ( )u t1  da bi ga ukqu~ili kao drugu 

komponentu pro{irenog vektora stawa ( ) ( ) ( )( )x t x t u t
T

1 1 1= , ? Kao i u primeru 7, 

re{ewe je da zahtevamo da ulazi budu neprekidni sa leva, tako da je 

( ) ( )u t u t
t t1

1

=
↑

lim  

Simbol  zna~i da  ali za t t↑ 1 t t→ 1 t t< 1 , {to proisti~e iz . Sa tako izabra-nim 

stawem novo preslikavawe prelaza stawa φ  odre|uje se iz 

u t t[ , [0 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x t x t u t t t V u u t
T

t t

T

1 1 1 1 0 10 1
= =, , , , ,[ , [φ  

tako da je  

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )φ ξξt t V u t u e V
RC

e u d u
T

t t
t t RC t RC

t

t

t t1 0 0 0 1

1 0 1

0

1

1

1, , , , , lim[ , [ = +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

− − − −

↑∫ ξ t  

i 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )y t t x t t v t u t R
R R

u t v tC
T

C= = =
+

−η η, , , 1

1 2

 

te je preslikavawe izlaza η:T X Y× →  kao {to se i zahteva.  � 

 Op{ti uslov kauzalnosti se kod linearnog, vremenski-neprekidnog sistema, 
~ije ulazno-izlazno pona{awe opisuje superpozicioni integral 

  (34) ( ) ( ) ( )y t g t u d=
−∞

∞

∫ ,ξ ξ ξ

svodi na jednostavan uslov 

( )g t t,ξ ξ= <0 za  

koji mora da zadovoqava impulsni odziv ( )g t ,ξ  sistema. 

 Da bi to dokazali, radi upro{}ewa posmatra}emo sisteme kod kojih je impul-

sni odziv  neprekidna realna funkcija. Kako je (g t ,ξ)

  (35) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t g t u d g t u d g t u dt

t

t
t

= = +
−∞

∞

−∞
−∞

∞

∞

∫ ∫ ∫, , ,[ , [ [ , [ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
0

0

0

0
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ako ograni~imo da je skup Ω  dopustivih funkcija ulaza sistema skup funkcija ulaza 

koje su jednake nuli pre trenutka , t0 ( )u ξ = 0  za ξ<  , imamo  t0

( ) ( ) ( )y t g t u d t tt
t

= ≥∞

∞

∫ , ,[ , [ξ ξ ξ
0

0

0  

I ovaj integral mo`emo da rastavimo na 

  (36) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t g t u d g t u dt t
t

t

t
t

= +∫ ∫ ∞

∞

, ,[ , [ [ , [ξ ξ ξ ξ ξ
0

0

ξ

Neka se funkcija  odre|ena sa ′u

( ) ( )
′ =

≤ <

≤ < ∞

⎧
⎨
⎩

u
u t

t
ξ

ξ ξ

ξ

za

za

0

0
t

 

poklapa sa funkcijom u na intervalu [ [t t0 ,  . Zbog kauzalnosti u i  moraju da daju 

isto stawe i isti izlaz na tom intervalu. Zamewuju}i u sa 

′u
′u  u (36) dobija se 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y t g t u d g t u d

g t u d g t d

t t
t

t

t
t

t t
t

t

t

= ′ + ′ =

= +

∫ ∫

∫ ∫

∞

∞

∞

, ,

, ,

[ , [ [ , [

[ , [

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

0

0

0

0

0
 

tako da je  

  (37) ( ) ( ) ( )y t g t u dt t
t

t

= ∫ , [ , [ξ ξ
0

0

ξ

ξ

Izjedna~avaju}i (36) i (37), {to mora da va`i za sve funkcije ulaza u, ima se 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g t u d g t u d g t u dt t
t

t

t
t

t t
t

t

, , ,[ , [ [ , [ [ , [ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
0

0

0

0

∫ ∫ ∫+ =∞

∞

  

 odakle je 

( ) ( )g t u dt
t

, [ , [ξ ξ ξ∞

∞

∫ = 0   za sve u ∈Ω  

Posledwi izraz va`i za sve funkcije u na intervalu [ [t,∞ , te mora da va`i i za 
posebnu funkciju 

( )u ξ ´ ( )g t t,ξ ξ≤ < ∞  

tako da je 

( )g t d
t

,ξ ξ
2

0=
∞

∫ . 

Iz ~iwenice da je integral nenegativne funkcije ( )g t ,ξ
2

 jednak nuli proisti~e da 

podintegralna funkcija mora da bude jednaka nuli (skoro svuda) na [ [t,∞ , te je  

( )g t t,ξ ξ= <0 za   
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Prema tome, iz uslova kauzalnosti proizlazi da impulsni odziv  linearnog

sistema mora da bude nula za , {to je dobro poznat uslov iz teorije linearnih 
sistema. 

(g t ,ξ)  

[

ξ < t

 Da bi lak{e zamislili promene ulaza, stawa i izlaza deterministi~kog   

sistema mo`emo prikazati wihove putawe na intervalu posmatrawa [  kao na 

slici 1-22. 

t t0 1,
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U

(t,u(t))

T

Dopustiva funkcija ulaza
u ∈ Ω  za svako u(t) U∈

X

T

Stawe u trenutku

ulaz odre|uje    dinamiku stawa kroz φ

(t  ,x(t  ))0 0 (t  ,x(t  ))1 1

1t

( ) ( )( )x t t t x t u1 1 0 0= φ , , ,

stawe odre|uje    izlaz  kroz

Y

Tt0

(t, y(t))
Izlaz u trenutku t

t1

t1

t0

t

t

( ) ( )( )y t t x t= η ,

η

⇓

⇓

 

Slika 1-22  Putawe ulaza, stawa i izlaza deterministi~kog sistema 
 
 
 
 

1-6  POMERAWE U VREMENU  I  VREMENSKA 
  NEPROMENQIVOST  MODELA 

  Na kraju uvodnog razmatrawa sistema prou~i}emo vremensku nepromenqivost 
(stacionarnost, invarijantnost) modela sistema. Ve} smo uo~ili da jedna~ina ulaz- 

izlaz-stawe  ukazuje da izlaz ( ) ( ) [ [(y t A x t u t t= 0 0
, , ) ( )y t  ne zavisi samo od po~etnog sta-

wa  i vrednosti ulaza  za ( )x t0 ( )u τ [ [τ ∈ t t0 , , ve} i od grani~nih ta~aka  i t inter-

vala posmatrawa sistema [
t0

[t t T0 , ⊂ . Pri opisivawu promene stawa, novo stawe 

sistema  ne zavisi samo od po~etnog stawa ( )(φ t t x t u, , ,0 0 ) ( )x t0  i ulaza koji deluje na 

nekom intervalu vremena ve} i od trenutka  kada po~iwe delovawe ulaza. Me|utim, 
kod mnogih postoje}ih sistema koje koristimo i prou~avamo, na primer ra~unara, 
o~ekujemo da novo stawe ne zavisi od po~etnog trenutka, ve} o~ekujemo da izlaz iz 
ra~unara zavisi samo od od programa i nizova podataka kojima smo ga snabdeli, a ne 
od trenutka u kome smo po~eli da koristimo ra~unar. Jednostavno re~eno, model 
sistema je vremenski nepromenqiv (stacionaran, invarijantan) ako se osobine 
sistema ne mewaju u vremenu. 

t0

 Da bi utana~ili uvedene pojmove pogodno je da se uvede pojam operatora po-
merawa  koji pomera funkciju f unazad ako je zτ τ, ∈R τ > 0  ili unapred ako je τ < 0 : 
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Definicija 1: Operator pomerawa svakoj funkciji  f  pridru`uje vremenski pome-
renu funkciju koja je definisana osobinom z f−τ

 ( )( )z f t−τ ´   za svako t(f t − τ) ,τ  u domenu funkcije  f � 

Uo~imo da nismo precizno odredili kakva mora da bude funkcija f da bi  imalo 
smisla. Ako je , tada domen V za f mora da ima dovoqnu matemati~ku 

strukturu u sebi tako da je za t  i 

z f−τ

f V W: →
V∈ τ ∈V  definisano oduzimawe i ( ) . Kada 

je V vektorski prostor, postoji dovoqna matemati~ka struktura. Obi~no se opera-tor 
 primewuje na elemente skupa dopustivih ulaza 

t − ∈τ V

z−τ Ω  za opisivawe operacije 
ka{wewa funkcije ulaza u za  vremenskih jedinica. Elementi iz Ω su funkcije 
oblika 

τ
u T U: → , gde je skup trenutaka vremena T = Z  za vremenski diskretan 

sistem i T = R  za vremenski neprekidan sistem. ^esto je neophodno da sam vremen-
ski pomeren ulaz bude dopustiva ulazna funkcija za sistem, tako da Ω mora da bude 
zatvoren za operaciju pomerawa . z− →τ : Ω Ω
 ^esto se zahteva da na sistem deluje isti ulaz od trenutka t0 + τ , kojim smo ve} 

delovali na sistem kao ulaznom funkcijom  u od trenutka t , kao {to je prikazano na 
slici 1-20. 

0

U

u(t)

tt0

U

tt0 t0 τ+00

u(t)z τ-z τ-

 
 a) Oblik u  b) Oblik z u  −τ

Slika 1-23 Operator  zaka{wava u za z−τ τ  vremenskih jedinica 

Vidimo da je  i da je nova ulazna funkcija  dobijena od prvo-

bitne ulazne funkcije u pomerawem svake vrednosti 

( ) ( )u t z u t0 0= +−τ τ z u−τ

( )u t  u desno za  vremenskih 

jedinica. Zbog toga  mo`emo da shvatimo kao operator jedini~nog ka{wewa koji 
zaka{wava funkciju za jednu jedinicu vremena, tako da je operator koji 
zaka{wava funkciju za  vremenskih jedinica. Na slici 1-20b vidimo da je u 
trenutku  t  vrednost , vrednost ulaza koju bi u dobila 

τ

z−1

z−τ

τ
(u t − τ) τ  vremenskih jedinica 

ranije od trenutka t. 
 Kao {to smo ve} primetili, sistem je vremenski nepromewiv ako se wegove 
osobine ne mewaju s vremenom te je sistem ulaz-izlaz vremenski nepromenqiv ako 
bilo koji par ulaz-izlaz  mo`e da se proizvoqno pomera u vremenu i da ostane 

par ulaz-izlaz sistema. Vremenski nepromenqiv sistem nema tu osobinu. 
(u y, )

Definicija 2: Posmatrajmo sistem ulaz-izlaz u diskretnom ili neprekidnom 
vremenu T. Sistem je vremenski nepromenqiv ako za svaki par ulaz-izlaz  i 

vremenski pomeren par (  je par ulaz-izlaz sistema za bilo koje dopustivo 

ka{wewe . � 

(u y, )
)z u z y− −τ τ,

τ ∈T
 Kod sistema sa ulazno-izlaznim preslikavawem ϕ , vremenska nepromenqivost 
se svodi na invarijantnost ulazno-izlaznog preslikavawa, tj. 
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( ) ( )ϕ ϕτ τz u z u− −=  

za svaki ulaz u ∈Ω  i svako dopustivo ka{wewe τ ∈T . Invarijantnost ulazno-

izlaznog preslikavawa na pomerawe u vremenu je ekvivalentna tvr|ewu da su ϕ  i  
komutativni za sva τ . 

z−τ

Primer 1: Odrediti uslove vremenske nepromenqivosti sistema opisanog relaci-jom 
ulaz-izlaz 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),y t a t y t a t u t t+ = ∈R  (1) 

Pretpostavimo da je (  ulazno-izlazni par koji zadovoqava relaciju ulaz-izlaz 

(1). Sistem je vremenski nepromenqiv ako poka`emo da je vremenski pomeren par 
, gde je , tako|e ulazno-izlazni par, tj. tako|e zadovoqava 

diferencijalnu jedna~inu (relaciju ulaz-izlaz) za svako realno 

)

) − yτ

u y,

( ′ ′u y, ′ = ′ =−u z u y zτ ,
τ . 

 Vremenski pomeren par  je re{ewe diferencijalne jedna~ine ako je (z u z y− −τ τ, )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
dt

y t a t y t a t u t t− + − = − ∈τ τ τ , R  

Zamewuju}i t  sa θ , zahtevamo da je: − τ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dy
d

a y a u
θ
θ

τ θ θ τ θ θ τ θ+ + = + ∈, , R   

^ak i kada je  ulazno-izlazni par ova jedna~ina nije zadovoqena ako nije 

 za sva θ ∈  i za neko 

(u y, )
)( ) (a aτ θ θ+ = R τ ∈R , odakle proisti~e da koeficijent a treba 

da bude vremenski nepromenqiv, tj. konstantan. Dakle, ako koeficijent a nije 
konstantan, vremenski pomeren par u op{tem slu~aju nije par ulaz-izlaz te je sistem 
vremenski promenqiv. � 

Definicija.3: Sistem sa ulazno-izlaznim preslikavawem i bez pam}ewa, opisan 
preslikavawem ulaz-izlaz 

( ) ( )( )y t t u t t T= ∈Ψ , ,  

je vremenski nepromenqiv ako i samo ako je ( ) ( )Ψ Ψt u t u1, = 2 ,  za sve trenutke t t T1 2, ∈  

i sva dopustiva upravqawa u .  � ∈Ω

Dakle, sistem bez memorije je vremenski-invarijantan ako i samo ako funkcija Ψ  ne 
zavisi od svog prvog argumenta koji opisuje vreme. 

 Kao i kod sistema ulaz-izlaz, vremenska nepromenqivost sistema ulaz-izlaz-
stawe se svodi na invarijantnost u odnosu na pomerawe u vremenu relacije R koja 
opisuje pona{awe sistema: 

Definicija 4: Sistem ulaz-izlaz-stawe opisan relacijom R ⊂ × ×U Y X  odre|en na 
skupu vremena T je vremenski nepromenqiv ako je R  invarijantna na vremensko 

pomerawe, tj. ako je (  tada je )u y x, , ∈R ( )z u z y z x− − − ∈τ τ τ, , R  za bilo koje dopustivo 

vremensko ka{wewe . � τ ∈T
Vremenska nepromenqivost (invarijantnost) sistema ulaz-izlaz-stawe podrazumeva 
da bilo koja trojka ulaz-izlaz-stawe pomerena u vremenu i daqe bude trojka ulaz-
izlaz-stawe. Vremenska nepromenqivost zna~i da se dinami~ke osobine modela 
sistema ne mewaju tokom vremena. 

 Sistem Σ opisan jedna~inom prelaza stawa φ i izlaza η je vremenski nepro-
menqiv ako ne mewa svoju strukturu tokom vremena, prema slede}oj definiciji:  
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Definicija 5: Sistem Σ je vremenski nepromenqiv (invarijantan) ili stacionaran 
ako je T  zatvoren u odnosu na sabirawe, Ω je zatvoren u odnosu na operator  za 
svako   i 

z−τ

τ ∈T
1     za sve trenutke , sva 

(pozitivna ili negativna) ka{wewa τ, sva 

( ) (φ φ τ τ τt t x u t t x z u1 0 1 0, , ~, , , ~,= + + − ) t t0 1,

 stawa ~x  i sve dopustive funkcije ulaza  u. (2) 
  za sve trenutke  i t  i sva stawa ( ) (η ηt x t x0 1, ~ , ~= ) t0 1

~x  (3) 

� 
Jedna~ina (2) ka`e da za bilo koje ka{wewe τ, ako po~nemo iz stawa ~x  i deluje ista 
vrednost ulaza u odgovaraju}im trenucima posle po~etnog trenutka, tada }e odgova-
raju}a stawa biti ista, bez obzira da li je na{ po~etni trenutak  ili t . Uslov 
(3) nam ka`e da izlaz sistema zavisi samo od sada{weg stawa 

t0 0 + τ
~x , a ne od trenutka kada 

je sistem u tom stawu. 

Primer 2: Za sistem predstavqen analognim modelom na slici 1-21 odrediti 
funkciju prelaza stawa, funkciju izlaza i proveriti da li je model sistema 
vremenski nepromenqiv. 

x(t)x(t)
.

y(t)
+ 4

- 3

u(t)
∫

 

Slika 1-24  Jednostavan sistem jednog integratora sa povratnom spregom 

 Ozna~iv{i izlaz iz integratora sa x, tada je na ulazu integratora u trenutku t  
signal  koji je jednak izlazu iz sabira~a, koji sabira ( )x t ( )−3x t  i . Izlaz  je 

neposredno 4 puta . Prema tome, sistem je opisan dinami~kim jedna~inama 

( )u t ( )y t
( )x t

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t x t u t

y t x t

= − +

=

3

4
2 

Linearna diferencijalna jedna~ina prvog reda 

( ) ( ) ( )x t x t u t= − +3  

lako se re{ava po  u zavisnosti od po~etnog uslova ( )x t ( )x t0  i ulaza , te je izlaz 

iz integratora  dobar izbor za promenqivu stawa. Re{ewe jedna~ine je 
[ [u t t0 ,

( )x t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t t t x u e x e u dt t t

t

t

1 1 0
3 31 0 1

0

1

= = +− − − −∫φ ξξ, , ~, ~ ξ

ξ

 

a iz  imamo . ( ) ( )y t x t= ⋅4 ( )η t x x, = 4
 Ispitajmo da li je sistem vremenski nepromenqiv. Kako je 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )

( ) ( )[ ] ( )

φ τ τ ξ

ξ τ ξ

τ τ τ τ ξ

τ

τ
τ

ξ τ

τ

τ

t t x z u e x e z u d

e x e u d

t t t

t

t

t t t

t

t

1 0
3 3

3 3

1 0 1

0

1

1 0 1

0

1

+ + = +

= + −

− − + − + − + −

+

+
−

− − − − −

+

+

∫

∫

, , ~, ~

~
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smena promenqive  u posledwem integralu daje ξ τ σ− =

( ) ( ) ( ) ( )

( )

φ τ τ σ

φ

τ σt t x z u e x e u d

t t x u

t t t

t

t

1 0
3 3

1 0

1 0 1

0

1

+ + = +

=

− − − − −∫, , ~, ~

, , ~,

σ

�

 

Kako je i , zakqu~ujemo da je model ovog sistema vremenski 

nepromenqiv (invarijantan, stacionaran).   
( ) ( )η ηt x t x x0 1 4, � , �= =

 Ponekad se ka`e da kod vremenski-nepromenqivih sistema po~etni trenutak t  
nije va`an, te se ~esto radi pogodnosti po~etni trenutak pomera u nulu. Da bi to 
pokazali neka su  i 

0

φ η  preslikavawa promene stawa i preslikavawe izlaza 
vremenski nepromenqivog sistema. Iz izraza 

( ) ( )φ φ τ τ τt t x u t t x z u, , ~, , , ~,0 0= + + −  

za svaku vrednost τ , ako je  dobija se τ = −t0

 ( ) ( )φ φt t x u t t x z ut, , ~, , , ~,0 0 0 0= − +  (4) 

{to nam ukazuje kako da pomerimo po~etni trenutak iz  u 0 i obratno. Jedna~ina (4) 
veoma jasno otkriva da kod vremenski nepromenqivih (invarijantnih, stacio-narnih) 
sistema funkcija prelaza stawa φ zavisi samo od razlike 

t0

( )t t− 0  izme|u trenutka 

posmatrawa  t  i po~etnog trenutka . t0

 
 
 
 
 

1-7   DETERMINISTI^KI  I  NEDETERMINISTI^KI 
SISTEMI 

 U dosada{wim razmatrawima smo pre}utno pretpostavqali da u pona{awu 
sistema ne postoji slu~ajnost. Kod deterministi~kih sistema za poznato stawe 

 i budu}e ulazno dejstvo  mo`emo jednozna~no da odredimo budu}a stawa 

 i izlaze  za sve t . Nije te{ko da se zamisli sistem kod koga, bez obzira 

koliko potpuno odredimo stawe i bez obzira koliko ta~no znamo vrednosti  budu}ih 
ulaznih dejstava, nije mogu}e da se ta~no odredi kakva }e biti potowa stawa i izlazi, 
ve}  se u najboqem slu~aju mogu odrediti verovatno}e mogu}ih vrednosti stawa i 
izlaza. Takav sistem zva}emo stohasti~ki sistem. Stohasti~ki sistemi se umesto 
jedna~ine ulaz-izlaz-stawe opisuju jedna~inom ulaz-izlaz-raspodela stawa koja 
odre|uje meru verovatno}e slu~ajne promenqive 

( )x t0 [ [u t t0 ,

( )x t ( )y t t> 0

( )y t  u prostoru izlaza  u 

zavisnosti od po~etnog stawa 

[y t t0 , [

( )x t0  i ulaznih dejstava . Funkcija prelaza stawa 

 zamewuje se funkcijom koja odre|uje uslovnu raspodelu verova-

tno}a  za svaki trenutak t i zadate 

[ [u t t0 ,

( ) ( )(x t t t x t u= φ , , ,0 0 )
( )x t ( )x t0  i  [ [u t t0 ,

φ : T T X XP× × × →Ω  

gde je XP mno{tvo raspodela verovatno}a na X. ^esto se stohasti~ki sistem opisuje 
pomo}u deterministi~kog modela sa slu~ajnim ulaznim dejstvima i poreme}ajima. 
Prou~imo to na primeru jednostavnog modela zaliha. 
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Primer 1: Brzina promena obima zaliha ( )x t  u trenutku t zavisi od razlike brzine  

primawa gotovih proizvoda  i brzine isporuka proizvoda potro{a~ima  u 

jedinici vremena 
( )u t ( )f t

( ) ( ) ( )�x t u t f t= −  

Pri tome se pretpostavqa da su ( )x t , ( )u t  i ( )f t  pozitivne i deo po deo neprekidne 

funkcije. Kada se u i f sporo mewaju, ili su konstantne na intervalu  

odgovaraju}i diskretizovani model je 

( )[ ]k t k t∆ ∆, +1

   ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]x k t x k t t u k t f k t+ = + −1 ∆ ∆ ∆ ∆ ∆  

odnosno 
    ( ) ( ) ( ) ( )x k x k u k f k+ = + −1  

ako se perioda odabirawa (korak diskretizacije) normira na ∆t = 1 . Ta~nost aprok-
simacije najvi{e zavisi od perioda odabirawa ∆t , koji se prema teoremi o 
odabirawu odre|uje u zavisnosti od osobina funkcija u i f i ta~nosti wihovog opisa. 
Kada znamo stawe zaliha u po~etnom trenutku ( )x 0 , za odre|ivawe wihovih promena 

moramo da znamo obime proizvodwe ( ) ( ) ( )u u u N0 1 1, , ,… −  i potra`wu 

 na svakom intervalu ( ) ( ) ( )f f f N0 1 1, , ,… − k t k N∆ , 0 1≤ < − . Po{to potra`wu 

predvi|amo na osnovu statisti~kih podataka, u ta~nijem modelu zaliha se ( )f k  

posmatra kao slu~ajna promenqiva. Kada se upravqa zalihama naj~e{}e postoji 
ka{wewe od trenutka dono{ewa odluke o promeni obima proizvodwe i trenutka kada 
se to stvarno de{ava. U tom slu~aju se promenqive sa ka{wewem razmatraju kao 
slu~ajne promenqive. Diskretni model takvog sistema upravqawa zalihama je 

( ) ( ) ( ) ( )x k A x k B u k h C f k+ = + +1 ,  

gde su A, B i C matrice odgovaraju}ih dimenzija. Veli~ina ( )u k h,  je teku}a vrednost 

upravqa~ke promenqive u k-tom trenutku koja zavisi od veli~ina upravqa~kih 
dejstava u k-tom i prethodnim trenucima. Svako takvo upravqawe sti`e na ulaz 
sistema sa slu~ajnim ka{wewem: 

( ) ( ) ( )u k h k u k mm
m

h

, = −
=
∑ξ

0

 

gde su slu~ajne veli~ine, koje dobijaju vrednost 0 ili 1 sa 

poznatim verovatno}ama. Pored toga, pretpostavka je da u izrazu za  bilo koje 

upravqa~ko dejstvo 

( )ξm k m h, , ,= 0 1…  ,
)(u k h,

( )u ⋅  mo`e da se pojavi samo za jednu vrednost  k.  

 U razmotrenom primeru, da bi uzeli u obzir neodre|enosti uveli smo slu~ajne 
veli~ine u linearne jedna~ine modela. Mogli smo da koristimo i druga~iji pristup, 
uz pretpostavku da su koeficijenti modela slu~ajne promenqive. Kod svih tih 
pristupa je osnovna pretpostavka da su ta~no poznate raspodele verovatno}a i da se 
mogu proveriti na osnovu odgovaraju}ih pro{lih razmatrawa i podataka. Zahtev da 
se znaju  ta~ne raspodele vrednosti slu~ajnih promenqivih je veoma strogo 
ograni~ewe i veoma retko se ostvaruje kod postoje}ih sistema.  
 U slu~aju nepotpunih informacija ~esto se dopu{ta da vrednosti parametara 
budu intervali brojne ose umesto samo jedna vrednost. Sposobnost ra~unawa sa 
intervalima umesto sa brojevima i obja{wava pona{awe qudi u uslovima neodre|e-
nosti. Bilo koji stvaran proces ne mo`e se u principu ta~no opisati, te se koristi 
metod ekspertnih procena parametara kao najjednostavniji, najop{tiji, a sasvim 
zadovoqavaju}i postupak. Pri tome se ekspert razmatra kao posebna li~nost ili 
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grupa li~nosti, koji usled svog obrazovawa ili iskustva poseduju znatno znawe iz 
odgovaraju}e oblasti. Procena parametara se tako organizuje da kvalitativne 
predstave eksperata o razli~itim mogu}nostima mogu da se izraze u kvantitativnom 
obliku. 

Primer 2: Posmatrajmo model sistema proizvodwe i upravqawa zalihama kod koga je 
promena intenziteta proizvodwe srazmerna stvarnom intenzitetu proizvodwe  i 

`eqenom intenzitetu proizvodwe u, a promena obima zaliha zavisi od stvarnog 
intenziteta proizvodwe  i veli~ine tra`we  f 

x1

x1

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
�

�

x t u t x t

x t x t f t
1 1

2 1

= −

= −

α
  

gde je α  pozitivni parametar. Uz razli~ite pretpostavke, uvek imamo neku infor-
maciju o vrednosi koeficijenta α. Na primer, znamo da α nije ve}e od 1 i nije mawe 
od 0.4, ali pri tome ne znamo wegovu stvarnu vrednost iz intervala [ . Sve {to 

znamo je da postoje razli~ite mogu}nosti sa odgovaraju}im stepenom dopustqivosti. 
U upravqawu proizvodwom sve su{tastveniji postaju na~ini modelovawa neodre|e-
nosti, jer do sada kori{}eni metode analize strogo i potpuno odre|enih procesa daju 
rezultate koji su od neznatne pomo}i.   

]0 4 1. ,

 Nepotpuno odre|eni procesi mogu se modelovati pomo}u nerazgovetnih skupova 
(Zadeh L.A.), koji su utemeqeni na uop{tenom pojmu karakteristi~ne funkcije skupa: 
ako je  X  neki skup, wegov nerazgovetan podskup A opisuje funkcija pripadnosti  

[ ]µ A X: ,→ 0 1  

koja svakom elementu x X∈  pridru`uje broj  ( )0 1≤ ≤µ x  koji opisuje stepen pripa-

dnosti  elementa x podskupu A. To zna~i da elementi skupa X u razli~itom stepenu 
pripadaju nerazgovetnom skupu A. Jasno je da koeficijent α iz posledweg primera, 
~iju veli~inu predstavqa skup brojeva [ ]0 4 1. ,  sa razli~itim stepenima dopustivo-

sti, mo`e da se opi{e nerazgovetnim skupom realnih brojeva 

[ ]α : ,R → 0 1  

Tada  dinamika sistema mo`e da se opi{e nerazgovetnom relacijom (Zadeh L.A. [ ]2 ) 

[ ]f X X: ,× × →Ω 0 1  

koja sama predstavqa nerazgovetan podskup iz X X× ×Ω , gde je X prostor stawa, a 
Ω⊂ Rm  skup dopustivih upravqawa. Sada se veli~ina ( )f x u x, , ′  razmatra kao 

intenzitet prelaza, ili ta~nije kao stepen pripadnosti elementa ′x  liku para ( )x u,  

pri preslikavawu  f. 
 Upotreba nerazgovetnih skupova omogu}ava da se izbegnu la`ne asocijacije na 
pojam verivatno}e. Verovatno}a je vezana za slu~ajnost, dok su nerazgovetni skupovi 
vezani za nerazgovetnost, neodre|enost i uop{teno re~eno za subjektivnost. Pod 
subjektivno{}u podrazumevamo li~ni pogled ili li~ne ose}aj za prou~avani 
problem. ^ak i subjektivnost daje mogu}nost da se uvede ure|enost. Objasnimo to na 
pojmu idealne ta~ke. Svaka ta~ka u prostoru stawa sistema mo`e da bude mawe ili 
vi{e udaqena od nekog idealnog stawa. Stepen te udaqenosti izra`avamo preko 
vrednosti funkcije pripadnosti. Kada se govori o skupovima, imaju se u vidu 
elementi sa nekim zajedni~kim svojstvom. Kod nerazgovetnih skupova imaju se u vidu 
elementi koji delimi~ni poseduju to svojstvo. Na primer, u prostoru stawa mo`emo 
da odredimo nerazgovetni podskup mogu}ih stawa. Nazivaju}i stawe ”mogu}im“, 
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jednostavno imamo u vidu da tako o wemu prosu|uje neki pojedinac. Svako 
prosu|ivawe odre|uje poseban nerazgovetan skup. 

 Prednost kori{}ewa pojma nerazgovetnog skupa je jednostavnost i op{tost. 
Nerazgovetan sistem nije slo`eniji od deterministi~kog, a omogu}ava re{avawe ne 
samo jednog problema ve} cele grupe problema. Istovremeno se model uslo`wava, jer 
se dopu{ta da neki parametar mo`e da uzima bilo koju vrednost iz nekog intervala. 
Tako dobijeni sistem mo`e da se posmatra vi{e kao sistem za dono{ewe odluka, nego 
kao prost opis prelaza sistema iz stawa u stawe. To }emo detaqnije prou~iti u 
narednim poglavqima. 
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