LINEARNI STATISTI CKI MODELI

(LINS)

Podsetnik pojmova i primera



| DEO
Uvod u teoriju linearnih statisti ¢kih modela
GLAVA 1 (Elementi mattine algebre)

Definicija1-1 (Realno polje skalara)
Realno polje skalara R je skup realnih brojevéd(a,.) zatvoren u odnosu na operacije

sabiranja i mnozenja realnih brojeva.

Napomena: Skup realnih brojeva B je zatvoren skapza
a,b0B a+b0OB ialCbOB;

pri cemu su “+” “L” uobicajene operacije sabiranja i mnozenja realnih beojev

Definicija 1-2 (Vektorski prostor)
Vektorski prostorR" (n - dimenzionalni realni Euklidski prostor) jeugkvektora
zatvoren u odnosu na vektorsko sabiranje i mnoAexktora skalarom. Pri tome je vektor

(uredeni niz realnih brojeva): vektor kolonaili vektor vrsta (transponovani vektog)
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Napomena:

a. Vektorsko sabiranje vektora+y =




b. MnoZenje vektora skalarom:

i
1

&
1

alR,XOR" - al

axn

c. Vektori xiy su kolinearni (leZze na istoj pravoj) ako:
ab,x0R"ia,bOR - a=alxib=b0x
d. Koristimo iste oznake “+” i £” kao i za uobiajene operacije sabiranja i mnozenja,

vode&i raduna da radimo sa vektorima.

Definicijal - 3 (Dimenzija vektora, Jednakost vektora, Nula vekto

a. Dimenzija vektora je broj elemenata (komponentgrkmata) vektora.

b. Dva vektora su jednaka ako su im jednaki odgovarajementi.

c. Nula vektor je vektor odgovardje dimenzije, sa svim elementima jednakim nuli:

0
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I

Primer 1-1

a. 7<+y=H b.37<=ﬂ c. dim(z)=3

d. =3 X X i u su kolinearni vektori.

Definicija 1-4 (Linearna kombinacija vektora)

Linearna kombinacija vektora X, X,,.... X, je:



X +aX, +........ +aX ; alR, X0OR" , i=1,..... r.

Vektor Z= Zai X, je linearna kombinacija vektora X, , i=1,....... I
i=1

Definicija 1-5 (Linearna zavisnost vektora)

=

Vektori X,X,,......X. su linearno zavisni, ako postoje skalaj,a,,....... A, koji nisu

svi jednaki nuli, tako da je njihova linearna komdutija jednaka nula vektoru.

X, A%, o +taX =Y ax =0 ; az0,i=12...r

Napomena: Svaki vekton'xi se moze izraziti kao linearna kombinacija ostagktora.

Suprotno su vektori linearno nezavisni.

Posledica 1-1(Linearno nezavisni vektori)
Ako Y ax =0 poviaidasu a = 0, i=1,....r
i=1

onda su vektori X, X,,....... X. linearno nezavisni.

Napomena: Nijedan vektog,X,,........ X, se ne moZe izraziti kao linearna kombinacija

ostalih vektora.
Ova posledica s&esto koristi za proveru linearne zavisnosti.
Primer 1-2

a. Vektori € i €, su linearno nezavisni vektori:

6 +a8 = L, O-a1-6 —a,=0-8 i@
a6 262_310 a'zl_az_—’ai_z_ -6 2

su linearno nezavisni vektori.

1
b. X= {2} =1*¢ +2*€é, - VektorXje linearna kombinacija vektorg i €, .

. _ 1 3 - a +3a,=0
ax +au, =a, > ta, 6 =0 -

3X-0=0 - U0=3X - XiuU



su kolinearni vektori.

Definicija1-6 (Unutrasnji proizvod, Duzina vektora, Jedmivektori)

a. Unutrasnji proizvod (Skalarni proizvodX'y = X'* y

¥

XY =Xy, X5 =)%Y =Y yix =y%=c,cOR
i=1 i=1

L Yn ]
Napomena: Za skalarni proizvod i mnozZenje vektiedasom, koristimo iste oznake, a
naziv “skalarni” potte odcinjenice da je proizvod jednak skalaeR .

b. Duzina vektora (Norma vektora)

n
|X| = +V/X'% ; pricemu je Xx =Y x* (suma kvadrata elemenata vektokd
i=1

c. Jedinini vektor | je vektorgija je duzina 1 ﬂ]” =1.

Primer 1-3

a. Vektori €,€, su jedinéni vektori:

el =laal

b. DefiniSimo vektore:

=1 [ =[ot) 7 |-

it

kako je: ViV, = [1/[2 , J/JE]* E\g} =1Y2+12=1

vy, =V 2 ,-1V2)r {—]g/\/\/ii} =y2+12=1

~ |V =|V|=1 - Vv, i Y, sujedinénivektori.



Napomena:

Vektori €,6,,....... &, su specijalan tip jeditinih vektora, zvani Elementarni vektori:
1] 0] [0]
0 1 0
él = _éz = _én =
0] 0] 1]

Lema 1-1(Skalarni proizvod i ugao iznda vektora)

X*y=|¥ [y cosr , a jeugaoizméu vektorax i y.

%x=14 , yy=6 , Xy=-1
|X|=v14=3.7 , |y|=v6=25 , coda)=-011 - a =96

Definicija 1-7 (Ortogonalni vektori)

Vektori su ortogonalni(Y( U y) ako je:xXy=0

Napomena:
Ako su

xz0, y20 i Xy=0
~ X=X [y coda)=0 - coda)=0 - a=90

Definicija 1-8 (Orto-Normirani vektori)
Vektori su Orto-Normirani ako su ortogonallﬁit O y) i ako su normirani
(%=1 Is1=1).
Napomena: Vektori su normirani ako im je norma (dagjedan, a postupak sienja na

normirane (jedinine) vektore, zove se normiranje.



Primer 1-5
a. Vektori € i &, su orto-normirani vektori:

- 0 C s 0 . :
a-1. elezz[lo]* L =0 1 e2q=[01]* L =0 - ¢ 0@é, « Vektorisu

ortogonalni.

Ugaoa izmelu & i@, je 90°, jer je na osnovu Leme 1-tpda)=0.

a-2. Elementarni vektorg, i e, iz primera 1-3 su jeditini vektori:

lel" = [lol*m =1i [gf :[ol]*m =1

b. Vektori Vv, i V, iz prmera 1-3 su orto-normirani vektori:

ww, =YV2, J/ﬁ]{_]/ﬂ@}ﬂ/za/zw

ATA :[J/\/_Z , -ﬂﬁ]*ﬁﬁ} =1/2-12=0

Vektori su ortogonalni a na osnovu primera 1-3 sarmirani.

Lema 1-2
Ako su ne-nula vektorix;, X, ,....... X. ortogonalni, onda su i linearno nezavisni.
— r —
Xx#20 , X 0%, , i#zj;0j=1.... r- >axz#0
i=1
Dokaz:

Posmatrajmo ortogonalne ne-nula vekt@el b;



Na osnovu posledice 1-1. vektoria i b su linearno nezavisni vektori.

Primer 1-6

a. Posmatrajmo ortogonalne vektore (slika 1-1)

]

Na osnovu Leme 1-2. X, i X, su linearno nezavisni;
a121+a222¢6 - Xziaxl (a:-al/aZ)
I v . - . . — e
Vektor X, ne lezi na pravoj oddenoj linearnom kombinacijom vektorg(linearna

kombinacija vektoraX, jeax ,allR).

1. . , o : :
Vektor Z= L} je linearno nezavistan od, ,ali Zi X, nisu ortogonalni vektori.

slika 1-1

b. Posmatrajmo ortogonalne vektore (slika 1-2)

3 0 0
% =|0| , x,=[4| , X, =|0
0 0 5

Kakoje X DXie 1%~ aX +a% +a% #0
- X3¢aXl+bX2 (a:_ai/%’b:_az/ag)

I [ . - . . .
Vektor X, ne lezi u ravni oddenoj linearnim kombinacijama vektora



% i X, (ax,+b%, ;abOR)
1

Vektor Z=|1|=

j)?l +(%)XZ lezi u ravni vektoraX, i X, .
0

3
0

A
4 X2
Xy
>
3
X3
5
slika 1-2

Definicija 1-9 (Baza vektorskog prostora)
Baza vektorskog prostora je svaki skup linearn@wisnih vektora, zvanih Bazni vektori,

pomaiu kojih se moze izraziti svaki vektor prostora, kgibova linearna kombinacija.
Napomena: Ako su bazni vektori:
ortogonalni - Baza je ortogonalna baza

orto-normirani - Baza je orto-normirana baza

Gram-schmidt-ovim postupkom ortogonalizacija miagje linearno nezavisne vektore

Primer 1-7
Vektori iz primera 1-3



obrazuju dve orto-normirane baB i B,:

B=(.8) i B,=(\.9)

Napomena:

Na slici 1-3-a je klaghi Euklidski prostorR® definisan bazonB,, a na slici 1-3-b isti

Euklidski prostorR? definisan bazonB, .

A
1 el
1/+/2 A
€, 1//2
>
1
\j
~1/-/2 2
a.B =(¢.8) b. B, =(v,.9,)
slika 1-3
Lema 1-3

Svaki vektor se moze jednozm® prikazati u bilo kom drugom vektorskom prostaste

dimenzije, odgovarajim operacijama promene vektorske baze.

Primer 1-8

Dat je vektorX = u Euklidskom prostoru sa bazoB)

NIERLN| -



Vektor x se moZe pretstaviti u vektorskom prostoru sa drugazom,B, = (\71,\72) kao
vektor X =av, +bv, ; pri tome skalare a i b treba odrediti:

pomnozimoX =av, +bv, saV, —» ViX=al+b0=a

pomnozimoX = av, +bv, sav, —» V,X=a0+bl=Db

Kako su vektoriv,v, (iz Primera 1-3) i vektox, poznati vektori, imamo:

3 . 1
a= =053 i b= =018 - X=0.53, + 018V
(4v2) (av2) ' ?

_ [o053
X =
{Qlé

u prostoru sa bazorB, = (\71,\72)

Napomena:

Koordinate 0.58 i 0.18 vektora u prostoru sa bazorB, pretstavljaju projekcije vektora

X na odgovarajée vektorev, i vV, bazeB,, za razliku od koordinata vektora:

0.53
Z= u prostoru sa bazonB, .
{0.18} P NS,

1“‘65
1/-/2
\Y;
e a 1
14 2 1/-/2
>
1/2 1
b v,
-1/+/2
a.B =(8.6) b. B, =(V,.V,)

slika 1-4

Definicija 1-10 (Saglasno matrice, mnozZenje matrica)



Pravougaone matricé,,, i A, su saglasne (kompatibilne) ako je ngime je mogude

mnoZenje matrica:

Proizvod matricaA, , =|a,, | i B,, =|b ;] je matricaC,,, =|c ;| pricemu je

C,=Yab, ;i=l...m; j=1...]
k=1
Lema 1-4

Matricno mnozenje nije komutativno (nije uvek AB=BA).

Lema 1-5 (Asociativnost)

Mnozenje matrica je asociativno, ali samo u istarefku matrica.
(AB)C=A(BC)

Primer 1-9

1 4
Dati su vektori X={2|,y=|5
3 1

a. IX=XI=X
4 5 1

b. Xy'=/8 10 2 cXy=170R d. Xx=14
12 15 3

Napomena:

Jedintna matrica reda n je matrica oblika:

1 0 . .. O]
o1...0
| =

_OO 1_n,n

Definicija 1-11



Matrica A je Simetidna matrica, ako jeA' = A, pri¢emu je A’ transponovana matrica
matrice A.

Rang matrice je maksimalan red submatrigae,je determinanata razita od nule.
Matrica A je inverzna matrica, ako j&" A= AA™ =1

Matrica A je Singularna marica, ako j& = de{A) =0

Matrica a je Regularna matrica (nesingularna, guanga) ako je:
|A=de{A)#0

Definicija 1-12
(Linearna transformacija, Kvadratna forma, Bi-limeaforma)

a. Linearna transformacija vektord (0 R™ prostora R™ u vektorZ JR" prostoraR",
definisana je sa:

Z=AX ; pri¢cemu je A matrica transformacije.

Napomena:

Generalno imamoz, , = A, X,

Specijalni sldajevi su:

Zam=n - Z=AX, pri¢emu je A kvadratna matricax,Z[R"

Zam=1 - z=aX, pri¢emu jed’ vektor vrata;x OR" i zOR*'

b. Kvadratna forma jey = X'AX ; pri¢emu je A simettina matrica;yOR* , X OR"
c. Bi-linearna forma jez = X'Ay ; pri¢emu matrica A moZze da bude kvadratna ili

pravougaona matrica;z 0 R*

Primer 1-10

2 1
L]
X, Y2 13

a.  y=XAX=2X"+2xX, +3%;

b. Z=XAY=2XY, + XY + XY, +3X,Y,

Definicija 1-13 (Pozitivna definitivnost)

Kvadratna forma i matrica A su Pozitivho definitide: X'AX >0



Napomena: Ako jexX'AX =0 , matrica A je pozitivho semi-definitna (ne-negat

definitna).

Lema 1-6 (Rang matrice)

Rang matrice je:

a. Maximalan red minora razitog od nule.

b. Maximalan broj linearno nezavisnih vektora kolomsfa matrice.

Primer 1-11
12 3 1 2 3
A=|4 5 6|, k. =|4|, k,=|5|, k,=|6
7 809 7 8 9

1 _ _ _
det(A)=0 ; M, =‘4 j= -3#20 - rang(A)=2 ;k, =-k +2k,

Definicija 1-14 (Parcijalni izvod po vektoru)

Za funkciju y= f()?) parcijalni izvod po vektoru je:

[ay/ox, |

| 0y/0x, |

Posledica 1-12

Za linearnu transfrmacijiy = a'x i kvadratnu formuy = X'AX

izvodi su:dy/oX =a i dy/oxX = aAX

Primer 1-12

a. a=(235) , y=ax=2x +3x,+5%, — dy/% =(235)



Z=2X2 +2X,X, +3X5

2
A= : _ _4x, + 2x,
13 - 0y =2AX =
2%, + 6X,
Lema 1-7
P E F
Za blok matriceA = Q i B= vazi:
R S G H
P R PE+QG PF +QH
A= , AB= Q Q
Q s RE+SG RF+3H
Primer 1-13
Inverzne matrice diagonalne matrice D i skalara c |
10 0 O 01 0 O
D=0 5 0f - D*'=|0 02 O [
0 0 2 0O O 05

c=[10d,, - C*=0010R

Definicija 1-15 (Ortogonalne matrice)

Kvadratna matrica je ortogonalna akoG&C = |

Napomena:

a. Vektori i kolone/vrste ortogonalne matrice, sudumsobno ortogonalne.
b. C'=C™

Lema 1-8

Linearna transformacijg = Cx je ortogonalna transformacija, ako je kvadratn&riceaC

ortogonalna matrica. Pri tome, vektori kolone/vrsigrice C obrazuju orto-normiranu

bazu:

Definicija 1-16 (Euklidsko odstojanje iznde vektora)
Euklidsko odstojanje iznde vektoraX i y: d(7<, )7) =C



I

definisano je kao pozitivni koren kvadratne forfye- %) (y - X) ;

pri ¢emu je:

Lema 1-9

Ortogonalna transformacijg = Cx zadrzava isto Euklidsko odstojanje.

Dokaz:

Definicija 1-17 (Karakteristtne vrednosti, karakterighi vektori)

Karakteristéne vrednosti kvadratne matrice B su koreni karétiéne jednaine

B-Al|=0.

Napomena: MatriciB - Al| je karakteristina matrica, a odgovaraja funkcija poA je

karakteristtni polinom.

Karakteristéni vektori su vektorix, # 0,za koje je:
[B—/li I ])“(i =0 ili Bx, =AX ;pricemusu/, odgovarajie karakteristine vrednosti

karakteristtnih vektora X, .

Lema 1-10
Svaki vektor, koji je kolinearan sa karaktetistim vektorom, je takide karakteristian

vektor.

Dokaz:
Neka je(A,X) par karakteristinih vrednosti/vektora; i neka je vektgr=cx , cOR
kolinearan s&, tada:

BX=AX - B(l/ c)y = /](1/ c)y - By=Ay - ¥ jekarakteristian vektor.



Primer 1-14

10
Data je matrica A, koja nije simatna matrica A= [1 3}

Odredi karakteristne vrednosti i vektore.

1-A 0
0 1-4,
- Al =1, /]2 =3

1 0| x X - S X =%
= - =1 —
L 3}{&} J{xj A% =A% {xl +3X, = X,

- X, ==2X, (imamo beskor#o mnogo reSenja, pa jednu komponentu vektora loiram

|A—/1I|:‘ =(1-1)3-2)=A-41+3=0

proizvoljno: x, =1) - x,=1i x, =-2

10 . . =3
P I W
2 2 X 3%, =3X,

- X, =1 (X, biramo proizvoljno)-» x, =0

Dobili smo parove karakterigtiih vrednosti/vektora matrice A:

Deobom karakteristnih vektoraX, i X, sa odgovarajim normama:
|%]=+'5 i [%,|=1, dobijamo normirane karakteristie vektorex, i x, , sa istim

karakteristtnim vrednostima:

A=1, xsz{_j%ﬂ i A, =3, Xﬁm

Lema 1-11

Ako je A realna simettha matrica reda n, tada su karaktefrstivrednosti4, ,i =1,.....,n

; realni brojevi a karakterigti vektori X ,X,,...X, su mé&usobno ortogonalni.

Napomena:



Kako se na osnovu Leme 1-10, karaktemmstvektori mogu normirati deobom sa svojom

duzinom, za simetthe matrice uvek mozemo posmatrati orto-normiramaktaristéne
vektore i ozndavamo ih sag,,&,,..&, ;
e 0, i#]
€€ = L
1, 1=]
Primer 1-15

10
Za matricu A= L 3} iz Primera 1-14, koja nije simeinia matrica, karakterigti
- 0
vektori X, = 215 i X, =
1/+/5 1

su normirani vektori ali nisu ortogonalni:

Definicija 1-18 (Generalisano odstojanje)
Generalisano odstojanje vektoxay ; D(X,y)=c
definisano je kao pozitivni koren kvadratne forme
(v-%) Aly-%)
simetricne pozitivno definitne matrice A, ptemu je:

¢ = (y-%) A(y-%)

Lema 1-12

Sve t&ke X' = [xl,xz, ..... ,xp] koje su na istom konstanthom generalisanom odygtgjad

koordinatnog peetka: ¢ = D(Y(,f)) , leze na hiper-elipsi (za p=2 elipsi)a su usmerenja
osa data karakterigtiim vektorimag ,&,,......€,, simetréne pozitivno definitne matrice
A. Duzine poluosa suc/\/A_i, pri ¢emu su/, dgovarajide karakteristine vrednosti (slika

1-5).



slika 1-5
(Kontura ekvi-distantne elipse ¢&ka na konstantnom generalisanom odstojanju ¢ od

(0,0); p=2 ;c* = X'AX)

Primer 1-16

5
1 } i odgovarajdu kvadratnu formu

Za simetrénu matricu A= {

X'AX = %7 —=10x,x, + X2, odgovarajai parovi karakteristinih vrednosti/vektora

(1.8) . (4,.&) su:
A=6, A,=-4, €= ]/ﬁ , €, = ]/ﬁ
-1/32 Y2
Dobijeni karakteristini vektori su orto-normirani, ali kao matrica A eijpozitivho
definitna (kvadratna form&'Ax = x7 —10x,X, + X, nije pozitivna za sve vrednosti vektora

X) to nije mogude definisati generalisano odstojanje, a samim tinskicirati ekvi-

distantnu elipsu odstojanjateka od koordinatnog getka.

Napomena:

Za c=1 ekvi-distantna elipsa konstantnih odstojargatake (0,0) i uprkos postojanja

vektora usmerenja osa elipg i €, , nema definisano odstojanje, pa samim tim ni

duzine osa. Naime duzine osa Qﬂ:]/\/ﬁ i D, =1/</-4 , pri ¢emu D, nije realan
broj.

Definicija 1-19 (Spektralna dekompozicija)



Spektralna dekompozicija simeine matrice A reda k je:
A =ACE +A 88 +..... .t AEE
Pri ¢emu su(A,8) parovi karakteristnih vrednosti i orto-normiranih karakteristih

vektora matrice A.

Primer 1-17

aspektralna dekompozicija je:

-z

Za matricuA:{ 3

V2
2

A =AGE +A 88, Pricemujed, = 4, A,=11 & :{ﬁf/ﬂ @ =U§§/f§}

Lema 1-13
Simetrina matrica reda k je pozitivno definitna, ako i saako su sve karakterigtie

vrednosti pozitivni brojevi.

GLAVA 2

(PARAMETRI | OCENE PARAMETARA VISE-DIMENZIONALNIH RASPODELA)

Definicija2-1  (Parametri viSe-dimenzionalnih raspodela)

Xl

Za sliajni vektor X =| . | , pri¢emu su X, i=1,.... P

L% ]

slutajne veltine, definisani su sledeparametri:



a. Vektor asekivanih vrednosti:

E(X,)] [

ex,)| |,

b. Disperziono-Kovarijaciona matrica:

a, a, a,

ZZE{(X_[’)(X_[’)}z An A Ay =[aij]

a a

pl p2 pp

Pricemu je:
a, =a? =E(X, -y ) , Varijansa sleajne komponenet¥,

a, = E{(xi - U )(Xj — U, )} =a; , Kovarijansa skajnih komponenti

c. Korelaciona matrica:

1 P Py )
P=| Py 1 Py |= [pij] , Pricemuje p; = p; = ~ "a
Pn Pp 1 i djj

d. Matrica standardnih devijacija:
Va, 0 0
V2= 0 a, O
0 0 Ja,
e. Generalisana varijansa:

2| = def>)

Definicija2-2 (Generalisano statigkio odstojanje)
Generalisano statigto odstojanje vektor& i y : D(X,y)=c
definisano je kao pozitivni koren kvadratne forme

(y-%) 2 *(y-%)

simetriéne pozitivne definitne, disperziono-kovarijacionatnte ). ;



pri ¢emu je:

Primer 2-1

Slwajni vektor X' = [xl,xz] ima Uniformnu raspodelu na oblasti
D =((x,x,) :0<x, ,0<x,<1)

Odredi:

a. Vektor aiekivanih vrednosti.

b. Disperziono-Kovarijacionu matricly

c. X1

d. Korelacionu matricu.

|15 0<x;<1 _ _{1; 0<x,<1
f(Xl)_{o; \an I f(XZ)_{O; \an

a p=[12,12

E(X1[X2):]/4 - 671220’21:],/4—]/2[]/2:]/12
b. z{1/12 02}

0o n
12 0
-1

c. X {O 12}

10
d. =

o

e.  [Y]=00064



Primer 2-2

10

5
Posmatraju se dvediee, date vektorima X; { J I X, = {5} kao realizacije

- | X
slucajnog vektora X = {Xl} , za koji je poznat varijabilitet, dat disperzieno

2

- . 50
kovarijacionom matricom. = 0 1l

Odredi Euklidsko i generalisano stati&kt odstojanje t&aka od koordinatnog getka.
Koja od ovih t&aka je blizu koordinatnom petku, zavisno od posmatranih odstojanja.

Euklidsko odstojanje d(%,y)=c, tataka datih vektorima % i y dato je kvadratom

odstojanja: ¢’ = (y—ﬁ) (y—ﬁ) a generisano stati&tio odstojanje vektor& iV,

D(7<, V):c, zavisno od simetthe pozitivno definitne matricg., dato je kvadratom

odstojanja:c? = (37 - 6)' > (37 - 6)
Imamo da je:
d,(%,.0)= 1005 , D,(x,0)= 458

— —

d,(%,0)= 707 . D, (%, 0)= 548
- d,>d, i D,<D,

Rezultat na prvi pogled izgleda nelogp. Pri r&unanju Euklidskog rastojanjaceka,
koris¢eno je pravolinijsko odstojanje, dok je priceaanju generalisanog statétog
odstojanja uzimana u obzir dinjenica o varijabilitetu taka sl¢ajnin komponenti

vektora. Naime, varijabilitet taka vektora po pravcu komponentgje a,, =5 i vedi je
od varijabiliteta taaka vektora po pravcu komponernXg koji iznosi a,, =1. Uzevsi to u
obzir “otezavamo” viSe tke sa véim varijabilitetom, od té&ke sa manjim varijabilitetom

(“retkim tackama”), i zato je @ka x, "statisticki” bliza koordinatnom p&etku od téke x,



Lema 2-1

Za linearnu transformaciju slajnih promenjivih X, X,,...... X
Z=CX
4 X1
. |z - | X
qu qu
Zq XP

vektor asekivanih vrednosti i disperziono-kovarijaciona nirsluiajnog vektoraZ dati

Su sa .
a. i, =Cp,
b. ¥,=C¥,C

Posledica 2-1

Ako je matrica C iz Leme 2-1 data kao vektor vrsta

¢ =l ,cp], tada za linearnu transformaciju

CX =¢ X6, Xy, €, Xy imamo:

a. E(C'X)= Gl = Cfly, Colly e Cp

b. Var(c’)?):a'zg
Primer 2-1
o | X a, a
Dat je sl@ajni vektor X :{ 1} safl, :{/"1} iy, :{ 1 12}
X 2 ayn 0

Odredi vektor ¢ekivanih vrednosti i disperziono-kovarijacionu ni@it linearnih

kombinacija Z, =X, -X, 1 Z,=X;+X, ufunkcijiod z, i 2,.

I T P



5 [T 1)[X] L ok 1
1 1]|X, ’ 1 1
~ A B Ay
meensly
11\
b. Zz =CZXC' ={63'11_20'12 ta,, a,—0ay }
a, —0d, 0'11"'20'12"'0'22
Napomena:

Ako slwajne veltine X, i X, imaju iste varijansea,, =a,, i ako su nekorelirane
slicajne veltine (012 202120) onda je disperziono-kovarijaciona matricacsjnog
vektora Z data su:

O a11+a22

z =CZ Cl=|:all+a22 O j|

Znati da su zbir i razlika dve nekorelirane &ine veltine X; i X, sa istom
varijansom, sléajne veléine ,Z, =X, -X, i Z,=X,+X, , koje su takde
nekorelirane i imaju istu varijansu

Var(zl) :Var(zz) - (0'11 + azz) :
Primer 2-2

- X*
Ako je sluiajni vektor Z* = {Y*} vektor standardizovanih i normiranih &jnih

- | X
komponenti slgajnog vektoraZ = {Y} dokazati da je:

a. Korelaciona matrica stajnog vektoraZ * identicna sa korelacionom matricom

slutajnog vektoraZ :



b. Korelaciona matrica slajnog vektoraZ * identiéna sa svojom disperziono-

kovarijacionom matricomp,. =%,

Dokaz:
X* — (X _:ul) , Y* — (Y :uZ) E(X)zﬂl E(Y):lu2
al aZ
Var(X)= all Var(Y) = a22 all = al \la22 = a2
- E(x*)=Ee(r*)=0 ()
~ Var(X*)=Var(Y*)=1 (02)
*1
- Ogeys = yy :E{(X*_/Jl)(Y*_/Jz)}zE(X*Y*)_
(X-m)(v-)] _ 1
E = = D3
{ R L Rl (me)
_ Gy 7 3
- px =a p (D4)
y /—am /—an Xy xy
1 Py |™ 1 Py
a = = = 5
P R (s
| O Ty |d 1 G (31 a0 _
b ZZ—LW GWHGN 1 H% 1}—/92—/72 - 2y =Py
Definicija 2-2 (Matrica podataka)
A e R Y
Y = =CX , C=
1 1]|X, 11
Xl
. : e - | X, : :
Za p-dimenzionalni skajni vektor X = , ha osnovu uzorka obima n , formira se

matrica podataka:



=)

Pricemu je:x; j-to merenje, i-te komponente vektoFa. Na osnovu dobijene matrice

podataka, mogu se iztanati ocene parametara &jnog vektoraX ;

E(X)] 44 ]
a. Ocena vektoraaekivanih vrednostiz = E()Z) = . =| . | je vektor uzor&kih
E(X,)] |4
Xl
sredina:X =| °|; pri éemu je X, :]/nz X; uzordka sredina, i-te komponente
: =
XP
vektora X .
b. Ocena disperziono-kovarijacione matrice
a, dap, alp
5 = a, 0dy a,, :[a”]
apl apz app

je uzor&ka disperziono-kovarijaciona matrica:

S, So S,
S
S, = S S 2P =[Sj] : pri gemu je:
Spl sz Spp

S :ﬂnzn:(xik - X )(XJ.k - )71.) , pristrasna ocena za, .

c. Nepristrasna ocena disperziono-kovarijacione mafyige:



Sll S12 Slp
S
S - Sy 22 SZp :nL—J_S”:[Sj] pricemu je

S S

p2 pp

s, =9/(n-1)> (X, - X, )X, - X, ) nepristrasna ocena zg .
k=1
Ocena S “bolja” iako se podrazumevaju uzorci “vegjk obima. Koristtemo nepristrasnu
uzoraku disperziono-kovarijacionu matricu S za ocenjjeamatrice?. .
d. Generalisana uzatka varijansa je:S = de{S)

e. Ocena korelacione matrice je uzorg&ka korelaciona matrica R:

1 Mp
R= 1 C P& ; S
=y r, | ; pricemujer, =r; = —
r r 1 \ i 2jj
pl p2
Lema 2-2
X,
Uzorak obima n, p-dimenzionalne sldajne promenjive X =| . | moZe se
Ry

predstaviti i kao realizacija slutajne n-torke (Xl, xz,....xn) , uoznaci (%,%,,...X,) ,



r &emusuX. ,i=1,....,n : p-dimenzionalni sldajni vektori X. =| . | a vektori
1 i
| X ]
Xy
kolone X, =| . | , odgovarajute realizacije.
| Xoi

Dakle, imamo da je matrica podataka,, = [)?1,22,...Xn].

Na osnovu toga , moge je vektor uzorgkih sredina i nepristrasnu uzokal disperziono-

kovarijacionu matricu, knati koristéi matricne i vektorske operacije:

a. Na osnovu matrice podataka imamo:
X =1/nX,1 , pricemu je vektorl' =[11,...1] i

S=1/(n-1)X,, X, -n/(n-1)X X'

b. Na osnovu sléajnog uzorka(Xl, )22,...)?”) imamo S =1/ ni()zj - )7)()2] - )_()

=

Napomenimo da od ova tri ¢iaa ra&unanja najpogodniji je rad sa matricom podataka.

Primer 2-3

0 2 4

Data je matrica podatak , :[4 1 O} . Odredi:

a. Vektor uzorgkih sredina
b. Uzoraku disperziono-kovarijacionu matricu (nepristrasnu)

c. Uzoratku korelacionu matricu

| - Nagin

a. Za X, =1/n) X, , i=12 imamo

j=L



%, =1/30+2+4)= 2 , X,=1/34-1+0)=1 - X:m
b. Za S, :1/ni(xik —Z)(xjk —)Tj) imamo
=1
s, =1/2{(0-2) +(2-2)° +(4-2)’}=4
7

s, = 1/2{(4—1)2 +(-1-2)* + (0—1)2}=
s, =1 2(0-2)(4-1)+(2-2)(-1-1)+(4-2)0-1)} =4

4 -4
Uzoraka disperziono-kovarijaciona matrica&:{ 4 7 }

[ - Nacin

1
a. Koristimo X =1/nX 1 7—]/30 2 412
' R o SN I I B

b. Koristimo 0O 2 4 0 4 3[2 4 -4
. s=1/2{ } 2 -1 ——{ }[2,1]{ }
4 -1 0 40 2|1 -4 7

1l Nagin

a. Koristimo )7:12)21; pricemu je
n=

{ )]Zn;(xj _)_()(7(1 _7)

et e

b. Koristimo



1 - 075
R=
{— 075 1 }



GLAVA -3
(VISE-DIMENZIONALNA NORMALNA RASPODELA)

Definicija 3-1

Generalizacija skajne veltine X, koja ima jedno-dimenzionalnu Normalnu rasglad
N(,u,az), sa funkcijom gustine verovatfm (f.g.v.):
1 _(X_ﬂ)z

e 202

a2 ’

-0 < X < 400

u p-dimenzionalni skajni vektor X =| . | , sa viSe-dimenzionalnom normalnom

Ryl

N, (2, %) raspodelom, data je sa f.g.v. :

. 1 —Y2(z-p) 3z
f(x): e Z(X /u) z (X /u)
(zn)p/2|z|l/2
za -—o<Xx <+ ; i=12,..,pPri tome je i, vektor @ekivanih vrednosti aX

disperziono-kovarijaciona matrica.

Lema 3-1

a. Zap=1 f.g.v. (%) se svodi na:




Pricemuje:Xx=x , g=u ,x=a*,>*=1a? , dety =a?
W
i f(x)=ke? ; c?®=(x-pa2(x-u), kOr

b. Zap=2 f.g.v.f(x) se svodi na:

o

c. f(xy)=ke? ; pricemuije

Lema 3-2
. . L - X* .
Za standardizovani i normirani gljni vektor Z* = {Y*} f.g.v. je
Ly 1z
f(z): 1 zez()z()
(27r)1-p
- 0 1
Pricemu je E(Z*): i X, = P
0 p 1
Primer 3-1
. = X _ .
Za sl&ajne komponente vektor&Z = {Y } N, (/,1 D ) vazi da ako su

nekorelirane, onda su i nezavisnecajne veltine. (Napomenimo da obratno vazi i bez

pretpostavke o normalnoj raspodeli)



Cov(X,Y)=0 ~ p=0 ~ f(xy)="f(x)f(y)

Lema 3-3

Ako je (/],é) par karakteristinih vrednosti/vektora, pozitivno definitne matrig¢e, onda

je (1/1,8) par karakteristinih vrednosti/vektoray. ™.

Lema 3-4
Kontura funkcije gustine verovatém, p-dimenzionalne Normalne raspodele, sa
konstantnom vrednoés (f.g.v), je hiper-elipsa definisana za vrednogti tako da za

kvadrat generalisanog statétog odstojanja teaka X od centrag vazi:
¢ =(x-z) £*x-A)

¢’ =(x-p) X*(x- )
Pri tome je centar hiper-elipsgi, a ose su orjentisane u pravcima vekt@Ea
(karakteristénih vektora disperziono-kovarijacione matricg. DuZine poluosa sujc’A

, pri¢emu su A odgovarajde karakteristine vrednosti.

Sve t@&ke X , koje se nalaze na konstantnom generalisanost&edim odstojanju odu

U

zadovoljavaju:c® = (x - 1) X (% - ), a za sve tke koje se nalaze unutar hiper-elipse

I

vazi: (x - z1) 2 (x- @) < c?

Primer 3-2

Posmatra se 2-dimenzionalna Normalna raspodetajshg vektora

- X
X{ } D N, 1, 0,,,,0)



a, a _ . y )
data sa fi = {’Ul} Y :{ H 12} . pri &emu je varijansa komponenti ista:
M, a; 0y

a,=a, =a’.
Odredi konturu (f.g.v.) na konstantnoj visini odma X,y.

Kako iz |~ -Al| =0 sledi:

a’-A  a,
a, a’-)

A=a’+a,
:(az_/])_alzzzo - {/1 — 2
2_a alZ

Odgovarajudi karakteristtni vektori zadovoljavaju:

2 U 7
— a a e e -
>8 = 12 l=(0’2+0') 1:/161_)
2 | 12 , 1
a, a”|l& €,
2 7 (- 2 7
{O’ € +0,,6 —(O’ +0’12)e|
7 2 A — 2 7
a, el+a €, —(O’ +0’12)%

ea,,—-ea,=0
- '1 v '2 v - ellallz - e'2012 =0
€.a, —€,a,, = 0

- g=¢=kOR - él{z L e =+av2
o . _[142]
Posle normiranja vektora, imamo da j& = .
‘ & L/fz_

Slicno tome za karakterigtiu vrednostA,, posle reSavanja sistema je&ina i posle

o
2

Kontura elipse (slika 3-1-a) koja se nalazi negjigisini h, od ravni x,y je:

normiranja vektora, imamo da je drugi karaktetistvektor &, :{

1
(27)a*(L- 0?)

e
h=ke 2 ; pricemuje k=

i c?=(x- ,Z/)' > *(x- 1) kvadrat generalisanog stati&ibg odstojanja svih taka na

hiper-elipsi “statistiki podjednako” udaljenih od centra .



a,=0,=a", p=a,la*>0

slika 3-1-a

a,=a,=a*, p=a,la’< 0

3-1-a

slika 3-1

Primer 3-3




Za sliajnu veltinu X, koja ima NormalnuN (,u,az) raspodelu, odredi oblast, za koju je

generalisano statisko odstojanje manje od c=3. Skiciraj tu oblast. €ldvisinu konture

tacaka (f. g. v.) koja su na konstantnom generalisasiatisttkom odstojanju ody .

Za X :N(y,a?)imamo¥ =|a?|=a?0R , p=p0OR , %x=x0OR
Sve t&ke koje se nalaze unutar konture sa ekvi-distantsiatisttkom odstojanjem,

zadovoljavaju nejedrau:

(x —/7)' Y (x-p)<c? iliza N(u,a?) raspodelu koja ima (f. g. v.)

e 2 , -00 <X < 400

pricemu su a?,u,cOR.
+ oo X=U+ o0
S R i
— 00 X=U—o
Dakle, sve té&ke koje se nalaze unutar oblasti sa generalisatatist&kim odstojanjem
manjim od ¢, zadovoljavaju:
H—ca<x<u+ca
Odredimo, usmerenje osa i duzine poluosa, ekvadise konture.
Karakteristéna vrednostd = ?
£-Al|=la*-A=0 = A=a”0OR
Karakteristéni vektor €=7?
>é=18 - ag’8=a’ - e=alR - e=g/ld=(+/-1
U mogunosti smo da proizvoljno izaberemo vrednost realboga “a”, a samim tim i

znak. S toga uzimamo za karaktetistivektor pozitivhu orjentaciju, a posle normiramja

jedinicnu duzinu - é=1

Napomena:
Stavljajuti da je c=3, dobijamo da se svecka koje se nalaze na generalisanom

statisttkom odstojanju manjem od 3, nalaze unutar inter\/{ala—Ba : ,u+3a], (slika 3-



2). Napomenimo da je shodno pravilu “tri sigme”toxatnc@a da se skajno ta&ka nate u

tom intervalu jednaka 0.9973.

X : N(0,1)

u3a u o u 3
slika 3-2

Odredimo generalisano statésid odstojanje t&aka u—3a i x4+ 3a od centra u:
D¥(u-3a , u)=(u-3a - uf/a?=9 - D (u-3a , u)=+J9=3
D(u+3a , p)=(u+3a - u)’/a?=9 - D (u+3a , u)=+/9=3

Dakle, t&ke koje su na istom generalisanom stadtistn odstojanju c=3 od centra,

nisu na slici grafiki predstavljeni kao odstojanje 3,&/kao 3. To joS jednom potduje
apstraktnost ovako definisanog odstojanja.

Ako odredimo “ob¢no” Euklidsko rastojanje istih ¢aka od x imamo:

d*(u-3a , p)=(u-3a - p)f =90 ~ d (u-3a , p)=+av9=3a
d*(u+3a , p)=(u+3a - uf? =90 — d (u+30 , y)=+a9=3a

Ovo odstojanje je vizuelno i prikazano na slici.



[ GLAVA
TESTOVI KOJI SE ODNOSE NA SREDINE

U prakténom radu s€esto bavimo analizom sredine (srednjih vrednosiseka)
uzorka. U tom kontekstu jedna korisna raspodeftagpodela koju je prvidao W. S .
Gosset koji je pisao pod pseudonimom “StudentOg8LYodine).

Ovdec¢emo razmatrati ovu raspodelu, poznatu pod imenardeBtova t-raspodela, a
zatiméemo izloziti njeno viSedimenzionalno uopstenje Kejdao Hotelling 1931. godine.
Pored toga posmaaéemo i f-raspodelu ( za ragiie kolicnike), a takde i hi-kvadrat

raspodelu i nén njihove primene na probleme ovog poglavlja.

3.1. TEST DA JEDNA SREDINA IMA DATU VREDNOST

Kad je varijansa populacije poznata, onda hipotdzu p = o Mozemo testirati
koristeti normalnu raspodelu. statistika je :

X = 1,

Z = (3.1)

gde jea; = K/E za velike uzorke

medutim, ako namar? nije poznato, tada ga @bio ocenjujemo preko uzorka. prirodno je
da ocena varijancer? bude varijanca uzorka s pa ako zamenima sa s u definiciji
standardne gresSke sredine, delono ocenu standardne gresSke sredine :

s, = (32)

S
Jn
zamenjujéi a, sa njegovom ocenors, U jednaini (3.1 ) dobijamo:

t:M (3.3)
S,

X



statistika t ima t-raspodelu sa n-1 stepeni slobbDaddle, za n observacijaiX Xz, ... , X%
sa sredinomX, samo n-1 observacija je nezavisna. drugitinta , ako je sredina datog
niza brojeva odidena, onda samo n-1 brojeva mogu biti ddre slitajno. Kad je ovih n-
1 brojeva dato, onda n-ti broj mora biti takav dedsa celog niza bude oden broj.
Koristicemo simbob ( ni ) za oznaku stepeni slobode.

Primer : Neka je uzorak od 36 igala uzet&jno iz velike serije igala. PoZeljno je imati
igle duzine 25 jedinica. Kte igle seceke lome, a duZze mogu izazvati d&sja opreme u

kojoj se koriste.

Odgovarajde hipoteze za ovaj primer su :
Ho : =25
H1 : p=25

Pretpostasvdemo dace testiranje biti dobro koriste a = 0. 05. U uzorku je bilo :

X=200; s=20;s, :%3—6:%

Statistika t je :

t=2"Ho = 300-25=-15

a broj stepeni slobode za ovaj testye=n-1=35.

|z tablice t-raspodele z&/2 = 0.025 v = 35 nalazimo da j@ & + 2.03. Posto je vrednost
statistike iz uzorka manja ogl,todbacujemo nultu hipotezu , a samim tim i sekgo
nepotobnu. Kad bi bio pozeljan jednostrani tesdilirbi na isti n&in sem Sto bi kritinu

vrednost odredili za, a ne zat/2 i naravno, imali bismo jednu kitiu vrednost.

Dodatne napomene : t-raspodela konvergira starmtevanoj normalnoj raspodeli kad

broj stepeni slobode raste. Dakle,

limt,, =2z

am a
Kad je broj stepeni slobodedied 60, moze se normalna raspodela koristiti umest
Studentove t-raspodele sa veoma malim gubitk@motgti. Zato se i kaZze da t-test treba
koristiti kod malih uzoraka. Mtutim, razlika izméu z i t leZi u tome da li je varijansg
poznata ili ne, zatim da li je populacija M,(a?) , da li je uzorak veliki pa na osnovu

centralne grakne teoreme sredine uzorka imati aproksimativno normalnu raspodelu.



F-raspodela je oddena sa dva stepena slobede v, . Kad jev; = 1, onda su F-raspodela
i t-raspodela vezane sa:

F,, v, (3.6)

(t%;"l) - /1

3.2. TEST DA JE VEKTOR SREDINA JEDNAK DATOM KONSTMINOM
VEKTORU

Pretpostavimo da imamo p sredina uzorka dobijenihobservacija koje su

dobijene iz visedimenzionalne raspodelg(iN, Z ). Ozn&imo ove sredine kao vektor :

r\’><| x|

il X =%, %, %,

x|
I

Xp

Ovaj vektor sredina je ocena sredine populacije

Hy
M,

u= i g0 = | ety

Hy

Zelimo testirati hipotezu da se vektor sredine jepje ne razlikuje od vektora konstanti :

Moy
Mo

Ho = ili ,U(’le./uorﬂoz’---ﬂOpJ

_:UOp_
tj. , Zelimo testirati hipoteze:
Ho @ K =Ho

Hi p=Ho



Na osnovu definicije jednakosti vektora, zelimdites hipotezeda jey; jednakopo; za

svako i . Drugim r&ima, testiramo p nultih hipoteza simultano,

. Mo=Ho1, Ho : 1 = 2Moz, itd.

Problem kojji se javlja pri ovakvom postupku je SeZzeljeni simultani nivo zdajnosti
ne moze té&no odrediti sukcesivnim kokgnjem jednodimenzionalnih intervala. Na
primer, pretpostavimo da Zelimo testirati dve stediopulacije odidujuci intervale
prihvatanjau i Yo koristeti t-test. Ozn&imo interval zgu; sa |, a interval zai, sa b .
neka su oba ova intervala ode@a zax = 0.05 ( 1e = 0.95 ). Tada mozemodie na
osnovu ponavljanja uzoraka verovaiaala | prekrijep; je 0.95 , a verovatrda da $
prekrije 4, je takate 0.095. Ozrn@mo ove verovatnée sa :

ver(E,)= 095 i ver(E,)=095 ,
gde & zn&i dogalaj : I; prekrivay; , a & znai dogaiaj : |, prekrivapl, .

Presek ova dva intervala obrazuje pravougaonik/ptédnja, odnosno region kao na slici
3.1.

Slika 3.1 . Region poverenja

Ozn&imo sa E, n E, (Citaj E;1 i E;) istovremeno ostvarenje i EE; . Tada je:

ver (E, n E,) = ver(E, Jver (E,)

ako su ki E; nezavisni dogiaji .

U primeru zajedriki region prihvatanja ima verovatéw0,95 ako su ki E, nezavisni .
Medutim , E i E; su retko nezavisni , pogotovu ako se odnose natpegoslovnih i

ekonomskih istrazivanja. Ako;EE, nisu nezavisni, moZe se pokazati da je.



ver(E, n E,)=1-(1- 095)-(1- 095) = 090

za intervale sa 95% verovati® ali ne mozemo &ao utvrditi simultani nivo zngnosti.
U primenjenoj statistici sméesto sudeni sa problemom testiranja viSe sredina (ili sa
utvrdivanjem oblasti - regiona poverenja ) simultanoklBala bi obezbedili zeljeni
simultani nivo zn&jnosti potreban nam je test koji ispituje sve sredimultano.

U jednodimenzionalnom testu smo koristili statigtik

Jn

Q

<

t==—(x-)  (37)

Kvadrirajui obe strane ove jedéiae imamo:

t* = n(i_luo)(sz)_l()_(_:uo) (3.8)
pa po analogiji Hotellingova“Rstatistika je:
T2=n(X- ) S™ (X - 1) (3,9)
odnosno
— ) -1 —
X\ = Ho || S Sz - Sp X, = Hp
T2=n_2 — Hy Spn Sy e Sy X, — My
Xo = Hop|[Sm Spz - Sw| [X T Hop

U jednaini (3,9 ) T i n su skalari , a matrica S ( koja se reducisaw

jednodimenzionalnom staju ) data je sa:

S:nxx (3,10)
gde je
X=X XX le_)_(p
X = Xo1 =X Xpp =X, XZp_)_(p
X =X X =% Xop _)_(p

TZ

alpin-p

Prema tome, kritha vrednost za T2 moZe biti 8umata preko F-raspodele.



Napomena: lako koristimo dvostrani test ipak postimo jedna kritina vrednost za T2.

Napomena: U specijalnom ghju kad je p=1, jeddaa ( 3.11 ) se svodi na:

(ta/2;n—l)2 =F i -
U tom sli&aju je takade:
Tarona = Famna -
Primer:
Skorovi na verbalnim i kvantitavnim ispitima 10 kbaata za posdiplomske studije su dati
u tabeli 3.1 .

Tabela 3.1
Verbalni Kvantitativni

740 680

o7 o00 [Dr\?z(ragial: ni: 576
560 550 - kvant. : 596
540 520

590 540

590 700

470 600

560 540

540 630

500 600

Ovi studenti su bili izabrani iz grupe studenatf kadedovnom studiranju nisu imali
odgovarajdi uspeh . Na osnovu ranijih iskustva poznato jee®alnim skorom od 590 i
kvantitativnim skorom od 690 studeié biti uspesni. Zelimo proveriti da li se présie
skorovi ove grupe ne razlikuju od ovog kriterija.

Odgovarajde hipoteze su:

H, Lﬂ {223 i [, ] =[590690



M 590
H,: =
y7A 690
koje ¢emo testirati sa nivoom zégnostia = 0.05 . Da bi odredilil statistiku T2 potrebni
_ 576] [590] [-14
X— Uy = - =
596 |690| |-94
164 84]
ox = {164 94 ... -76| 94 4| {56240 1724(1

su nam sled# elementi:

84 4 ... 4 17240 33240

=76 4]

s= 1 ., .1/56240 17240 _[62489 19156
n-1 9117240 33240/ [19156 36933

-1

0.00019028 -0.0000986
—0.00009869 0.00032194

Iz jednaine ( 3.9 ) izrdunatemo F:

0.00019028 -0.00009869|| —14
}{ } = 2622

T2=10-14 -94]
~0.00009869 0.00032194 | —94

Kriti ¢na vrednost za T data jedn&inom ( 3.11) , je:

T2 s = %9 446= 10035

jer je: Fo.05/26 = 446

Vrednost T iz uzorka je véa od kriténe vrednosti. Odbacujemo nultu hipotezu i

zakljucujemo da se vektor sredine populagijenaajno razlikuje od vektorg .

OBLAST ( REGION ) POVERENJA

Kad se posmatra p sredina simultano , oblast pajaefenterval poverenja u
jednodimenzionalnom prostoru ) odes je granicom i unutradnjas elipsoida u p-
dimenzionalnom prostoru. Ako je p sredina posmatiimultano, tada 100 ( lo-)

procentna oblast poverenja&®ioivicena sa



o_, ol _,,) - p(n—l)
(X /,I)S (X :u)_n(n_p)Fa,p,n—p (312)

koja sledi iz jednéine (3.9)i(3.11) . Jasno, sve vrednosti rendgstrani jednéne su
skalari aizraz na na levoj strani definiSe kvaandormu pou. dakle, jednéna (3.12)

odreiuje elipsoidiji centar jeX. U slitaju jedne sredine jedtiaa ( 3.12 ) se reducira na:

(x-p)f _1n-1)

SZ n(n _ 1) a ln-1

Posle korenovanja obe strane delno:

X— U 1
=+x—t _
s \/ﬁ al2,n-1

Dakle ,u je unutar

X% S)’( (ta /2,n—1)

Sto je poznati rezultat od ranije.

LINEARNE KOMBINACIJE

Ako X ima raspodelu M p, Z ) , a c je pL vektor kolona konstantiji svi elementi nisu
nule, tada ® ima raspodelu N cp, cZc ). Slino ako je ¢ matrica redagp(q < p) ranga
g, tada o ima raspodelu j{C'um,C'Z).

Moguénost formiranja linearnoh kombinacija elemenataeelqt omogutava reSenje
velikog broja testova koristeT?. MoZemo , na primer, testirati podskustavljajui u
nekim kolonama matrice C nule. Slédprimeri¢e ilustrovati neke moge opcije, a u
daljim sekcijama koristemocinjenicu da linearne kombinacije varijabli sa nohnoan
raspodelom takie imaju normalnu raspodelu.

Radi ilustracije korienja linearnih kombinacija, posmateano sld¢aj simultanih

hipoteza koje se odnose na prgjx p sredina populacije. Na primer, Zelimo da testiramo

Ho: [ﬂ11ﬂ21""ﬂpj = |_/101:/102""1,L~'0qj
Ove hipoteze su ekvivalentne
HO :CY/'[:Cl/'[o

gde jeC' matrica redagp ranga q:



C =
000 - 10 0
q
U ovom sléaju T statistika je
T?=nlcx-cu)lcsc)cx-cpy)  (3.15)
sa kriticnom vredno&u
T2 - q(n _1) F
algn-q n-q algn-q

Primedba. posto se hipoteza odnosi na g sredinalgoje, onda se stepeni slobode
statistike T, q i n-g umesto p i n-p. U specijalnomd&dju kad je c jediina matrica reda
p, hipotezu linearne kombinacijéd, : C i =C'4,) je ista kao potpuno simultana
hipoteza(H, : 1 = 1, ) U tom sl¢aju se jednéna ( 3.15) reducira na (3.9), a stepeni

slobode za Tpostaju p i n-p.

Za naSa istrazivanja najkorisnije svojstvo testopetza linearnih kombinacija je
mogutnost "zavirivanje unutdrsimultanoh testa za svih p sredina radiditxanja koja
sredina ili grupa sredina je uzrok odbacivanja $siame nule hipoteze. Za simultani test

znamo da C je implicitnop jedinicna matrica , sadrzano u njemu. Nekg jeta vektor

kolona matrice C. Tada’T jedn&ini ( 3.15 ) postaje:

Tzzw (3.15a)

Ako ova vrednost prevazilazi vrednokf . zakljuitujemo da je simultana hipoteza
odbaiena zbog i-te sredine. Primetimo da stepeni slozadB su p i n-p jer je gq=p kad
koristimo sveC, vektore sadrzane u C za testove hipoteza. U opdite€aju kad je C

. - . « - e - .1 .
jedinicna matrica zelimo koristiti sve njeree vektore, p=g. Naravno ako je C ranga g<p,

tada je kriténa vrednost za*ljednakaT 2

a.q.n-q-

U primeru skorova kandidata za PDS nulta hipoteaaenbiti napisana u obliku:



b1 O] [t Of e
“lo 1 H> 0 1] 4y
Ispitajmo sada da li samo jedna od sredina uzroddipacivanje nulte hipoteze.

Provertemo prvo verbalne skorove ( njihovu sredinu ). Guhag testirajmo zet = 0.05 |
¢ =[t of:

Ho:Gu=2¢u, ili Ho: 4 = 590

H, :C U =CH, ili H,:u, =590

Statistika T u jednaini ( 3.15a) je

T2 = 100t of-14 -o4) _10(-14f _ _ 0314
[1 0] 62489 19156 |1 62489
19156 36933| 0

Posto sréunata vrednost statistike 2Tne prevazilazi kritinu vrednost 10.035 |,
zakljutujemo da verbalni skorovi nisu uzrok odbacivanjaltenuhipoteze. Dakle

kvantitativni skorovi mora da vode do odbacivanjdte hipoteze. Da bi proverili ovo

tvrdenje testirajmo se = 0.05iC, = [1 O] :

H,:Cu =Cou, ili Ho,:u, = 690
H,:Cu=¢Cu, ili H,:u, =690
Statistika T je
_ _ 2
12 - 10(o 1-14 -94) _ 939

o 11{62489 19156}{0} -

19156 36933| 1

Jasno, staunato T prevazilazi kriténu vrednost 10.035, i zakljulemo da je opsta
hipoteza/i = f1, dbaena zbog kvantitativnih skorova.

Primena linearnih kombinacija nije ograana na sléajeve kad su elementi matrice ¢ nule

i jedinice. Na primer, zelimo testirati simultanpdtezu:



By + s+, =Ky
H,: My + 1y = K,
s+ 24, = K
Ovde je q = 3 (jer ima tri simultane hipoteze K au odgovarajée konstante.

Hipoteza mozebiti napisana u obliku:

H,:Cu=K,
koja moze biti testirana koristie
3 011 0-0
C =0 11 0 0---0
1 01 2 0--0

gde jeC' matrica reda,. ZamenomC /4, u jedn&ini ( 3.15) salz0 | koristeti (3.15)

kompletirali bi test ove hipoteze.

OBLAST POVERENJA ZA LINEARNE KOMBINACIJE

Simultana oblast poverenja Zay se moze na iz jedn&ine (3.15) i krittne vrednosti

T2. Dakle, Cu ¢e biti ogranéena sa :

(C'X-Cp) (c' sc)_l(c'x —Cr)= g((r:'__:)) Foane (3.16)

sa 100( 1a ) % nivoom poverenja. Ako je C jedéma matrica , tada je g=p, a jedma
( 3.16 ) je formalno ekvivalentna sa ( 3.12 ) . Akelimo odrediti 100(1x)% interval
poverenja za linearnu kombinacifuu ( gde jef:i kolona matrice C ), moZzemo napisati :

exe AN Degp
n(n-1) and

Na primer, koristé verbalne i kvantitativhe skorove ma= 0.05 , sr&unaemo



an-y . _ 2B)449

nn=1) "o = g =1.0035
jer je p = q =2 Za verbalne skorove imamo:

¢;X =576 i ¢, S5, =6248 9
Prema tome , 95% inetrval poverenja je:
576+,/1.0035 36933 =596+ 609 ili 5351< u, <6599.

Primedbe : Interval zg; prekriva 590, a interval za, ne prekriva 690. Dakle , interval

poverenja je ekvivalentan testiranju hipoteze kefidinearne kombinacije.

VEZA IZME DU INTERVALA POVERENJA

Rekli smo da jednana ( 3.15a ) ili ( 3.16a ) mogu biti upotrebljema identifikaciju
posebne sredine kao uZnika odbacivanja simultane hipoteze. Ova procedraiti
veoma korisna. u mnogim skjevima, gde je p>2 teSko je dlak nemogde, zamisliti
(vizuelno) zajedéki elipsoid poverenja jer se mora oblikovati u pgnenzionalnom
prostoru. UopsSte kad je p>2 moramo projektovati avdgajitu figuru elipsoida na

jednodimenzionalni prostor. Razmégimo sad takvu projekciju.
) (590,690)

656
636

616

496 516 535 556 496 516 535 556
576

556

536
slika 3.2

Oblast poverenja ( elipsoid ) na slici 3.2. zatwoje u pravougaoniku. vertikalne i

horizontalne linije su izabrane da budu tangentdjrsp ivica elipsoida. Ove linije seku



OSUl; U 496.8 1 655.2 a oswp u 535.1 i1 656.9. Dakle, ove linije predstavljaj;mdnzije

pravougaonika u kome jeatvoreni elipsoid.

U ovom primeru dimenzije pravougaonika date survaténa poverenjima linearnih

kombinacija sa:

61'=[1 O] i 62':[0 1] koje smo upravo bili odredili.

Posmatrajmo sad ovaj elipsoid i pravougaonik. SvakHa hipoteza koja lezi izvan
pravougaonika Be odbgena i sa intervalom poverenja elipse i sa linearnim
kombinacijama. Drugim t&ma i verbalni i kvantitativni skorovi mogu biti étifikovani
kao odgovorni za odbacivanje simultane nulte hipmteSvaka nulta hipoteza koja lezi
unutar elipse IBe prihva&ena sa obe oblasti poverenja, i elipse i linearomkinacije.
Medutim, svaka nulta hipoteza koja lezi izvan elipseunutar pravougaonika, dei
odba&ena preko zajedéke elipase poverenja , ale biti prihv&ena preko intervala
linearnih kombinacija. Dakle, ako je zajetka hipoteza odk#na ipak nije uvek moge
koristiti odgovarajdi test linearne kombinacije koji smo opisali, daubwrdili koja ( ili
koje ) sredine uzrokuju odbacivanje.

Ako uzrok odbacivanja simultane hipoteze ne moze fipisan nekoj (ili nekim)

sredinama, Sta je tada uzrokovalo odbacivanje s$amel hipoteze? Mora da je
05
kombinacija dvaju sredina. Dakl&, vektori , kao na prime{os} opis&e par linija

tangenti oko odgovarajeg elipsoida. Ako je p>2 , vektai ¢e predstavljati hiperravan
tangentu na odgovardjuelipsoid poverenja. Besko&rao mnogo ovih tangenta ( ili
hiperravni) opisée elipsoidu ( ilil elipsoid) i mé&uprostorée biti eliminisan. U tom smislu

i intervali poverenja koji koriste linearne kombafa su simultani.



