(1) Jdedunnnuja gpynkunje Buime npomMenbuBux. Oxomnna Tauke (Xo, Yo) € R% I'paduk u

JuHHje HuBoa pynkumje f: (X,y) > Z.

Jdedununmja. Bennunna z ce Ha3uBa (PyHKUHMjOM NMPOMEHJBMBHUX BeJIMYMHA X W Y Ha ckyny D ako
cBakoM ypehenom mapy (X, ¥) € D mo HekoMm 3akoHy kopecmnojeHije f oxroBapa Heka ojapeleHa
BPEIHOCT MPOMCHJBHBE Z:

D c RxR={(x,y): xeR,yeR},z e ECR

RxRo5D 1Y) L R

Jlebnnummja. Cxyn cBux ypehenux maposa (X, Y) 3a Koje y CMHCIy 3aKOHa KopecnoneHuuje f mocroju z
e R, z=1 (X, y), Ha3uBa ce odnact aepunucanoctu pyuaxiuje z = f (X, y).

Jeduuummja. Ckyn cBUX pealHuX OpojeBa Z KOjH Y CMHCIY 3aKOHa KopecrnoaeHiuje f oaroapajy ceum
moryhum ypehennm maposuma (X, Y) u3 obaactu aebunucanocta D dpynkuuje z = f (X, Y) nmpeacrasiba
ckyn BpeaHoctu pyukuuje z = f (X, y).

Jedpunnumja. dynkuujaz : D M) E je jenHo3nauna ako
(V(x,y) e D)(3'z e D) z=f (x, y).

Jledununmja. Axo cBakoj ypeheHoj N-topku (X1, X2, ..., Xn) € G M0 HEKOM 3aKOHY KopecmoaeHIuje f
oarosapa peainan 0poj U = f (Xg, X, ..., Xn), KakeMo 11a je U GyHKIHja MPOMEH/bUBHUX X1, X2, ..., Xn.

f(xl, Xooo X )

R'5G " yEcCR.

I'paduk dpyakmmje

Jedbunumuja. Hupo — sunujom dynkiuje z = f (X, y) HasuBa ce ckyn tauaka (X, Y) y pasau OXy, 3a Koje
(byHKIMja ©Ma UCTy BPEIHOCT Zo, Tj. Baxku f (X, Y) = zp.

e CKyn HHMBO — JIMHH]ja 32 BHIIE PA3IUYUTHX KOHCTAHTHUX BPEIHOCTH Zj YMHU MPEKY HHUBO JIMHHja
byuxmmje z = T (X, y).



OKoJMHA TaUKe

e Kpyxkna okxoamna: Ckyn cBux Tadaka M takBux na je d(M, Mg) < o, T1j. ga Baxwu

{(X, y) . \/(X — XO)2 + (y - y0)2 < 5} Taj ckyn je yHYTpalImbOCT Kpyra ca IEHTPOM Y

Tauku Mo U TIOJTYIPEYHUKOM O.

y—YO‘<5}-

Tauka My ce Hana3u y mpeceky JujaroHana KBajpara, a cTpaHHuIla KBaJpaTa uMa Ty>KuHy 2 0.

/ \ . Y 28,
5
3

e Ksaaparna okoumna: Ckyn tadaka M 3a Koje BaxKu {(X, y) :‘X— XO‘ <0,

o XA, 25, MM
26 \/563 29, 23,
e OKo0JHHA YV N-TUMEH3HOHOM NPOCTOPY:
1
i 0y2 |2
042 02 0\2 — (XI — Xi )
-d(M, Mo)=\/(X1_X1) +(X2_X2) +"'+(Xn_xn) i=1 <3,

— cepa ca EHTPOM y TauyKu Mo U TTOIYTIPEIHHKOM O.

- {(Xl, X2,...,Xn) :‘Xi - XIO‘ < 5, [ 21,2,...,n}, — XUIIEPKOLKA CTpaHule 24 ca LEHTPOM

(mpecekoMm nujaronana) y Mo.



(2) 'pannuna BpeaHocT PyHKIMje BUIe npomMeHbuBuX. HenmpexkuaHocr.

e Hus tauaxa M, (X,, Yn) y paBau OXy, 3a/1aje ce npeko OpojHUX HU30BA { X, } | { Yn }-

JMedunuummja. Hus tauaka Mp(Xn, Yn) KoHBeprupa tauku Mo(Xo, Yo) ako d(Mp, Mo)—0, n—o0. Tauka My je
rPaHHYHA TAYKA HU3a Tadyaka My,

Teopema. Heomnxoman u J0BOJbaH yCI0B Ja HU3 Tadaka My(Xn, Yn) KoHBeprupa tauku Mo(Xo, Yo) jecte ma
Xn —> XO, yn —> yO.

Jloka3. (0oso.ban ycnoe): TIpetriocTaBoMo 1a Baxku Xn —> Xo, Yn — Yo. Kaxo je

d (My, Mo) = \/(xn — X))+ (Y, — Yo)* =0, nsw.
H_J H_J
) a0

(neonxooan ycnog): IlpernocraBumo M, — My. 13 Tora cienu na

d(Mp, Mg) = \/(Xn — X0)2 + (yn — y0)2 —0, n—o0. Kaxo je

Ixn_xolsJ(xn—xo)2+(yn—y0)2 = Xn = X0, Yn = Yo.

|yn—y0|S \/(Xn - XO)2 + (yn o yO)2

HJedunummja 1. Axko 3a mpom3Bo/baH HU3 Tadaka Mp(X,, Yn) U3 oOmacté AeQUHHCAHOCTH, KOjU
KOHBeprupa ka tauku Mo(Xo, Yo), HU3 oaroapajyhux Bpemanoctu f(X,, yn) (= f(Mp) ) yBek konBeprupa
uctom Opojy A, Tana ce Taj Opoj Ha3uBa rpaHu4HOM BpeaHomhy pynkumje f (X, y) y Tauku Mo.

A=lim f(xy)= lim f(M).

X—=>Xp M—)MO
Y—Yo

HenpexkuaHoct pyHKuMja Buile NpoMeH/bUBUX

Jedbunummja. 3a pyukiujy z = (X, y) (U =T (X1, X2, ..., Xn) ) Aedunucany y Taucu Mo(Xo, Yo) ( Mo(Xlo,

0 0 . . . .
X2y ...y, Xn ) ) ¥ HEKOj Hb€HOj OKOJIMHHM , K)KEMO JIa je HelIpeKuaHa Y Mg ako je

- _ : e7u0 L0 0
Jm 100 = 106, Y0) [ Jm 100t = 108 )

Tj. aKo 3a cBako & >0, moctoju o =&£)>0, Tako 1a je

V=) +(y = ¥o)? <6 = [T (6 y) = F (X, Yo)| <

W(xl—xf)2 + (X =X A (X, %) <8 = ‘f(xl,xz,...,xn)— f(xf,xg,...,x:)<g)-



e Ako je (yHKIM]ja BUIE TPOMEHJbHBUX NeduHHcaHa y obnactu G KakemMo Ja je HenmpeKHJAHa Ha
00J1aCTH aKo je HEeTIPEeKHUIHA Y CBAKO] TauKU Te 00JIacTu.
e Axko (QyHKIHMja BUIIE TNPOMEHJbUBUX HHUje aAeduHHMcaHa y My WIM HE  Baxu

lim f (X, y) = f (XO, yO) , Tazia GyHKIMja uMa mpexkua y M.
—)MO

Jedbunummja. 3a pynkuujy z = f (X, y) (U =f (X1, X2, ..., Xn) ) KaKeMoO J1a je paBHOMEPHO HETIPEKUIHA Ha
obnactu D, ako 3a cBako &€ >0, noctoju d =& €)>0, Tako aa 3a npousBoJbHe Tauke P’, P” u3 D Baxu

d(P, P <5 =|f(P)- f(P") <e.



(3) Torannu u napumjanau npupamraju GyHKIHMje BHIIEe IPOoMeHbUBHUX. [lepuannmja
NapuMjajJHUX U3B0/a MPBOT peaa.

e mpwupainTaj aprymenta X y Tauku Po(Xo, Yo) je AX = X—Xo,
e mpupaiiraj aprymenTta y y Tauku Po(Xo, Yo) je Ay = Y—Yo,

Jdedbunummja. Toraanun npupamraj pyuxkuuje z = (X, y) y tauku Po(Xo, Yo) je
Az = f(P)— T(FR) =T (X +AX, Yo +Ay) — f (X, Yo).
rae je P(X, y) ca koopauHaTama X = Xo + AX 1Y = Yo + Ay.

4 e AKO ce Memwa jeHa O] MPOMEHJBUBHX, a JApyra je (pukcupana,
1 no0ujaMo mapuMjajiHe NpupamrTaje mo X u 'y

A (X Y)=Az= T (X +AX, Yo) = T (X0, ¥o)
o AT Y)=Az=1(X, Yo +AY) = (X0, Vo)

[Jedbununmja. AxKo TIOCTOje KOHAuHE TPAHUYHE BPEIHOCTH
KOJIMYHUKA MapuujarHux npupamraja Gyakauje f (X, y) y Tauku
Po(Xo, Yo), ca oaroBapajyhumM mpupaiitajuMa He3aBHCHE IMPOMEHJBUBE, KaJl OHE TEXKE HYJH, TaJaa Ce Te
rpaHUYHE BPEIHOCTH HA3MBajy mapuujajanum uzpoanma ¢yukuuje f y trauku Po(Xo, Yo).

f (X + A% Yo) = (%0, Yo) _ Of

Osnaxe:.  |iIM =— = fx, y Y= const
Ax—0 AX OX
Ilm f(Xo;y0+Ay)_f(XOsyO):q:.I:);’ X = const
Ay—0 Ay 8}/

Feomempuicxo mymauernpe.

3a pynkyujy euuie npOMeH.bUBUX

ou im F (X Xo s Xi + AX e, X0 ) — FOXL Xy Xy yees X))

aXi Axj—0 AXI !

Xj =const, J=#Ii



(4) Jepunnuuja napumjaaHux U3B0Ja MPBOT peaa (pyHKIHje BUIE MPOMEH/bUBHUX.
IMapuujannu u3BoaM BUIIET peaa.

Jlebununmja. Axo TOCTOje KOHAYHE TpaHUYHE BPEIHOCTH KOJIMYHHMKA MapUHUjaIHUX IPUpAIITaja
dbyuknuje f (X, y) y Tauku Po(Xo, Yo), ca oaroBapajyhum mpupaiitajumMa He3aBUCHE IIPOMEHJBUBE, KaJl OHE
TeXe HyJH, TaJa Ce T¢ rPaHUYHE BPEIHOCTH HA3MBajy mapuujajinuM m3Boauma ¢yakuuje f y Tauku

Po(Xo, Yo)-

f(Xo +AX, Yg) — F(Xg,Y) _Of

Osnarxe: lim =—= fx, , Yy =const
AX—0 AX OX
||m f(Xo,yO‘FAy)_f(XO’yO):q:.I:);’ X = const
Ay—0 Ay 8}/

T'eomempujcko mymauere:.

V"
B

(Xo1V)' v
7

3a pyukuujy euuie npOMeHLUBUX

ou (O X X AKX ) = T (X, Xy, X e, X .
= — lim (1 2 i i n) (1 2 i n)’ xj=const,J¢|
8Xi A% —0 AXI
3a pynkumjy z = f (X, y), leHH mapiyjaiHu U3BOIM q " @ cy Takohe ¢pyHkMje 2 mapamaTpa X 1y
oX oy
[MaprujaaHu U3BOAM, MAPUUjATHUX U3BOJIA CY MAPUMjaJHH H3BOIM APYror peaa ¢yukuuje Z = f (X, y):
. ofefy o't .,
| | = = f 5 —HU3BOJ IPYyror pena mo X
ox\ox) oxt X
2 2
° Q af) — o f —fr; ﬁ q — ﬂ — f” —MemoBUTH MapIl. U3BOIH II pena
oylox) oxoy ° ox\oy) oyox
2
° Q aj = ﬂ = f ”2 —HU3BOJ ApYyTor pena mo'y.
y

oyloy) oy

Mapumjannu usoau Il pena cy maprujansau U3Boau 1o X U Y 3a napuujanse ussoje Il pena.
IMapuujaanu U3BoaU N-TOT pejia Cy MapiiyjaHK U3BOIH MO X U Y 3a mapiujaine u3Boze (N-1)-or pena.



(5) doBosban ycaos 3a f,(M) = f,,(M). dokas.

Teopema Axo cy memoBuTH napiujanau u3Boau Il pena fx’;/ " f;; ¢ynxyje f (X, y), HenpekuaHEe

4

¥
Xy — fyX

¢dbynkuuje y cBakoj Tauku obiactu D, oHIa je y cBakoj YHYTpalIbhOj TaUYKU T€ 0071acTH f
Jloxa3: Heka je P(X, Y) mpou3BosbHA Tauka y yHyTpamimocTH obnactu D. OHja je u 110 mpaBOyraoOHHK

PP1P,P3, rie je Pi(X+AX, y), Pa(X, y+Ay), P3(X+AX, y+Ay), y obnactu D, 3a noBosbHO Mane AX u Ay.
[Tocmarpajmo u3pas:

A=T(X+AX, y+Ay)— T(X+AX,y)— T (X, y+Ay)+ f(X,y).

Heka je ¢(X) = f (X, Y+ Ay) — f (X, y) , TAe cy Y u Ay mapamerpu.
Tana je A = @ (X+AX) - (X).

[Tpema JlarpamxeBoj TeopeMu O cpelrb0j Bpeanoct (1o X): A = @’(x+6 AX) Ax, 0<6 < 1. Tlpu Tome je
! !/ !
¢'() = Ty (% y+Ay) - F,(xy).

[Tpumenom JlarpanxkeBe Teopeme 0 Cpeim0j BpeAHOCTH (110 Y) 1oduja ce:

P'(X) = fy (X, y+nAy)Ay, 0<n <1, 4

A= (X+0AX,y+nAy)AxAy, 0<8<1, O<np<l
Cin4Ho: l//(y) = f (X + AX, y) — f (X, y) , X M AX Ccy IlapaMeTpHu.

Tanma je A = v (Yy+Ay) - (y). Axo ce aBa myra mpuMeHu JlarpamkeBa TeopeMa O CPeIrb0j BPEIHOCTH
(pBoO 110 X, Ma 1o Y) noduja ce

A= T (X+0 AX Yy +m Ay) AxAy, 0< 6, <1, O<np <1
3060T HEMPEKUTHOCTH (PYHKITH]aA fx’;/ u f);;( , tobuja ce kag AX > 0 Ay — 0, na je

(6 Y) = £.(6 )



(6) Jepunuuuja nudepennnjaduanoctu GyHKIHje BUie MpoMeH/buBHX. /[0Bo/baH yciI0B
audepennujaduaHocTu. Jlokas.

Teopema 1. Ako dpyukmuja z = f (X, Y) y Hekoj Tauku Mo(Xo, Yo) ¥ HEKOj H-EHOj OKOJHUHHM MMa MapIifjaiHe
W3BOJIE, KOjU cy Henpekuaau y Mo, Tama

Az = 1,(X, Yo)AX+ T (%o, Yo)AY + x AX+ BAY

rae a, f3asuce oq AX, Ay, u ¢ — 0, f— 0 xag AX — 0, Ay — 0.

Jloka3: Ha ocHOBY neuHHUIIM]€ TOTATHOT MpUpaIiTaja

AZ = T (Xg+AX, Yo +AY) — T (X5, Yo) =
= [ (% + A%, Yo + AY) = £ (%o, Yo + AY) |+ [ f (X0, Yo +AY) = f (%o, Vo)

NapUMjaTHE TPUPAIITaj IO X aplUHjaTHi OPUPAIITAj 110 Y
y Ta4KH (Xo, Yo + AY) y Tauku (Xo, Yo)

IIpumenom Jlarpanxese TeopeMe:

Az = f,(Xg + O AX, Yo + AY)AX + T (X, Yo + 77 AY)AY

= 1 (X0, Yo)AX + f,(Xo, Yo)AY + [ F5 (Xg + O AX, ¥ + Ay) — £,(Xy, Vo) |AX +

+[fy (X0, Yo + 714y) = £, (Xo, Yo) |y,

\,B/ rneje0<0<1,0<n<l,
1j. no6uja ce AZ = f (X, Yo)AX+ T (X, Yo)AY + @ AX+ BAY. ipu uemy Xo+6Ax = o,
Yotn Ay—> Yo xag Ax—0, Ay—0. 300r HENpeKUTHOCTH NapIUjATHUX H3BoJa y Tauku Mo, Baxu
fe(Xo + O AX, Yo +AY) = F,(X0, Vo) v (X, Yo +174Y) = (X5, Yo)

1. a—> 0, f—>0kan Ax —> 0, Ay — 0.

Teopema 2. Ako cy y tauku Mo(Xo, Yo) HENPEKUIHU MapLUjaTHH U3BOIH f X, " f); dyukmje T (X, y),

taza je u pynkuuja f (X, y) Henpekuana y Tauxu Mo(Xo, Yo)-

Jloxas: [pema teopemu 1. AZ = fX,(XO’ yO)AX + f);(XO, yO)Ay +a AX+ ﬂAy U CBa

yeTupu cabupka texe Hyau kax AX — 0, Ay — 0. Kako je npema 1e(puHUIM]HU TOTAIHOT IpUpaIITaja

Az = (X, +AX, Yo + AY) — T (X5, Yg) (— 0),10je
lim (X, y)= (X Yo)

AX—0
Ay—0

Jlebununmja. Axo totanau npupamraj Gyakuuje z = f (X, y) y Tauxu Mo(Xo, Yo) MOXe 11a ce Hamumie y

obmxy AZ = f, (Xg, Yo)AX+ T, (X, Yo)AY + @ AX+ BAY rae @ >0, f— 0 xan Ax— 0,

Ay — 0, Tana je pynkimja Z = f (X, y) nudepennujaduana y rauku Mo(Xo, Vo).

e (Baka (QyHkuja kKoja y (Xo, Yo) MMa HENpEeKHUIHE NaplyjajiHe U3Boje je audepeHuujabuiHa y Toj
TauKH.



(7) Toranuu nudepeHnmjai GpyHKuMje BUIe NpoMeHbUBUX. [InudepeHnujaau Buiier peaa.

Nebunuuuja. 3a ¢yukumjy Zz = f (X, Y) koja je audepennmjabunna y tauku Po(Xo, Yo), TJIaBHH €0
TOTAJTHOT [IPUpALITAja fx’ (XO , yO)AX + f); (XO , yO)Ay ce 30B€ TOTAJIHH audepeHuujall.

0z 0z
e Osmaxa: 0Z = a— dx + — dy, rae mumemo dX = AX, AX — 0, dy = Ay, Ay — 0.
X

e Konu nudepenuujadbuine pyukuuje Az =dz + a AX+ Ay, a— 0, f— 0 xax AX > 0, Ay — 0.

ou

e Koa dyukuuje N npomenbuBHX U = f (X1, X2, ..., Xp), @KO Cy CBH MapuujaHyd u3Boad ——, 1 =1, 2,

OX;

, N HeTpeKUAHU y HeKoj Tauku P (X1, X2, ..., Xp), H3pa3

ou ou ou
du=—dx;, + —adx, +.. +—dx
0%, OX, OX,,
npe/icTaBba TJIABHU JAeo mnpupamrtaja GyHkmmje U = f (X1, Xz, ..., Xn) U 30Be C€ TOTAJIHU

nudepennujan nate QyHkIuje.

e CiuyHO Kao W KOJA (QyHKIMjE TBE MPOMEHJBHMBE, MOXE C€ MOKa3aTh 1a je pasiuka Au—du msmely
TOTAJHOT TIPHUpAIITaja U TOTATHOT naudepeHnujana gare GyHKIHje OECKOHAYHO Maja BUIIET pea y
OJTHOCY Ha PacTojarme

p=d(P,P) =/(A%)? + (A%)? +...+ (AX,)?

e IlIpaBuaa 3a paa ca qudepennyjanuma 3a pyHkuyje U v V BUIIe TPOMEHJbUBHX:

d(uxv)=du=xdv
d(u-v) =udv+vdu
u) vdu-—udv

dl 2 1=
v V&

0z 0z

Takobe, ako je dz = Adx+Bdy, Tazna je A=—uB=—.

OX oy

To ce Moske BuaeTH ako y3memo Hamp. dX =0, dy=1udx=1,dy =0.

0z

Z
e Ha ocHoBy Teopeme 2. Az ~ dz, rae je dz = a— dx + — dy Tako ce no6uja npulIMKHA
X

popuyra f (X + AX, Y +Ay) = f(X,y)+ (axy)AX orx, y)Ay



Judepenunjaam Buuier pega

[lebnnummja. Iudepenuujasom apyror pena gpyuakuumje Z = f (X, y) Ha3uBa ce audepeHiuja, TOTaTHOT
mudepennujana nare gpyrxumje, 7j. d’z = d(dz), koju ce uspauyHaBa y3 HpeTHOCTaBKY ga cy dX u dy
KOHCTaHTHH.

e Ako cy dx u dy koucrantau, d(dx) =d(d y) =0, na je

oz oz oz oz
dz_d(dz) d[axd 8ydy _d(axjd d(ayjdy_

{ 0 (&jdx + Q (@)dy}dx + Q (@jdx + Q [@]dy}dy =
ox \ ox oy \ Ox | Ox\ oy oy \ 9y

2 2 2
- 6’; a2+ 0% dxdy + $ 22 dxdy 192 dy
OX OXoy OyOX oy?

Kazna cy MemoBuTH nmapiyjaiHy H3BOIU HEMIPEKUIHU (Tj. jeJTHAKH) OHJA je

2 2 2
d?z —a—dx Za—dxdy 8—dy
ox° oxoy oy?

-Tpehu nudepnunjan; andepennnjan n—tor pexa: d’z = d(d’z); d"z = d(d"* z), mox mpermocraBkom
na cy dx u dy KOHCTaHTHH.

3a HeNpeKuHe MELIOBUTE NaplijaliHe U3BOJIE:

3 3 3
0z Tl +3 O w2y +3-2 2
ox® ox2oy OX

d3

d%z
- dxdy® + Py dy?.

-3a ¢yukuujy Tpu mapamerpa U = f (X, y, z) apyru mudepeHumjan je jemHak (Kajg Cy MEUIOBHTH
NapLyjaJIHu U3BOIU HENIPEKUTHH):

2 2 2 2
d%u a—dx a—udy 5—udz +2 dedy+a—dxdz +8—dydz
Ox? dy? oz? OXoy OX0zZ 0yoz
e Hanomena: Axo je d 27 = Adx® + 2Bdxdy + Cdyz, OHJIa Ce MOJKe TIOKAa3aTH /1A je
2 2 2

ox° oxoy ?



(8) MoTpedan u 10BOBAH yciI0B 1a u3pa3 P(x,y )dx + Q(x,y )dy mpeacraB/ba TOTAJTHH
audepennujan pynknuje. Joxas. *He Tpe0a Beh HekoMKO roguHa™




(9) Andepennmjaiu Bumer peaa GpyHKIMje BUIIE MPOMEH/bUBHX

Nebunuuuja. Indepenmujasom apyror peaa pyuaxiwuje z = f (X, y) Ha3uBa ce audepeHInjal, TOTATHOT
mudepernujana nare Gpyuxumje, 1j. d’z = d(dz), koju ce uspauyHaBa y3 mpeTHocTaBKy ma cy dxX u dy
KOHCTaHTHH.

e Ako cy dx u dy koncranthu, d(dx) =d(d y) =0, na je

oz oz oz oz
dz—d(dz) d(axd 8ydy —d( )d d(ayjdy—

OX
2 (azjdx+g(g)dy dx + opa dx +— 0| dy ([dy =
OX \ OX oy \ OX | ox\ oy oy 8y
2 2
—dx +adxdy+adxdy+dy
ox° Oxoy OyOX oy

Kazna cy MemoBuTH nmapiyjaHy H3BOIU HEMIPEKUIHU (Tj. jeJTHAKH) OHJA je
0°1 0°1 0°z
d?z="—dx*+2_——dxdy + — dy*.
OX oxoy oy

-Tpehn aundepuunjan; mudepenunjan n—ror pena: d’z = d(d%2); d"z = d(d"* z), nox npernocraskom
na cy dx u dy KOHCTaHTHH.

3a HCIIPCKUIAHE MCIIIOBUTC napunjanHe HU3BOAC:

0%z 0%z 0’z
——dx*+3 dx*dy +3

ox x>0y Oxoy?

-3a ¢yukuujy tpu mapamerpa U = f (X, Yy, z2) apyru audepeniyjan je jeaHak (Kajg Cy MEMIOBHTH
NapLyjaIHU U3BOIU HENIPEKUTHH):

d3z = - dxdy® +8dy
oy’

2 2
d2u=2 O g2 —dy +—dz +2[dxdy+adxdz+aayadydzj

ox? oy? oz? Oxoy OX0zZ

e Hanowmena: Ako je d 2Z = AdX2 + ZBdXdy + Cdyz, OHJIa C€ MOXeE MOKa3aTH J1a je

0’z g_ 01 C_822

A=— =
OX oxdy dy?




(10) Mapumjaanu U3BOAM CJI0KeHEe PYHKIIHje

Axo je mata pynkiuja Z = F(U, V), rae ¢y U 1 V GyHKIIHje HE3aBUCHO IPOMEHJBUBUX X H Y, Tj. U = U(X, Y),
v =V(X, Y), Taga je Z c1o:keHa (PyHKIHMja aprymMeHara X 'Y,

z = FEu(x, y)v(x, y)]

07 01

Wspauynahemo — u —— mox npernoctaBkoM aa F(U, v), u = u(x, y), v = V(X, Y) umajy HEpeKuaHe

oX oy

napiujaaHe u3Boje (audepeHnnjadbuine cy).

e Axo ce apryMeHT Y ¢ukcupa, a X uMa npupamTaj AX, oHaa cy npupamraju GyHKIMja U U V 1o
MIPOMEHJBUBO] X: AU U AyV.

[pupamiraj pyskiwmje Z = F(U, V), 10 IpOMEHIBHBO]j X (300T TudepeHIjabHIHOCTH)

F F

AXZ_Z_A u+a—A NHa AU+ BAV, nememenm ca AX nobuja ce
u

Az _OF Ay +8F Axv+aAXu +,BAXV_

AX ou AX ov AX AX AX

Kako cy dynkimje U = u(x,y) u v = v(X,y) Henpekune, ako AX — 0, orga Axu — 0 u Ayv — 0, a
takohe ¢ — 0, f— 0.

AU au AN

lim ' X
Ax—0 AX

Az oz

Ax—0 AX 8X
u3pasy ce 100uja

Kako je

——, 3aMCHOM Yy HIPETXOJHOM

6x Ax—>0 AX  OX

o _oF ou OF ov.
X QU X v ox

e (CnuyHo, ako ce apryMeHT X ¢puKcupa, a y uma npupaiirtaj Ay, oHza ce 1o0uja
oz _oF ou oF o
o ou oy ov oy

e VY ommreM caydajy U = f (Xg, X2, ..., Xn), Xi = @i(ty, t2, ..., tn), 1 =1, 2, ..., N, MOKe ce T0Ka3aTh

ou _ou .8X1+ ou .6x2+ +6_u.%
ot, ox, o, ox, o,  ox, ot
.......................... , Tj.
ou _ <~ 0u oX; ou _ ou 8x1+ ou  OX, ou  OX,

o, Sox o, ot ox ot

m

+..+
OX, Ot 8x 6t



(11) Teopema o er3ucreHuHMju UMILTHIUTHE pyHKuHje. lokas.

Teopema. Ako je nata jeqHauuna F(X, y) = 0 u ako ¢pynkumja F(X, y) uma ciencha cBojcTra:

1. F(xy), Fx(XY), Fy(X, y) cy nebunucane u HempeKuaHe y MPaBoyraoHuKy
={(x,y) 1 X —a< X< X +a, Y, —b<y<y,+b}.

2. F(Xo, Yo) =0, F’y (Xo, Yo) # 0.
3. 3ax=const, F(X, y) je MoHOTOHO pacTyha nmu onazajyha gyHkuuja mo y.
-taza he jeaqaaunaom F(X, y) = 0 y HEKOM MpaBOYraOHHUKY

={(X,¥) i Xg =S SX<Xg+3, Yg—F SY< Yo+ }

OouTtH neduHUCAaHa MUMIUTMIMTHA (QYHKIHja, KOja je HENpEeKHUJHA W HENpPeKuIHO audepeHIrjadwiHa y

uHTepBany (Xo—0o, Xot+0) u mpu Tome je Yo = @ (Xo).

Jdoxas3: v
Vighl Q=== T
. . 4= -~ .
IIpernocraBumo na je F’y(Xo, Yo)>0. 360r mempekumnoctu F’y, P !
. I
MOCTOjU  OKojuHA Tauke Po(Xo, Yo), Hampumep KBaipaT ca % SN U N W -
CTpaHHIIOM 20 ( 4Hje ce aujaroHane ceky y Po, y K0joj y cBUM E '
2 -“i“ ————— - - — -
taykama Baxu F’y(X, y) > 0. jtﬁ,—(h , ———
SN .
3 0 0 1 N
0 X,—a X,~0, X, X,+0, X ta
- 3a X = Xo ¢ynkuuja F(Xo, y) 7 xan y Bapupa ox Yo—& 10 v
yO"'&)- ‘,/: —— ;
= < —p<y< VotO==="1 "~ 1
F(Xo,¥0) =0 = F(Xo,Y)<0 32 Yo—H<Y<Yo 3
7% SR VN N | S -
F(xo,)>0 3a yo = <y<yo+d z
' o N s ——
- F(Xo, Yo—&) < 0. 360r nenpexkuanoctu ¢ynkuuje F, F je Vb y==- T
HENPEeKHUIHA 110 TPOMEHIBbUBO] X, 3a GUKCHUPaHO Y = Yo—, Na i | i : E .
y JIOBOJBHO MAJI0j OKOJIMHH (Xo—01, Xot+d1) Tauke (Xo, Yo—ob) O Xl XDy Xo XgtO, Xetd

BaKH
F(X, Yo—&) <0, 3a cBako X € (Xo—a1, Xo+1).

- F(xo, Yot&) > 0, cnruHO Kao u Maiomnpe, 3a GUKCUPAHO Y = Yo+ MOCTOjU JOBOJFHO MaJjia OKOJIMHA
(Xo—%, Xot&,)TaKo na
F(X, Yot ) > 0, 3a cBako X € (Xg—, Xot ).

3a 0=min{a, &} Baxu F(X, yo—&) <0, F(X, yot) > 0, 3a
cBaKo X € (Xo—0, Xgt9).

- AKO 3a IPOM3BOJBHO X € (Xo—3, Xo+0), Y Memamo o1 Yo—d 10
Yo+ &, Tana je F(X', y) Henmpeknana GyHKIHja IPOMEHIBHBE Y,
Koja Ha KpajeBuMa ojceuka MN (M(X*, Yo—&), N (x*, Yot+))
UMa BPEIHOCTH PA3THIHTOT 3HAKA. ITo Komm — BOJ‘IHaHOBOj
TeopeMu HOCTQ]I/I y e (Yo, y0+§)) TakBo ga je F(x',y’) = 0.
Kaxo je F(X', y) /'(no y), Tojey _]G)II/IHCTBGHO

A y=Yy e (Yo Yo+d) : F(X,y)=0.




- Kako je X' mpoH3BOJEHO H3a6PaHO
VX € (Xo=8, Xo+9), A1y € (Yo—ob, Yot ) - F(x,y) =0,

Tj. Ha npaBoyraonuky R’ = {(X, V)i Xg—O0<XSXy+0,Yg—0g XYL Y+ 50},

jennaunna F(X, y) = 0 nedunwuiie y ka0 MMILIMIUTHY GYHKIHjY o1 X, Y = @ (X), 1 mpu ToM 3601 F(Xo,
Yo) = 0 Baxu Yo = ¢ (Xo).



(12) TaHreHTHA paBaH U HOpPMAaJia MOBPIIIH.

Axo mpeceyeMo TOBpII S paBHUMA Y= Yo U X= Xg ((Xo, Yo) € D) mobujamo kpuse Ly u Ly Ha nospmm S.
IbuxoBe TanrenTe y 3ajequnukoj Tauku Mo (Xo, Yo, Zo) (Mo € S), Ty u Ty umajy jeqnaunne

7-70 = A(X—Xo), Y=Yo

2-20 = B(y-Yo), X=Xo

: 0z 0z
e je A= 00 ¥0) 19 (T, 0 B = 20 (4, Yo) = 19 (T, 0, )

Jedunnumija 1. Heka je S rinatka nospi, a Ly u Ly kpuBe 1y KojUX paBHHU Y= Yo U X= Xo ceKky S. PaBan

koja caxpxku TaHrerte Ty m Ty TMX KpuBHX y BUXOBO]j 3ajeqHuukoj Tadku Mo (Xo, Yo, Zo) 30Be ce
TAHTe€HTHA PaBaH NoBpIIX S y Tauku M.

e Ha ocHoBy jennaunna 3a Ty u Ty noOuja ce jeqHauMHa TAHT€HTHE PABHU

0z oz
Z2—25=AX=X%)+B(Y—-Yo)=—| (X=%)+—| (Y—Yo)
aXPo 8y|3o

(Po(xo, Yo) je mpojekmuja Tauke Mo Ha paBan OXYy).

Hedununmja 2. TlpaBa N koja je y matoj moaupHoj tauku Moy rimaTke moBpmu S U HEHE TaHTCHTHE

paBHU, HOpMaJIHA Ha OBY paBaH, 30BE c€ HOpMaJia NOBpIIMU S y 1aToj Tauku Mo.

e  BEKTOp MpaBlia HopMmasie UMa koopauHare (A, B, -1), na je jenHaunHa Te mpase
X=X _ Y=Y _Z-1%

A B -1
e Ako je riarka moBpin S nata jennaunrom F(X, Yy, z) =0 rae je z = z(X, y), Taga
0z oz . r /
Fi+F =0 Fj+F, =0 mje 02__F, a_ K
OX x F oy F

[Ipema Tome jenHa4yrHa TaHT€HTHE paBHU MOBpIIK Sy Mo je
F(X=%)+F(y-Yo) +F/(z-2)=0
a jeqHaurHA HOpMasie moBpmu Sy Mg je
X=X _ Y=Y _2-1
F, F F/




ITpu Tome Bpeanoctu ussona F’y, F’y F’; Tpebda y3zeru y Tauku M.

Teopema. Axo kpuBa L nexu Ha noBpiuu S, Taga tanrenTa kpuse L y Tauku Mg (Xo, Yo, Zo), ipumnaaa
TAHT€HTHO] paBHU MOBpUIH S y Tauku M.

Joxka3s: Heka je moBpiu S 3amara ca F(X, Y, z) =0, a kpuBa L mapamerapcku ca
x=x(t), y=y(t), z=z(t), Taxo ma 3a t=ty: X(to)= Xo, Y(to)= Yo, Z(to)= 2o,
Tj. KpuBa mposa3u kpo3 Tauky M. Axo L nexu Ha S, oHza
F(x(1), y(1), z(1)) = 0,

OF dx OF dy OF dz . OF - OF © OF -
maBaxwm . - .— =0, 1 X+ Y+ 7=0-
OX dt oy dt oz dt oXx oy oz

Kako oBo Baxku 3a cBe Tauke kpuBe L, Baxku u 3a My, ma je

oF
OX

oF

Xo +
Mo OY

. OF
Yot —

Z.O = O
My oz

Mg

Jleea cTpaHa jeIHAaKOCTHM j€ CKaJlapHM TPOM3BOJ  BEKTOpa r(x;), Y;),Z.oj U BEKTOpa

oF
n _
OX

oF| ok

Maz

, TIPU Y€MY Cy BPEIHOCTH X, Y s Zg npojexiyje (KoopaAnHaTe) TAHTEHTHOT

Mg

)
Mg

BekTopa KpuBe L y Mg, a BEeKTOp N je OpTOroHaliaH Ha TaHT€HTHY paBaH mospmu S y Tauku Mp. Ha
OCHOBY J€THAaKOCTH, BEKTOPH N U I' Cy OPTOTOHAJIHY, a TO 3HAauM JAa I IpUIa/ia TAaHT€HTHO] PaBHHU.



(13) BekTopcka pyHKIHja CKaJapHOT apryMeHTa.

e Heka je nara Bektopcka ¢ynkuuja I = r(X, Yy, zZ) neduHHcaHAa W HENPEKHUIHA Y HEKOj MPOCTO

nmoBe3aHoj obmactu (2 mpocropa R®. Bexkrop r(X, y, z) = OM je pammjyc BekTop Tauke M(X, v, z),
MeQ.

e AKO MOKe JIa ce ycrocTaBu Be3a usMel)y koopaunara tauke M(X, Y, Z) u Hekor mapametpa t € [a, A,
a, f € R: x=x(1), y=y(t), z=z(t), rae cy x(1), y(t), z(t) nenpexuare GpyHnkimje napamerpa t, Tama cy te
jenHaynMHe mapaMeTapeke jeqHaunHe KpuBe L Kojy omucyje Kpaj BeKTopa

r (x(), y(®, z(t) = r (1),

YHjH je modeTak (GUKcHpaH 3a yrBpheHy Tauky 0, kama ce mapamerap { HENpPEeKUIHO MEHa Ha
uHTEepBaNy o < < S,

e Tako nodujena kpusa L ce HazuBa xomorpad BexTopcke pynkimje r = r (t).
e AKo ce BekTOpcka (yHKIIMja Hamuiie y pasBujeHom obmuky r(t)= x(t) i+ y(t) j+ z(t) k, onga xako cy
koopauHaTe Bektopcke pynkimje X(t), y(t), z(t) nenpexunue pynkuuje mo t, To je

lim x(t) = x(ty) =%, M y(t) = y(ty) = Yo lim z(t) = z(t,) = z,.
t—)to t—)to t—)to
a 3a BEKTOp ro = Xoi + yOJ + Zok, Ka)XeMO J1a je TpaHu4Ha BpeaHocT Bekropa I = r(t), Tj.

lim r(t) = I’O. Opnaspe ce n1061ja
t—)to

lim () = o] = fim /(x(t) = %o )* + (¥(2) = ¥o)* + (2(8) = 20)* =0 #lim|r(©) =]

Jedbunumuja. Axo cy M(t) u M(t+ At) nse Tauke kpuse L ca pagujyc Bekropuma r(t) u r(t+ At), Tama je
r(t+ At) — r(t) = Ar npupamraj Bektopcke pynkuuje r (t), koju onrosapa npupaintajy At napamerpa t,
g — r(t+At) —r(t) Npe/ICTaB/ba Cpeilby Op3MHY mMpoMeHe BekTopcke GyHkuuje r(t) Ha

At At

uHTepBany At U opjeHTHCaH je Ha OHY CTpaHy Ha KOjy mapamerap t pacre.

a BEKTOp

Jedunnumja. [pernoctaBumo ja je Bektopcka ¢yHkuuja r(t) HenpekunHa y uatepsany t € [, f]. Ako
Ar

HOCTOjI/I lim xomuyHMKa Kazaa At — 0, Tala C€ Ta TpaHWYHA BPEAHOCT 30B€ M3BOJA BEKTOPCKE

At
¢ynkuuje r(t) mo ckamapHoOj IPOMEHIBHBO] t. ﬂ = r = lim g = lim rt+Af-r()

dt At—>0 At At—0 At
dr :

e Bekrtop —, 1. r(t) je TaHreHTHHM BeKTOp KpuBe L M mMa mpaBalr TaHTeHTe Ha Xojorpady, a

CMep Ha OHY CTpaHy Ha Kojy napamerap t pacre.
Jlebununmja. Axo je Bekropcka ¢yHkuuja r(t) mudepennujaduiHa, TIaBHU JI€0 BEHOT Mpupamraja Ar
npeacTaBba audepennujan Bekropeke Gpyukuuje r(t).

dr = %At — r(t)At = r(t)dt



(14) Cxanapno nosbe

) 3 . .
[ledunnuuija. Ako je y mpoctopy npomerssueux X, y, 2 (R™ = {(X, Y, Z) XY, Z€e R} y CBaKoj
tauku M(X, Y, Z) HEKe pOCTO ToBe3aHe 00aacTu () 3a1aTa BPEAHOCT CKaJlapHe BEIMYKMHE U KOja 3aBHCH

ol koopauHarta tauke M, u(X, Yy, Z) Taza KaxeMmo Ja je y obsactu (2 3aaT0 CKAJIAPHO MoJbe, a PyHKIIH]a
U je ckajapHa ¢pyHkuuja tauke M.

e CkanapHa ¢yHkuuja je cranmonapua ako U(M), MeQ He 3aBucu o BpeMeHa. AKO U 3aBUCH H O]

M u on t oHa je HecTAalIMOHAPHA.

Jdednunuumja. HuBo-moBpII cKajapHOT 1M0Jba MPEICTaB/ba CKYIl Tayaka obiactu ) y Kojuma GpyHKIHja
MMa MCTy KOHCTaHTHY BpeaHoct U(X, Y, z) = C.

e Kpo3 cBaky Tauky mosba y K0joj je U(X, Y, Z) HepeKuaHa U jeJHO3HAYHA (YHKIIMja MPOJIa3H T10
jeIHa ¥ caMo jeJTHa HUBO-TIOBPIIL.



(15) U3Boxa pyHKIMje BHIe MPOMEH/bUBHUX Y CMePY AaTOT BeKTopa. Be3a rpaaujenTa u u3Boaa
y cMepy Aaror Bekropa. /lokas

Heka je dynkmujom U(X, Y, z) 3amato nojbe y obnactu  u Heka u3 mpou3BosbHe Tauke M(X, Y, z) € Q
[0J1a3d BEKTOP S, a IeMy oJAroBapajyhu jeauHuYHH BeKTOp je Ort S = Sp(CoSe, CO0SB, c0Sy). Heka je
Mi(x+AX, y+Ay, z+Az) Tauka BekTOpa S Ha pactojaky A S ox mnomasHe Tauke M, Tazxa

%
MM, =As = \/(Ax)z + (Ay)2 + (Az)z . OnaBze ce noduja
AX coS Ay Az C0S v+ Ti AX = ASCOS &
— = o’ = = > 1) .
AS AS AS Y Ay = Ascos 3

Az = ASCOS ¥
Jebunnumja 1. Cpexma Op3uHa npoMeHe ckajgapHe (yHkmmje U = U(X, Y, Z) y cMepy BeKTopa S je
u(M;)-u(M) Au
AS T As

Jebunnnmja 2. AKO MOCTOjH TPaHWYHA BPEIHOCT Cpele Op3HuHE

U3pakeHa ca rze je AU = U(X+AX, y+Ay, z+Az) — u(X, Y, z).

Au

As

rpaHWYHa BPEIHOCT 30BE M3BOJ cKaapHe GpyHKIHje (M3BOj cKaiapHor nosba) U(M) y tauku M(X, y, 2) y
_ ou . AU
cMepy BeKTOopa S U O3HayaBa! — = |lim —.
0S As—>0 AS

kax A S — 0, Tama ce Ta

au 8u ou
X ay 0z

Axo je pynkmmja u(x, y,

: , ou ou ou
(2, Tazia je BEH TOTAIHU NPUPAIITa) Al = x AX + @ Ay + P AZ + g AX + £,AY + &3AZ
X z

e je & =0(AX), &, =0(AY), & = O(AZ), ma kax AX, Ay, Az — 0, nobuja ce & = 0(AS),

kan A s — 0. Ilocne nempemwa uzpazaca A S

Au _ du AX 8u Ay ou Az AX Ay Az
+ +e,—+g,—=

&
As O As ayAs 0zAs As TAs  CAs

ou ou ou
=—cosa+—cos,6’+a—cos;/+glcosa+52 COS 4+ &5 COSy -

OX Z . — _
He 3aBHUCH 011 A S \40 kKatAS—0
- . ou _ ou ou ou ,
O 3Ha4M Ja IMOCTOJu —— — —— COS x + — COS IB + —C0S Y- TI/IMC]C IIOKa3aHa
oS OX oy 0z
Teopema. Axo je ¢pyHkumja U(X, Y, z) nudepeHunjadbuinna y cBakoj Tauku MeQ), tana mocroju u3Boj y
CMepy MPOM3BOJHHOT BEKTOpA S, U aiu aiu COS ¢ + aiu cos B + aj COS y» TZie ¢y cosa, cosp, cosy
0s  OX

KOOpJMHATe BEKTOpa Sp = Ort S.



Teopema. Ako je y ckaapHOM N0Jby QyHKIHje U(X, Y, Z) 1eUHUCAHO MT0JbE TPAIHjCHTA

ou .

. u
grad Uu=—Ii+—j+ a— k, Tana je usBon Zu y CMEpY BEKTOpa S jeJHaK MPOjEKIUjH BEKTOPa
Z S

grad U Ha BEKTOP S.
[loka3s. Axo je Sp = 0rts =cosa i+ cosfj + cosyk, Z(Vu, o) = ¢, onna je

gradu - s, =|grad ul- cos ¢
ou ou ou oy oHaxie
gradu-s, =—coSa +—COSB+—COSy = —

7U = ‘grad u‘ - COS (o> WTO 3HAYH /1A je aiu MpojeKinja BekTopa grad U Ha BEKTOP S.
oS oS



(16) I'panujenT pyHKUHje BUIIEe MPOMEH/bUBHUX. Be3a rpaaujeHTa u H3Boaa y cMepy AaTor
BeKTopa. /loka3

Moskemo cMmartpatu 1a je

ou au ou ou ou ou ou
——=—_C0Sa+——C0S 3 +——cosy =|—,—,— |-(cosa,cos 3,cos y)
oS OX oy 0z OX 0y 07 ) - ~—

=5
IITO Jaje MOBOJ 3a cienehy nepuHunmjy.

Jdedbunumuja. Ipagujent pyuxmuje u(X, y, z) y tauku M(X, Y, ) € Q je BEKTOp uHje Cy KOOPAHHATE

ou ou ou
ox oy oz

BPEIHOCTH MapLHjaTHUX U3BOJIA y naroj Tauku M:

grad u :Vu=a—ui+8—uj+a—uk,

ox oy 0z

rae je V (nabna) 138. Xamuamonoe onepamop.

3a pynuxuujy eunie npomenbusuUx:

Jedbunummja. Fpagujent dyukuuje U(Xy, Xo, ..., Xn) y Tauxe M(X1, X2, ..., Xn) €Q je BeKTOp

ou ou ou
gradu=Vu=—e +—e, +---+—¢,.
0%, OX, OX,

IJIE CY €1, €2, ..., &y BEKTOPH OpTOHOpMHpaHe 6a3e npocTtopa R".

e Ao je dynknuja u(x, y, z) nudepeHunjabuIHa y CBakoj TaYKH CKallapHOT oJba obnactu (2, oHjaa y
CBaKoj TaukH moctoju grad U, Tako Ja je AeduHucaHo (BEKTOPCKO) Mojbe rpaaujeHTa y Q.

Teopema. AKo je y CKalapHOM 10JbY GyHKIHje U(X, Y, Z) IehHHHCAHO TT0JbE TPaInjeHTa

ou .

. u . . . .
grad U=—I1+—]+ a— k, Tana je usBon Zu y CMepy BEKTOpa S jeAHAK IPOJEKLIHjH BEKTOpa
Z S

grad u Ha BEKTOp S.
Jloka3s. Axo je Sp = 0rt s =cosa i+ cosfj+ cosyk, Z(Vu, o) = ¢, onna je

gradu - s, =|grad ul- cos ¢
ou ou ou oy onaxie
gradu-S; =—COSa +—C0S B+—COSy = —

ou . ou . .
— = ‘grad u‘ - COS ¢, WITO 3HAYM 11a J& — TIPOJEKIHja BEKTOPa grad U Ha BEKTOp S.
oS oS



Teopema.Cmep rpanujenta ¢yuknuje grad U ce y cBakoj Tauku Mo(Xo,Y0,20)€Q moaymaapa ca cMepom
HOpMaJie Ha HUBO TIOBPIII CKAJIIAPHOT T10Jba KOja MPOoJIa3H KPo3 Ty TAUuKy.

Jloka3s. JeqnaunHa HUBO-TIOBpIIH Kpo3 Mg je U(Xo, Yo, Zo) = U(Mp) = Up, a jeaHaYHHA HOpPMaJiC Ha HHBO-
noBpiI kpo3 Mg je

N : X — XO Y=Yy Z—1, 1pu 4eMy je BeK. Hopmaie fl ~— ou ’aiu ,aiu =Vu
. @1 ou 87u OX Mo oy Mg 0z Mo
OXm, ay Mq OZ |,

Ocobune zpadujenma:

1. V(us+ up) = V(uy) +V(uyp).

0 .0 .0
V(u1+u2):&(u1+u2)l+@(u1+u2)1+5(u1+u2)k =

[y, M j+%k | M2y o j+au2k =Vu, +VU,.
8x 8y 0z OX oy 0z

2. V(Cu) = C V(u), C = constl.

V(Cu) =§(Cu)i +%(Cu) j +§(Cu)k _

c(a—”na—“j a“j CV(u)
x oyl s

3. V(uiuy) = u,Vu, +u,vVu,

0 NG .0
V(u.u,) = — (u,u,)i + —(uu,) | + — (Uu, )k =
(ugu,) ax(12) 6y(lz)J a2(12)
=u, U, %thaul +U, 8u2i+auz j+au2k =uVu,+uVu,.
ox oy 0z oX oy 0z

4. \V(f(u) = f *(u) V(u).

V(f(u))zﬁ(uu))i+%(f(u»j+3(f<u))k=

:f'(u)al 8yf()J f(u)k_f(u)(l ZS] Zuk]—f(u)Vu-



(17) TejnopoBa u MakJjiopeHoBa gopmyJia GpyHKIHje BHIIE TPOMEH/bHBHX.

e R: dyskuyja jenne npomersbuBe Y = f (X), Koja OKOJIMHM HEKe Tauke Xo MMa HETPEKHIHE H3BOC
3aKJbYYHO Ca M3BOJAOM pena N+1, moxe ce anpokcumupatu TejiaopoBUM MOJIMHOMOM N-TOT CTeleHa y
OKOJIMHH T€ TauKe:
(%) " (%) F O (x0)
— 0 0 2 Xo
f(x)=f(xy)+ 1 (X—Xo)+ o (X=Xg) +..4———= by (X=%)" + R,

raeje X = Xy + AX, wro ce apyraunje Mmoxe 3anucaTy:

f"(x f (M (x
f(Xg+AX) = f(X)+ T 0) MAXZ+...+JAX”+RW
il 2! n!
dyHKIMja ca [Ba WIKM BUIIIE MTapamerapa, Koja y OKoJMHU Heke Tauke Po(Xo, Yo) (Po(xlo, XZO, s
Xno)) uMa HeNpeKuHe mapiyjaiHe u3Boje 10 peaa N+1, moxe ce, Takole, ampoOKCUMUPATH TTOJTMHOMOM
N-TOT CTeTeHa.

e R% Vounvo momohny ¢yHKuujy (I)(t) = f(XO +1AX, Y, +tAy), 0<t<1, upu uemy
cMaTrpamo Ja ¢y Xo, AX, Yo, Ay. Tauka Pt (XO + tAX, Yo +tAy) sa ceako t €[0,1] npunana
OJICEUKY POP , Po(Xo, Yo), RL(XO + AX, Yo + Ay)

Axo mpernocraBumo na ¢ynkuuja f (X, y) y okomuuHu Tauke Po(Xo, Yo) MMa HempeKuaHe
napuujanae u3Boje 10 N+1 pena, onna ce 3a u3soze nomohne pynxuuje M (t) noduja:

d'(t) =q Ax+q Ay
0 P 3
o° f o°f ot , |of of -
O'(t)=— +2— AXAY+—| Ay°=| | AX+_| Ay
Ox* P OX A oy® A OX|p, Ylp
NHaykTUBHO ce 3aKJbydyje
oM (t) = g;)(: : AX" +Gj@)§‘j&y : AX" 1Ay +(2j@(f_;@y2 : AX"2AY? + ..+ ot H AY" =
[n]
= a AX +ﬁ Ay
OX|p, oy P,

Teopema 1. (0 cpenwoj BpenHocTH) AKO je y Hekoj okonuHH Tauke Po(Xo, Yo) dyskumja f(X, )

of of

HEMpeKuHa U UMa HEeTIpeKuIHe Mapiyjajiie u3Bojae —— M —_ , Tajaaje

oX oY
of of
f (X +AX, Yo +AY)— (X, Vo) = &(XO + OAX, Y, + 9Ay)Ax+ay(x0 + OAX, Y, + OAY)AY:

sanexko 0 < @ <.



[loka3. [Ipema JlarpanxxeBoj TeopeMu 3a (GyHKIIH]Y jeTHE TPOMEHIbUBE q)(t) ,
CD(].) - CD(O) = CD'(@)(].— 0) sanexo 0 < @ <1.

W3 tora cieau
f (X +AX, Yo +AY) — F (%o, Yo) = Z]; (Xo + OAX, Yo + OAY)AX + gfy (Xo + OAX, Yo + OAY)AyY

ITO je Tpebalio J0Ka3aTu.

Teopema 2. (Tejmopoa dhopmyaa) AKO Cy y OKOJUHH TadKe (Xo, Yo) mapuujaaau u3Boau pyukiwje f(X, y)
10 N+1 pena HEMPEKUIHU, Taja je

1 1 1
f(Xo + AX, Yo +Ay) = (X, y0)+idf (Xo, y0)+2|d2f(x0, y0)+...+ﬁd”f(x0, Yo)+ Ry

IIPU YEMY je R = 1

”_(n+1)|dn+lf(P9)’ a P, (X +OAX, Y, +6AY), 0<6<1.

/loka3. PazBujamem pyHKIHje (D(t) y MakjopeHOB MOoJIMHOM, J100uja ce

d(t) = d(0) +%CD'(O)t +%CD"(O)t2 + ...+1|c1><“> (Ot"+R',
! nt

L 1
ca TPEeIIKOM 3anucaHoM y JlarpamxkeBom o0immky R- =

" (n+1)!
. 1, 1 1 (n) L
3at=1: q>(1)=cp(0)+llc1)(0)+2'® (O)+...+—|CD 0)+Ry:
! n!

(D(n+l) (a)tml’ 0<@<1.

RE= L (g).
" (n+D)!
[Ipema nedbununmju GyHkimje CD(t) ,
D) = f (Xo +AX, Yo +AY) ©(0) = f (X, Yo).

@'(0) = —(Xo’ YO)AX"‘ oy (X0, Yo)AY =df (Xg, ¥p)-

of of [2]
®"(0) = (& (X0, Yo)AX+ @ (%o, YO)AYJ =d*f (X, Yo):

o[ & of "
CD()(0):(&(XO'YO)AXWL@(XO’YO)AY) =d" T (X, Yo):

of
@(n-i-l) 9
(0) = =

Xlp,

[n+1]
Ay] =d"™ (P,

P@ (XO + OAX, Yo + OAY), 0<0<1 onaxJie cremu TBpheme.



e R™ Tejnopora dopmysa N-Tor creneHa 3a GyHKIIHU]Y ca M IPOMEHJBUBUX MMa UCTH OOJIMK Kao
U 32 QYHKIUjy ABE IPOMEHIbUBE

X+ AXy, .o X+ AX, ) = T (XY, ...,x,?])+]l_ldf (X, ...,xg)+;d2f(x{’, X0 )+

AT 0) 4 Ry
nt

[n+1]

1 [ef
T (n+D)!Y ox

AX
Py

Ax1+...+a]c

o, Xy,

m

P, (X + OAXy, .., X0 +OAX ), 0< O <1

Takohe, ce mMoxke mokazaTu na je Rn :O(Ap)n’ Kang AXl —)O, ...,AXm —)0, rae je

Ap =N +..+ A .




(18) Jdepunumnuja nokamaHor ekcrpemyma GpyHKIHje BulIe npoMeHbuBUX. Heonmxoanu yciaoBu.
Joka3s.

Jledpunnumja. OyHkumja U = U(X1, Xo, ..., Xn) ©Ma y Tauki Po(X’, ... , Xn') JIOKAIHH MAKCHMYM aKoO y
CBHM TaukKaMa M3 HeKe OKOJIMHE Tauke Py MMa Marbe BPEIHOCTH HEro y Tauku Py, Tj. ako 3a cBaKky Tauky

P(X1, ..., Xn) € S(Po, &) Baxku U(Xy, X2, ..., Xn) < U(X®, X2, ...\ XnO)

) 0y2 0\2 0\2
a JIOKAJTHH MHHHMYM aKO y CBUM Taukama OKoJuHe nma Behe BpegHoctu Hero 'y Po, Tj.
aKo 3a cBaKky Tauky P(Xi, ..., Xn) € S(Po, ) Baxku U(X1, X2, ..., Xn) > u(Xlo, Xzo, vees Xno).

JlokasiHM MakCHMyMH U MUHUMYMH CY JIOKAJIHH €KCTPEeMYMHU.

Teopema. (neonxodan yciog) Axo Gpyukimja U = U(Xy, X2, ..., Xn) ©Ma EKCTPEMYM y TAUKH Po(Xlo, - Xno)

M aKO Cy jOj mapIiyjaiHy U3BOAM HENPEKUIHH Y TOj TaYKH, OHJA Cy CBU MaplHjaTHA U3BOAM (yHKIHU]E U
= u(Xq, X2, ..., Xn) y Tauku Py jeqHaKu HYJIH, Tj.

ou :
(X, X9,.X0) =0, ¥V j=1,...,n
OX;
Jloxas. PuUKCHPAjMO CBE NPOMEHJbHBE X; = XiO . 1=1...,n, ocum jeane (npoussosbre) Xj. Tana je

0

i +1""ch1) ) v oxomnun Tauke Po dysxkumja jenne npomenmuse f (X j)’ ca

0 0
U(Xg 5oy X g5 Xy X
eKCcTpeMyMoM 3a X i X(j). [Ipema TeopemMu 0 HEOTIXOAHOM YCJIOBY (DYHKIIM]jE jeIHE MPOMCHIBHBE, HheH

u3BOX Yy Toj Tauku je jemmak 0. Kako je mssox dymxumje f (X j) X = X(j)’ jeIHAK TaplUjaTHOM

u3Bomy GyHKIUje U = U(Xy, X2, ..., Xn) IO TIPOMEHJBUBO] Xj y Taukn Po U Kako je m300p IMpoMeHJbUBE
MPOU3BOJbaH, TBPHEHE BaXKH.

IMocaenua. Axo pynkiuja U = U(X1, Xo, ..., Xn) IMa HEMPEKUHE MapIijaiHe U3BOJIE Y 11e70j 00IacTh
ne(UHUCAHOCTH, CBH KaHIUJATH 32 eKCTPEMYM ce Hanasze Mmel)y penemuma cucreMa

ou i
— (X%, X%5,...,x.)=0, 1=1....n
8x- ( 11 A2 n)

Pemema cucrema ce HasnBajy CTallMOHaApPHE TA4YKe.



(19) JoBosbaH ycJI0B 3a JIOKAJHH eKCTPeMyM (QYHKIUje BUIIe MpoMeH/bHBHX. CHJIBECTEPOB

KpHUTepHjyM.
R_z: Teopema. IlpermocraBumMo aa y Hekoj okoiauHu obmactu D kojoj mpumama Tauka Po(Xo, Yo),
byuknuja z = f (X, Y) MMa HenpekuIHE MapiMjaJHe H3BOJEC 3aKJbY4HO ca M3BoAMMa Tpeher pema u
MPETIIOCTaBUMO J1a je Py cranmnoHapHa Tadka, Tj. ﬂ —0 ﬂ _0 AKO 03Ha4MMO A= azif ,
OX Po oy P ox’ Py
B:azf ,C:ﬁ , OHJIa!
OXoy P, dy? e,

(1) Axo je A-C-— B2 >0uA< 0, pynxmmja f (X, y) y Po uma makcumym.
(2) Axo je A-C— B2 >0uA> 0, dpyukuuja f (X, y)y Pop uMa MUHHMYM.
(3) Axo je A-C— B2 <0, oyukuuja f (X, y) y Po Hema ekctpemym.

) 2 .
(4) Axo je A-C-B°=0, rama je 3a oapehuBame KkapakTepa CTalMOHAPHE Tayke MOTPEOHO
UCIMTHBAKE U3BOJIA BHIIIET Peia.

/loka3s. 13 TejnopoBor nonuHoma apyror peaa y okonuau Py, (Ileanos 0611. ocraTtka):

Af:f(onrAx,yo+Ay)—f(xo,yo):q Ax+q Ay +
OX|p 5
0 0
—=0 —=0
2 2 2
T a2 aay+ T Ay [ anp?
21 ox° |, OXoy|, 5
0 0 0

rae a— 0, xkan Ap = \/(AX)2 +(Ay)* > 0.

Axoje p = Z(OX, POP), ouma je AX = A,OCOS Q, Ay = A,OSin @, naje
Af = % (AAX® + 2BAXAY + CAY?) + aAp® =

:%ApZ(ACOSZ(p+ZBCOS(DSin p+Csin® g+ 2a) [

> >

+B—zsin2 —B—zsin2 =
A 4 A 4

2 2\ ain 2
:;Apz[(ACOS(p+ Bsin @) A+(AC B<)sin g0+2a]



(1)|A-C— B2 > 0| A<0: umenmar pasiomka je mMamu of 0, a 6pojunan je Behu, jep je 36up aBe
BEIMYHMHE Koje cy > 0, a He Mory 6uTu uctoBpeMeHo 0:

) A
Acosp+Bsing=0 = tg(DZ—BVCOS(DZO;
(AC-B%)sin“p=0 = sinp=0.
3aT0 ce MOXKE HamucaTH Af =1Ap2 (_m2 +20()’ rae « — 0, kan Ap — 0, a m He 3aBUCH O]

Ap. Jlobuja ce na je 3a noBosbHO Mano Ap Af = f (X0 + AX, Y, + Ay)— f (XO, yO) <0, 1.
f (XO + AX, Yo + Ay) < f (XO, yO) , U3 "era cienu aa je Pp Tauka makcumyma.

(2) A-C—BZ>O, A > 0: cimuno ce mobmja ma je  Af :%Apz(mz—i—Za), Tj.

f (XO + AX, Yo + Ay) > f (XO, yo), na je Py Tauka MUHEMYMa.

(3) A-C— B2 < 0} ako npernoctaBumo aa je A > 0, onaa

® 3a @:0 ce no6uja Af :%APZ(A—F 20{) >0

‘faKojeB=0:>C<0,naje3a¢: Af:;Apz(C+2a)<O

z
2!

. . A .
aKo je BiO,HaKOJe P =@y, tggpo :—E,OHI[a_]e

A

 R2\cin?2
AF :1Ap2((AC B“)sin‘ ¢,
\ 2 A

Af Mema 3HaK y 3aBUCHOCTH O] ¢, IIITO 3HAYH J]a HEMa eKCTPEMYM Yy Taduku P.

+2a) <0

= ciau4aHO ce nodujam3a A<O0.

- ako je A=0, onaa mopa OuTH B # 0, a
1 : .
Af = E Apz [sin (2B cos @ + C sin @) + 2] Kana je ¢ noBossHO Mano, 1 Mema 3HaK,

u SiN (D Taxohe Mema 3HaK, JOK U3pa3 y Majoj 3arpaau, KOjH je Tajla IpUOIMKHO jenHak 2B, ne
Memwa. 3a Ap — 0, Baxu o — 0, ma o He yruye Ha 3HaK m3pasza Af. Crienn n1a je, y Tom cirydajy, 3HaK
u3pasa Af nctu xao u 3Hak sin @, 1j. 9. Kako Af mema 3HaK y 3aBUCHOCTHU 071 yTiia, Po HUje Tauka
eKCTpeMyMa.

(4)| A-C—B?=0|
1

H 2
A0 = Af :Apz((ACOS(D—i_BSIn(D) +2a]~ Axo je @ =gy, Acosp+Bsing=0,
2 A

na 3HaKk Af 3aBucu oI a.

* A=0=B=0,nmaje Af :;APZ(CSin2¢+2a).3a¢=O,3HaKAf 3aBHCH O] .



n n
R":  Jdedunuunja. Cyma obnuka Q(Xll'-"xn) = Z Z aij X; Xj Ha3MBa ce KBajparHa (opma.

i—1j-1
apq Ay || X
Bexmopcku 3anuc: Q(X X )_ [X X ] _ XTA X
* 113 \n) — 1 e n e e s e | —
anl ann Xn

Hanomena: Cakoj kBaapaTtHoj (¢opMu oJroBapa TayHO jeJHa CHMETpUYHA  MaTpuIa
1
Q= E(A—i— AT),TaKO naje Q(le---’xn) — XTQ X.

(Ako je A cumerpruHa MaTpuiia oHaa je Q = A).

Jdepunnumja. 3a kBaapatHy QopMy ce Kaxke Ja je TMO3UTUBHO JeduHHCAHA aKo Baxu
Q(Xl,...,Xn)>0 Kag Toj je (Xl,...,Xn)?‘—'(O,...,O), a HeraTMBHO JepHUHHCAHA aKo je

Q(Xl,...,Xn) < 0 xan rof je (X11""Xn) * (O,,O)

IMpumep. dopma Q(Xl, X2) = X12 + 2X1X2 + X22 HHUje [IO3UTHUBHO JedUHHCAHA, jep je

Q(Xl,—Xl) =0, V(Xl,—Xl), 1ok hopma Q(Xl, XZ) = X12 + 2X1X2 +3X§ jecre, jep je Q
=( camo 3a (Xl, X2) = (O, O), aKama je (Xl, X2) = (O, O) onma je Q> 0.

Teopema. (CuaBecrepoBa) Heka je Q(Xl,...,Xn) nata kBagpatHa ¢opma u Q oxaromapajyha

CHMETPHYHA MaTPUILIA.
. Q(Xl, ceny Xn) je mo3utuBHO nepuuucana popma akko D; >0, ..., D, > 0.
. Q(Xl, e ,Xn) je HeratupHo Aeduuucana gpopma akko D; <0, ..., (-1)" D, > 0 (Dy, ..., Dy cy

rJIaBHE MHUHOPH MaTpuiie Q).

Hamomena: VYcmo A > 0, A-C—82 >0 3Haum ga je kBagpatHa  (opma

d 2f = AAX2 + ZBAXAy +CAy2 no3uTBHO Jnedpunucana. Cmuuno, ako je A < O,

A-C-B 2 >0, ApyTHu 1udepeHIujall je HeraTuBHo Aedunucana popma.



(20) Jdepunumnuja ycaoBHOTr ekcTpemyMa GyHKIIMje Bile MpoMeH/buBHX. Heonmxoanu ycioBu
YCJI0BHOI ekcpemyMma ¢pynkuuje f: (x, y) - z. lokas.

ITpu onpehuBamy excTrpemyMa Heke (PYHKIMje KOja 3aBHCH O] BUIIE HE3aBUCHO MPOMEHJbUBUX,
4eCcTO C€ IM0jaBJbyjy W HEKU JOIMYHCKH YCIOBU. EKCTpeMyMH KOjHU 3a/J10BOJhABajy jOII HEKE JOMYHCKE
yCJIOBE Ha3WBajy CE YCJIOBHHM €KCTPeMyMHMa.

buhe onucane merone 3a Tpaxkemwe ekctpemyma Qyukiuje T (X1, Xo, ..., Xp) IpH yCIIOBUMA 00JIMKA
g1 (X1, X2, <.y Xn) =0, ..., Om (X1, X2, ..., Xn) = 0.

EKCIUIMIIMTHO pelliaBaAH>€

VKOJIUKO BaXH: rangl:(igi } —m HIIP. 0%y X, .0
0%y OXpm

H aKo je Moryhe IIPETCTaBUTHU M IIPOMEHJBUBHUX IIPEKO IIPEOCTAIHNX

X = A (Xinyare- %

Xn = m(Xm+l1""Xn)
Tpakeme YCIOBHOT eKCTPEMYMa CE CBOJIU Ha TPaXkKeme 6e3yCIOBHOT eKcTpeMyMa (QyHKIHje

|:(Xm+l""1xn) = f (ﬂi(xm+l""’xn)’---’lm(Xm+1""’Xn)’ Xm+1""’xn)-

Jlarpan:;koBa MeTo/1a

R?: Heonxoauu vcJIOBH

Hexka je mara ¢yukmmja z = f (X, y) u yciaoB ¢ (X, y) = 0, tako na f (X, y) u ¢ (X, y) umajy
HETIPEeKUIHE MapliyjaiHe U3BOJE Y OKOJIHHH Tauke (Xo, Yo), KOja je ycioBHU ekcTpeMyM (@ (Xo, Yo) =0 ) u

0
J1a BaKH aqp(XO’ yO) #0.

[Tpema TeopemMu 0 UMIUTHIIUTHO 3a7aT0] QyHKIHjH, ycmoBoM ¢ (X, Y) = 0 je 3agara pyHKIHja y =
y(x), Tako na je z = f (X, y(X)), ma y Tauku ekctpemyma (Xo, Yo) BaXu

dz_of otdy

dx ox oy dx

Hudepennupamem ycnoBa @ (X, ¥Y) = @ (X, Y(X)) = 0, nobuja ce (3a cBe BpeIHOCTH X, Y Koje
3aJI0BOJbaBa]y yCJIOB)

a(p+a€0dy:0.
ox oy dx

Opnatie 3a Tauky (Xo, Yo) BaxH,
i + q y + A a_¢ + a_¢ y =0
OX 0oy dx OXx oy dx




OJHOCHO

(@+/15_€0j+ q+/16—(p -%:0.
OX OX oy oy ) dx

Nzabepumo A = Ao, Tako aa Oy/e 3a70BOJEH YCIIOB
of 0
o ooy

8(0
VY ToM ciydajy Baku /10 =0.
6x

Jlakie y Taukama eKcTpeMyMa BaXke yCIIOBU

~
%(Xo’ YO)"‘%%(XOJ’O) =0

of oQ .
& (XO, yO) + /’lo & (XO, yO) =0 > , YAME je noKa3zana ciezeha reopema:

(X9, ¥o) =0 y,

Teopema. Heomnxonan ycnoB na ¢pynkuuja Z = f (X, y) npu ycioBy ¢ (X, y) = 0 uMa eKCTpeMyM Y HEKOj
tauku (Xo, Yo), moxa mpermoctaBkoM ma f (X, Y) u @ (X, Y) UMajy HenpeKuaHe HapiMjajiHe H3BOIC Y

OKOIMHHU Tauke (Xo, Yo), ¥ Ja je _(D (XO, yO) # 0, jecre na nocroju Takas peanan 6poj lo, 1@

BPEIHOCTH Xo, Yo, A0 32/10BOJbABA]Y CUCTEM jeTHAUHHA

af N
@(XO’YO)JF%%(XO’YO) =0

of 0
&(Xm YO)+ﬂoa_f(Xo'yo) =0
(X0, ¥o) =0 J

Hamomena. Hexka je L(X Y, ﬂ,) = f(X y)+/1(p(x y) T3B. JlarpamxkoBa (yHkuuja. Hbenu
oL of /18(0 oL 8f 8g0

MapIyjagTHd U3BOJIU Cy — = —— = _r, — = gp(X, y), IITO 3HAYHU J1a ce

OX OX oX oy ay oy oA
HCONMXOJAHH YCJIOBH 3a YCIIOBHE €CKCTPEMYME, U3 TOPHE TCOPEME, MOT'Y HAITMCATH

ob_o k_o L_
OX oy o1




R": Vkomuko Tpaxumo excrpemyme Gynkmje f (X1, Xa, ..., Xn) IpH ycnoBuma oomuka g1 (X1, X2, ..y Xn)
=0, ..., Om (X1, X2, ..., Xn) = 0, MOke ce hopmupatu oarosapajyha Jlarpamxosa GpyHKIHja

L(XgseeesXpy Aseeesdm) = (O X0 )+ 490 (K ee s Xy ) + oot A G (X5 X5 )

Cneneha Teopema [aje HEOMXOJHE YCIOBE 3a YCIOBHH ekcTpemyM GyHknuje f mpu 3agatum
yCIIOBUMA!

Teopema. Heka je Po(xlo, s Xno) exctpemyM ¢Gyukiwmje f (X1, X2, ..., Xn) 1pu yeiaoBuma Qi (X1, Xz, ..., Xp) =

0, ..., Om(X1, X2, ..., Xn) = 0. Ako npernocraBumo aa ¢pyukuuje f, g1, ..., Om UMajy HapIEjaaIHe HU3BOIC
NpBOT pela y OKOJNMHM Tauke Py m ma je rang agi —m> OHAA MOCTOj€ BPEAHOCTH
OX j
Po mxn

ﬂio,...,ﬂ,?n (Ag = (ﬂg,...,ﬂ%)), TaKo Ja BaKu

/ ﬁ :ﬂ 4 Oagl + +ﬂ?nagm =0
0% (Po. o) 0% Py OXq Py 0% Py
o _ o L 0% +...+/1?nagm =0
< OX,, (Po.70) OX,, Py X, P, OX,, P,
oL




(21) 1oBoJbaH ycj10B 32 YCJIOBHHM eKcpeMyM QyHKIHje BHIlle MpoMeH/buBHX. J/lokas.

Hexka dynkmwmja f (X1, X2, ..., Xn) ca ycaoBuMma g1(X1, X2, ..., Xn) =0, ..., Om(X1, X2, ..., Xn) = 0 umMa y

0 0 .
taukd Po(X1", ... , Xn ) YCIIOBHH EKCTPEMyM W HCIyHaBa YCIOBE NpeTxojHe Teopeme. Heka je Tauka

P(Xf +AX1,...,Xr? +AXn) TaKBa Jia Cy y B0j ucnymbenu yciosu ¢;= 0, ..., gn = 0. Onza je
— 0 0 0 0y _ 0 0
AU = (X +AX,. Xy +HAX) — T O X0) = FOX +AX, e X0 +AX) +

n n
zﬂ“igi(xf +AX11"'1Xr? +AXn)— f(Xlo,---,X,?)—Zligi(xf,...,xr?) ZAXL,

-0

=0

rae je AXL npupamitaj Jlarpanxose QyHkiuje, camo mo npomeHsbUBUM Xi. [Ipumenom Tejnopose

dbopmyite (o] mpeTnocTaBKOM Ja (pyHKIHje UMajy Ipyre Mmapil. U3BOJIe)
1
AL~>dfL,
2

M3 4era CJICIU TeopeMa 0 10BO/bHUM yC/JI0BHMA 32 YCJIOBHH €KCTPEMYM:

Teopema. Heka ¢yukmuje f, g1, .., On HMajy napugjajiHe W3BOAE 10 JAPYror peiaa M Heka je

(Xf yeeny chl) , ﬂjc_) . ,ﬂ?n) ((PO , /10 )) cTalnoHapHa Tayka Jlarpanxese QpyHKImje. AKO je

(1) df L‘ b >0 oHJa je Py yCJIOBHH MUHUMYM (CTPOrH);
0

2
(2) dx L‘ b <0 oHJa je Py yCJIOBHH MaKCHMYM (CTPOTH).
0




