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Математика 2 
Други део усменог 2011/2012 

 

• Подела одсечка одговарајућа броју ε 

Дефиниција. За дату функцију y = f(x), поделу одсечка [a, b]  

π[a, b] = π[a=x0 ≤ ξ1 ≤ x1 ≤ξ2 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn-1 ≤ξn ≤ xn=b] 

ћемо назвати одговарајућом броју ε (ε произвољни мали позитиван број), ако за сваки 
пар x’ и x” тачака које припадају истом одсечку [xi-1, xi]  важи неједнакост 

ε<′−′′ )()( xfxf . 

• Потподела 

Дефиниција. Подела π’[a, b] = π’[a=x’0 ≤ ξ’1 ≤ x’1 ≤ξ’2 ≤ x’2 ≤ ... ≤ x’p-1 ≤ξ’p ≤ x’p=b] се 
назива потподелом поделе π[a, b] = π[a=x0≤ ξ1 ≤ x1 ≤ξ2 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn-1 ≤ξn ≤ xn=b], ако 
свака од тачака x0, ..., xn припада скупу тачака {x’0, ..., x’p}, тј. скуп {x’0, ..., x’p} се 
добија кад се скупу {x0, ..., xn} додају неке деоне тачке; при томе су тачке ξk и ξ’k 
одабране произвољно. 

• Дијаметар поделе 

Дефиниција. Број d(π) = max ∆xk, k ∈ {1, ..., n} назива се дијаметар поделе π. 

• Означимо интегралну суму функције f(x) која одговара подели π одсечка [a, b] са 
Sπ(f): ∑

=
∆=

n

k
kk xffS

1
)()( ξπ

. Тада можемо и овако формулисати дефиницију: 

Дефиниција. Реални број J се назива одређеним интегралом функције y = f(x) на 
одсечку [a, b], ако за свако произвољно мало позитивно ε постоји такав довољно 
мали број δ > 0, да за сваку поделу π за коју је d(π) < δ, важи неједнакост 

επ <− )( fSJ . 

• Из ове дефиниције да ако J постоји, тада за сваки низ подела π1, π2, ..., πn, ... 
одсечка [a, b], у коме d(πn) →0; n→∞, важи да је  

)(lim fSJ
nn π

∞→
= . 
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• Одређен интеграл 

Дефиниција. Ако за било какву поделу одсечка [a, b] на одсечке [xi-1, xi], i = 1, ..., n, у 
којој max [xi-1, xi] = max ∆xi →0 (n→∞), и за произвољно изабране тачке ξi на одсечцима 
[xi-1, xi] интегрална сума Sn тежи једној одређеној вредности S, тада се та гранична 
вредност назива одређени интеграл функције f(x) на одсечку [a, b] и означава 

∫
b

a
dxxf )( . 

По дефиницији  
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Функција f(x) је интегранд, број a је доња граница интеграла, број b је горња граница 
интеграла, x је интеграциона променљива, одсечак [a, b] је одсечак интеграције. 

• Теорема о вези непрекидности и интеграбилности фукције 

Теорема. Ако је функција f(x) непрекидна на одсечку [a, b], тада је она на том 
интервалу и R–интеграбилна. 

Доказ. Функција која је непрекидна на одсечку, је и равномерно непрекидна, тако да је 
0)(,0 >∃>∀ εδε , εδ <′−′′<′−′′ )()(, xfxfxx . 

 Посматрајмо низ подела π1, π2, ... таквих да d(πn) →0, докажимо да низ { }
n

Sπ  

конвергира. Ако је за поделу πn са  mn  подинтервала, )()(max xfxfn ′−′′=ε  за      

сваки пар тачака  x’, x” ∈ [xk-1, xk], k∈{1,..., mn}, онда πn одговара броју εn. 

 Из услова равномерне непрекидности за дато ε > 0, нађимо одговарајуће δ > 0, а 
затим N0, такво да је δπ <⇒≥∀ )(0 ndNn . Очигледно је εn < ε, 0Nn ≥∀  што значи да 

εn→0, кад n→∞. Како на основу претходне теореме важи )(2)()( abfSfS
mn

−<− εππ
, 

низ { }
n

Sπ  је Кошијев, па према томе конвергира.  

 Одатле следи да је непрекидна функција y = f(x) R–интеграбилна. 
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• Одређен интеграл 

Дефиниција. Ако за било какву поделу одсечка [a, b] на одсечке [xi-1, xi], i = 1, ..., n, у 
којој max [xi-1, xi] = max ∆xi →0 (n→∞), и за произвољно изабране тачке ξi на одсечцима 
[xi-1, xi] интегрална сума Sn тежи једној одређеној вредности S, тада се та гранична 
вредност назива одређени интеграл функције f(x) на одсечку [a, b] и означава 
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По дефиницији  
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Функција f(x) је интегранд, број a је доња граница интеграла, број b је горња граница 
интеграла, x је интеграциона променљива, одсечак [a, b] је одсечак интеграције. 

• Особине одређеног интеграла 

1)

 

2)

 

3) 
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4)

 

• Доказати једну од наведених особина 
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• Одређен интеграл 

Дефиниција. Ако за било какву поделу одсечка [a, b] на одсечке [xi-1, xi], i = 1, ..., n, у 
којој max [xi-1, xi] = max ∆xi →0 (n→∞), и за произвољно изабране тачке ξi на одсечцима 
[xi-1, xi] интегрална сума Sn тежи једној одређеној вредности S, тада се та гранична 
вредност назива одређени интеграл функције f(x) на одсечку [a, b] и означава 

∫
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a
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По дефиницији  
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εξδεδε <∆−⇒<∆>∃>∀ ∑
=

n

k
kkk xfSx

1
)(max:0)(,0

. 

Функција f(x) је интегранд, број a је доња граница интеграла, број b је горња граница 
интеграла, x је интеграциона променљива, одсечак [a, b] је одсечак интеграције. 

1) Формулисати теореме о процени вредности и о средњој вредности интеграла 
 
Теорема (о средњој вредности). Ако је функција f(x) непрекидна на одсечку    [a, b], 
тада постоји тачка ξ, a < ξ < b, за коју је  

))(()( abfdxxf
b

a
−=∫ ξ

. 
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• Коришћењем теореме о процени вредности интеграла доказати теорему о 
средњој вредности интеграла 

 
Тачка 3. претходне теореме – Особина монотоности ***  
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• Одређен интеграл 

Дефиниција. Ако за било какву поделу одсечка [a, b] на одсечке [xi-1, xi], i = 1, ..., n, у 
којој max [xi-1, xi] = max ∆xi →0 (n→∞), и за произвољно изабране тачке ξi на одсечцима 
[xi-1, xi] интегрална сума Sn тежи једној одређеној вредности S, тада се та гранична 
вредност назива одређени интеграл функције f(x) на одсечку [a, b] и означава 

∫
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По дефиницији  
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Функција f(x) је интегранд, број a је доња граница интеграла, број b је горња граница 
интеграла, x је интеграциона променљива, одсечак [a, b] је одсечак интеграције. 

2) Формулисати теорему о подели интервала интеграције 
 
Теорема (о подели интервала интеграције). За произвољне три тачке a, b, c важи 

једнакост ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( , под претпоставком да сва три интеграла 

постоје. 
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• Доказати теорему за a < c < b. Доказати теорему за a < b < c 

Доказ. Нека је a < c < b. Саставимо интегралну суму за функцију f(x) на [a, b], тако да 
је c увек једна од подеоних тачака. Тада важи 
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)()()( ξξξ ,    xm = c. 

Кад се пређе на граничну вредност, кад max ∆xi→0, добија се тражена једнакост за 
случај a < c < b. 

Нека је a < b < c. На основу већ доказаног ∫∫∫ +=
c

b

b

a

c

a
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dxxfdxxfdxxf )()()( . Према 3) важи ∫∫ −=
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dxxfdxxf )()( , па се и у овом 

случају добија 
∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Слично се тражена једнакост доказује за било који распоред тачака a, b, c. 
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• Дефинисати примитивну функцију 

Дефиниција. Примитивна (првобитна) функција дате функције f(x), назива се 
функција F(x) за коју је  

F’(x) = f(x). 

Дакле, неодређени интеграл 
∫=Φ
x

a
dttfx )()(  је примитивна функција интегранда 

f(x). 

• Формулисати основну теорему диференцијалног и интегралног рачуна 

 

• Доказати основну теорему диференцијалног и интегралног рачуна 
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• Дефинисати појмове неодређеног интеграла и примитивне функције 

Дефиниција. Интеграл   ∫=Φ
x

a
dttfx )()(  

се назива неодређени интеграл функције f(x); неодређен се зове зато што му нису 
обе границе одређене (фиксиране). 

Дефиниција. Примитивна (првобитна) функција дате функције f(x), назива се 
функција F(x) за коју је  

F’(x) = f(x). 

Дакле, неодређени интеграл 
∫=Φ
x

a
dttfx )()(  је примитивна функција интегранда 

f(x). 

• Формулисати Њутн-Лајбницову теорему (написати Њутн-Лајбницову 
формулу) 
 

 

Њутн – Лајбницова формула )()()( aFbFdttf
b

a
−=∫ , тј. )()()( aFbFdxxf

b

a
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• Доказати Њутн-Лајбницову теорему 

 

 

 

 

• Дефинисати појмове неодређеног интеграла и примитивне функције 

Дефиниција. Интеграл   ∫=Φ
x

a
dttfx )()(  

се назива неодређени интеграл функције f(x); неодређен се зове зато што му нису 
обе границе одређене (фиксиране). 

Дефиниција. Примитивна (првобитна) функција дате функције f(x), назива се 
функција F(x) за коју је  

F’(x) = f(x). 

Дакле, неодређени интеграл 
∫=Φ
x

a
dttfx )()(  је примитивна функција интегранда 

f(x). 
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• Формулисати Њутн-Лајбницову теорему (написати Њутн-Лајбницову 
формулу) 
 

 

Њутн – Лајбницова формула )()()( aFbFdttf
b

a
−=∫ , тј. )()()( aFbFdxxf

b

a
−=∫ . 

• Извести формулу за смену променљиве у одређеном интегралу 

 

 

 

 

Дефиниција. Ако постоји коначна гранична вредност 
∫∞→

b

ab
dxxf )(lim , тада се она 

назива уопштеним или несвојственим интегралом функције f(x) на интервалу и 

означава са      ∫∫ ∞→

∞

=
b

aba
dxxfdxxf )(lim)( . 

У том случају кажемо да интеграл постоји или конвергира. Ако интеграл нема 
коначну граничну вредност кад b→∞, тада се каже да не постоји или да дивергира. 
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Напомена. Аналогно се могу дефинисати уопштени интеграли 

∫∫ −∞→
∞−

=
b

aa

b
dxxfdxxf )(lim)(   и ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

+=
c

c
dxxfdxxfdxxf )()()( . 

 

• ИИннттееггрраалл::  ∫
∞

1
ax

dx ,,  a > 0 
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1
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== −
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∫∫ ab
ax

dx
x
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b
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• За a > 1 ( ) 11lim 1 −=−−

∞→

a

b
b , па је у овом случају ∫∫ −

==
→∞

∞ b

aba ax
dx

x
dx

11 1
1lim . 

• За 0 < a < 1  ( ) +∞=−−

→∞
1lim 1 a

b
b , па је интеграл +∞=∫

∞

1
ax

dx ,,  ттјј..  ддииввееррггиирраа.. 

• ААккоо  јјее  a = 1  ( ) ∞====
→∞→∞→∞
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x
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b
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∞
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ддииввееррггиирраа.. 
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Дефиниција. Ако је функција f(x) непрекидна на интервалу a ≤ x < b, а f(x) → ∞ кад x 

→ b, x < b, и ако постоји коначна гранична вредност  
∫
−

→

ε

ε

b

a
dxxf )(lim

0

 (ε > 0), тада се та 

гранична вредност назива уопштени (несвојствени) интеграл функције f(x) на 
одсечку [a, b] и означава са 

∫∫
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→
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ε

ε

b

a

b

a
dxxfdxxf )(lim)(

0

. 

Тада кажемо да уопштени интеграл постоји, тј. конвергира. У супротном, ако интеграл 
нема коначну граничну вредност, он не постоји, односно дивергира. 

На сличан начин, ако је функција f(x) непрекидна на интервалу a <  x ≤ b, и ако постоји 
коначна гранична вредност  

∫
+
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a
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 ИИннттееггрраалл::  ∫
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• За 0 < a < 1  ( )
aax
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x
dx a
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конвергира. 

• Може се закључити да за a ≥ 1,  интеграл ∫
1

0
ax

dx   ддииввееррггиирраа.. 
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• Метода парцијалне интеграције. Доказ 

 

• Применом методе парцијалне интеграције и рекурентних веза израчунати 

 

 
Напомена: Уместо а ставите ρ 
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• Општи случај смене при рачунању интеграла за функције R(sinx,cosx), где 
је R рационална функција 

ППррееттппооссттааввииммоо  ддаа  јјее  ддаатт  ииззрраазз  ккоојјии  ппррееддссттааввљљаа  ррааццииооннааллннуу  ффууннккцциијјуу  ааррггууммееннааттаа  
ккоојјии  ссуу  ттррииггооннооммееттрриијјссккее  ффууннккцциијјее..  ТТааккаавв  ииззрраазз  ћћееммоо  ооззннааччааввааттии  ссаа  )cos,(sin xxR ,,  
јјеерр  ссее  ссввее  ттррииггооннооммееттрриијјссккее  ффууннккцциијјее  ррааццииооннааллнноо  ииззрраажжаавваајјуу  ппррееккоо  ффууннккцциијјаа  ssiinn  xx,,  
ccooss  xx..  ВВаажжии  ссллееддеећћаа  ттееооррееммаа::  

Теорема. Интеграл )cos,(sin xxR   ттррааннссффооррммиишшее  ссее  уу  ииннттееггрраалл  ррааццииооннааллннее  ффууннккцциијјее  

ссммеенноомм  
2

tg xt = ..    

Доказ. Коришћењем тригонометријских формула  

2
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x
xxx

+
−

+
=−=

,   

тј. 
2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= . 

• Због tx arctg2= , важи dt
t

dx 21
1
+

= . 

Дакле, ∫∫ +








+
−

+
= dt

tt
t

t
tRdxxxR 22

2

2 1
2

1
1,

1
2)cos,(sin , интегранд је 

рационална функција од t.  

  

  

21
2sin

t
tx

+
=

2
cos

1

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

1
2

tg1
22

22

2

2

2

xx

xx

x

x
x

=
+

=+=+
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• Навести смене које се користе у специјалним слуачајевима интеграције 
функција облика R(sinx,cosx), R је рационална функција 
  

Интеграли специјални случајеви функција )cos,(sin xxR ,, се могу 
једноставније решити другим сменама: 

1. Интеграл облика ∫ xdxxR cos)(sin се најједноставније решава сменом ssiinn  xx  ==  tt,,  

ccooss  xx  ddxx  ==  ddtt,,  ккоојјаа  ддааттии  ииннттееггрраалл  ссввооддии  ннаа  ∫ dttR )(   .. 

2. ССллииччнноо,,  ииннттееггрраалл  ∫ xdxxR sin)(cos  се може решавати сменом ccooss  xx  ==  tt,,                      

ssiinn  xx  ddxx  ==  ddtt,,  ччииммее  ссее  ссввооддии  ннаа  ∫ dttR )( . 

3. За интеграл облика ∫ dxxR )(tg  погодна је смена   tg xx  ==  tt,,  
21 t

dtdx
+

= ,,  ккоојјоомм  ссее  

ссввооддии  ннаа  ∫ + 21
)(

t
dttR . 

4. Смена tg xx  ==  tt,,  ссее  ккооррииссттии  ии  уу  ссллууччаајјееввииммаа  ккаадд  ссее  ффууннккцциијјее  ssiinn  xx  ии  ccooss  xx  ппоојјааввљљуујјуу  
ссаа  ппааррнниимм  ссттееппееннииммаа  уу  ииннттееггррааннддуу  )cos,(sin xxR .. 
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• Метода смене у неодређеном интегралу. Доказ. 

Ако се при одређивању интеграла ∫ dxxf )(  не може лако наћи примитивна функција, а 

знамо да постоји може се применити метода смене x = ϕ(t), где ϕ(t) мора бити 
непрекидна и диференцијабилна функција за коју је ϕ ’(t) ≠ 0 и која има своју 
инверзну функцију. У том случају ће бити dx=ϕ ’(t)dt, па  

∫∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ . 

Доказ. Тада је извод леве стране: ( ) )()( xfdxxf x =
′

∫ . 

Извод десне стране: због )(1 xt −= ϕ , 
)(

1
tdx

dt
ϕ′

=  је 

( ) ( ) )()]([
)(

1)()]([)()]([)()]([ xftf
t

ttf
dx
dtdtttf

dt
ddtttf x ==

′
′=⋅′=

′′ ∫∫ ϕ
ϕ

ϕϕϕϕϕϕ

 

Напомена: Смена се може увести у облику )(xt ψ= , тада је dxxdt )(ψ ′= . 
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• Метода смене у неодређеном интегралу. Доказ. 

Ако се при одређивању интеграла ∫ dxxf )(  не може лако наћи примитивна функција, а 

знамо да постоји може се применити метода смене x = ϕ(t), где ϕ(t) мора бити 
непрекидна и диференцијабилна функција за коју је ϕ ’(t) ≠ 0 и која има своју 
инверзну функцију. У том случају ће бити dx=ϕ ’(t)dt, па  

∫∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ . 

Доказ. Тада је извод леве стране: ( ) )()( xfdxxf x =
′

∫ . 

Извод десне стране: због )(1 xt −= ϕ , 
)(

1
tdx

dt
ϕ′

=  је 

( ) ( ) )()]([
)(

1)()]([)()]([)()]([ xftf
t

ttf
dx
dtdtttf

dt
ddtttf x ==

′
′=⋅′=

′′ ∫∫ ϕ
ϕ

ϕϕϕϕϕϕ  

Напомена: Смена се може увести у облику )(xt ψ= , тада је dxxdt )(ψ ′= . 
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• Интеграција ирационалних функција типа ( )cbxaxxR ++2,   

Издвајањем потпуног квадрата у поткореном изразу интеграл  

( )∫ ++ dxcbxaxxR 2,  

се своди на један од интеграла  

(1) ∫ − dyyyR )1,( 2  

(2) ∫ − dyyyR )1,( 2  

(3) ∫ + dyyyR )1,( 2 . 

(1) Увођењем смене zy sin=  добија се 

∫∫ =− dzzzzRdyyyR cos)cos,(sin)1,( 2 . 

(2) Смена 
z

y
sin

1
=   даје 

 ∫∫ 





−=− dz

z
z

z
z

z
RdyyyR 2

2

sin
cos

sin
cos,

sin
1)1,( . 

(3) Применом смене zy tg= , 

∫∫ 





=+ dz

zzz
zRdyyyR 2

2

cos
1

cos
1,

cos
sin)1,( . 

Интеграли добијени овим сменама се могу свести на интеграле рационалних 
функција. Полазни интеграли су могли и директно да се сведу на рационалне 
функције следећим сменама: 
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(1) 
21

2sin
t
tzy

+
== , 

(2) 
t
t

z
y

2
1

sin
1 2+

==  

(3) 
21

2tg
t
tzy

−
== . 

 

 
 

• Написати формулу за израчунавање дужине лука криве y=f(x), a ≤ x ≤b 
 

ДДуужжииннаа  ллууккаа  ккррииввее  y = f(x) над одсечком x∈[a, b] једнака вредности одређеног 
интеграла  

( )∫ ′+=
b

a

dxxfs 2)(1
.. 

  ССллииччнноо,,  ддуужжииннаа  ллууккаа  ккррииввее  y = f(x) над одсечком [a, x] променљиве дужине је   

( )∫ ′+=
x

a

dxxfs 2)(1 ..  

  

• Доказ. Извођење формуле. 
 

За део ∆s лука криве y = f(x) између тачака M(x, y) и M1(x+∆x, y+∆y) важи  

)()()()()( 2222 ydydyxsyx ∆−++∆≤∆≤∆+∆ ,,  

ггддее  јјее  22 )()( yx ∆+∆  дужина одсечка  MMMM11..  
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ААккоо  јјее  f(x) непрекидно диференцијабилна функција, онда се може показати, уз 
претпоставку да је ∆∆xx>0, да је  

xx
dy

x
s

x
y

∆
+







∆

+≤
∆
∆

≤






∆
∆

+
ε22

11 ,,  

јјеерр  јјее  ззаа  ддииффееррееннцциијјааббииллннее  ффууннккцциијјее  ddyy  ––  ∆yy  ==  oo((∆xx))..  ППррееллаассккоомм  ннаа  ггррааннииччннее  
ввррееддннооссттии  ддооббиијјаа  ссее      

)(,1limlim1lim
2

00

2

0
xo

x
dy

x
s

x
y

xxx
∆=







∆

+≤
∆
∆

≤






∆
∆

+
→∆→∆→∆

ε ,,    

ззннааччии        
2

1 





+=

dx
dy

dx
ds ,,      ттјј..    dx

dx
dyds

2

1 





+= ..  

ППррееммаа  ттооммее  ааккоо  ссее  ффооррммиирраајјуу  ооддггоовваарраајјуућћее  ииннттееггррааллннее  ссууммее,,  ддооббиијјаа  ссее  ддаа  јјее  ддуужжииннаа  
ллууккаа  ккррииввее  y = f(x) над одсечком x∈[a, b] једнака вредности одређеног интеграла  

( )∫ ′+=
b

a

dxxfs 2)(1 .. 

ССллииччнноо,,  ддуужжииннаа  ллууккаа  ккррииввее  y = f(x) над одсечком [a, x] променљиве дужине је   

( )∫ ′+=
x

a

dxxfs 2)(1 ..  
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• Написати формулу за рачунање дужине лука криве задате параметарски 
 

ААккоо  јјее  јјееддннааччииннаа  ккррииввее  ддааттаа  уу  ппааррааммееттааррссккоомм  ооббллииккуу  ),(),( tytx ψϕ ==  

,α β≤≤ t тада се дужина лука дате криве рачуна помоћу интеграла   

∫ ′







′
′

+=
β

ϕ
ϕ
ψ

α

2

)(
)(
)(1 dtt

t
ts ,  тј.  ( ) ( )∫ ′+′=

β

ψϕ
α

22 )()( dttts . 

 

 

• Написати формулу за израчунавање запремине тела Vx добијеног 
ротацијом око Оx осе 

 

[ ] ∫∫ ==
b

a

b

a

dxydxxfV 22)( ππ  

• Извођење формуле за запремину Vx ротационог тела 
 

ААккоо  јјее  ΩΩ  ннееккоо  ((ттррооддииммееннззииоонноо))  ттееллоо  ззаа  ккоојјее  ннаамм  јјее  ппооззннааттаа  ппоовврршшииннаа  ссввааккоогг  ппрреессееккаа  
ссаа  ррааввннииммаа  ооррттооггооннааллнниимм  ннаа  ооссуу  Ox, тада ће та површина зависити од положаја 
пресечне равни, тј. од  x, P = P(x). 
Ако поставимо равни x = x0 = a, x = x1, x =x2, ... , x = xn = b, где је x0 < x1 < x2 < ...< xn, 
тада смо тело ΩΩ  ррааззллоожжииллии  ннаа  ссллоојјееввее  ккоојјии  ппррееддссттааввљљаајјуу  ттззвв..  ееллееммееннттааррннее  
ццииллииннддррее,,  ччиијјаа  јјее  ззааппррееммииннаа  

kkkkkk xxxPV ≤≤∆= − ξξ 1,)( ,,  

ггддее  јјее  ппоовврршшииннаа  ппооппррееччнноогг  ппрреессееккаа  PP((ξkk))  оосснноовваа  ццииллииннддрраа,,  аа  ∆xkk  њњееггоовваа  ввииссииннаа..  

ЗЗааппррееммииннаа  ссввиихх  ооввиихх  ццииллииннддаарраа  ћћее  ббииттии          

∑
=

∆=
n

i
kkn xPV

1
)(ξ ,,  

аа  ггррааннииччннаа  вврреедднноосстт  ииннттееггррааллннее  ссууммее  ккаадд  n→∞, тј. кад max ∆xkk → 0, уколико 
постоји, представља запремину датог тела ΩΩ  
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∫∑ =∆=
=→∆

b

a

n

i
kkxn dxxPxPV

k

)()(lim
10max

ξ ..  

  

  

ЗЗааппррееммииннаа  ррооттааццииоонноогг  ттееллаа  
ААккоо  јјее  ΩΩ  ттееллоо  ооббррааззоовваанноо  ррооттаацциијјоомм  ооккоо  ооссее  Ox криволинијског трапеза 
ограниченог кривом y = f(x), осом Ox и правама x = a, x = b, онда је попречни 
пресек круг чија је површина     

[ ] 22)( yxfP ππ ==  

па ће његова запремина бити 

[ ] ∫∫ ==
b

a

b

a

dxydxxfV 22)( ππ . 

• Написати формулу за израчунавање запремине тела Vy добијеног 
ротацијом око Оy осе 

[ ] ∫∫ ==
b

a

b

a

dyxdyyfV 22)( ππ  
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• Написати формулу за израчунавање површине површи Рx добијене 
ротацијом око Оx осе 

( )∫ ′+=
b

a

dxxfxfP 2)(1)(2π  

• Извођење формуле за површину Рx ротационе површи 
 
• ННееккаа    јјее  ддааттаа  ппоовврршш  ооббррааззооввааннаа  ррооттаацциијјоомм  ккррииввее  y = f(x)  ооккоо  ооссее  Ox и нека је f(x) 
непрекидна и диференцијална функција у свим тачкама одсечка [a, b]. 

 

Свака тетива лука ∆∆sskk,,    kk  ==  11,,  ......,,  nn    ппррии  ррооттаацциијјии  ооббррааззуујјее  ккооннууссннуу  ппоовврршш  ччиијјаа  јјее  

ппоовврршшииннаа    
k

kk
k syyP ∆

+
=∆ −

2
2 1π ,,  

ггддее  јјее    
k

k

k
kkk x

x
yyxs ∆⋅







∆
∆

+=∆+∆=∆
2

22 1)()( ..  

  ППррееммаа  ЛЛааггррааннжжееввоојј  ттееооррееммии    

kkkk
kk

kk

k

k xxf
xx

xfxf
x
y

≤≤′=
−
−

=
∆
∆

−
−

− ξξ 1
1

1 ),()()( ,,  

ппаа  јјее    ( ) kkk xfs ∆⋅′+=∆ 2)(1 ξ ,,    ( ) kk
kk

k xfyyP ∆⋅′+
+

=∆ − 21 )(1
2

2 ξπ ,,  

аа  ууккууппннаа  ппоовврршшииннаа  ррооттааццииооннее  ппоовврршшии  ииззррааччууннааттаа  ннаа  оовваајј  ннааччиинн  јјее  

( ) ( )∑
=

− ∆⋅′++=
n

k
kkkkn xfxfxfP

1

2
1 )(1)()( ξπ ..  



By Ана Математика 2     2011/2012. 

ППррееллаассккоомм  ннаа  ггррааннииччннуу  вврреедднноосстт  ддооббиијјаа  ссее    

( ) ( )∑
=∞→

→∆
∆⋅′+=

n

k
kkk

n
x

xffP
k 1

2

)(
0max

)(1)(2lim ξξπ  

тј.     ( )∫ ′+=
b

a

dxxfxfP 2)(1)(2π . 

 
• Написати формулу за израчунавање површине површи Рy добијене 

ротацијом око Оy осе 
 

( )∫ ′+=
b

a

dyyfyfP 2)(1)(2π  

 

 
 

• Дефиниција двојног интеграла. Геометријско тумачење. 
 

Нека је f(x, y) (непрекидна) функција у затвореној просто повезаној области D и 
нека је D на произвољан начин подељена на елементарне области ∆σ1, ∆σ2, ..., ∆σn. 
Ако постоји гранична вредност интегралне суме Vn када највећи пречник 
елементарних области тежи ка нули (ознака  d(∆σk)), тада се та гранична вредност 
назива двојним интегралом функције f(x, y) на области D и означава 

∫∫∑ =∆
=∞→

→∆
D

n

k
kk

n
d

dPfPf
k

σσ
σ

)()(lim
1)(

0)(max
..  

ППооссттоојјаањњее  ггррааннииччннее  ввррееддннооссттии  ззаа  ннееппррееккииддннее  ффууннккцциијјее  ггааррааннттуујјее  ссллееддеећћаа  ттееооррееммаа::  

Теорема. За n-ту интегралну суму Vn која одговара коначној области D и непрекидној 
функцији f(x, y), постоји гранична вредност кад највећи пречник елементарних 
области ∆σk (k = 1, ..., n) тежи ка нули (тј. n→∞). Та гранична вредност не зависи од 
од начина поделе области D на елементарне области, ни од избора тачака  Pk. 
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 Ако је f(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ D, тада двојни интеграл геометријски представља 
запремину вертикалног цилиндричног тела, чија је доња основа D, а горња S. 

∫∫=
D

dyxfV σ),( . 

 Кад је f(x, y) ≤ 0, ∀(x, y) ∈ D, тада је двојни интеграл негативан и једнак –V, јер 
одговарајуће тело лежи испод равни Oxy. 

 
• Навести особине двојног интеграла 
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• Доказати једну од особина двојног интеграла 
 

 

 
 

 
 

• Дефиниција тројног интеграла. Дефиниција n–димензиног интеграла. 
 

Нека је f(x, y, z) (непрекидна) функција у затвореној просто повезаној области Ω која је 
на произвољан начин подељена на елементарне области ∆ωk. Изаберимо 
произвољне тачке Pk ∈ ∆ωk и означимо одговарајуће вредности дате функције са 

f(Pk), k = 1, ..., n. Ако постоји гранична вредност суме ∑
=

∆
n

k
kkPf

1
)( ω  када највећи 

пречник елементарних области ∆ωk такође тежи нули (тј. n→∞) тада се та гранична 
вредност назива тројни интеграл функције f(x, y, z) по области Ω и означава се  

∫∫∫∑
Ω=→∞

→∆
=∆ ωω

ω
dPfPf

n

k
kk

n
d k

)()(lim
1)(

0)(max
  

n-ддииммееннззииооннии  ииннттееггрраалл  
  ∫∫ ∫=

W

dWPfJ )(...   ((ккааддаа  јјее  W просто повезана затворена n-ддииммееннззииооннаа  област))  
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• Навести особине тројног интеграла 
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• Доказати једну од особина тројног интеграла 

 

 

 

• Дефиниција двојног интеграла. 
 

Нека је f(x, y) (непрекидна) функција у затвореној просто повезаној области D и 
нека је D на произвољан начин подељена на елементарне области ∆σ1, ∆σ2, ..., ∆σn. 
Ако постоји гранична вредност интегралне суме Vn када највећи пречник 
елементарних области тежи ка нули (ознака  d(∆σk)), тада се та гранична вредност 
назива двојним интегралом функције f(x, y) на области D и означава 

∫∫∑ =∆
=∞→

→∆
D

n

k
kk

n
d

dPfPf
k

σσ
σ

)()(lim
1)(

0)(max
..  
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• Свођење двојног на двоструки интеграл за правоугаону област. 
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• Свођење двојног на двоструки интеграл за произвољну просто повезану 
област. 
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• Дефиниција тројног интеграла. Дефиниција n–димензионалног интеграла. 
 

Нека је f(x, y, z) (непрекидна) функција у затвореној просто повезаној области Ω која је 
на произвољан начин подељена на елементарне области ∆ωk. Изаберимо 
произвољне тачке Pk ∈ ∆ωk и означимо одговарајуће вредности дате функције са 

f(Pk), k = 1, ..., n. Ако постоји гранична вредност суме ∑
=

∆
n

k
kkPf

1
)( ω  када највећи 

пречник елементарних области ∆ωk такође тежи нули (тј. n→∞) тада се та гранична 
вредност назива тројни интеграл функције f(x, y, z) по области Ω и означава се  

∫∫∫∑
Ω=→∞

→∆
=∆ ωω

ω
dPfPf

n

k
kk

n
d k

)()(lim
1)(

0)(max
..  

n-ддииммееннззииооннии  ииннттееггрраалл  
  ∫∫ ∫=

W

dWPfJ )(...   ((ккааддаа  јјее  W просто повезана затворена n-ддииммееннззииооннаа  област))  
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• Општи случај смене у двојном интегралу 
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• Специјални случај смене у двојном интегралу – поларне координате 
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• Општи случај смене у тројном интегралу 
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• Специјални случај смене у тројном интегралу – цилиндричне координате 
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• Општи случај смене у тројном интегралу 
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• Специјални случај смене у тројном интегралу – сферне координате 
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• Навести могуће примене двојног интеграла 
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• Навести могуће примене тројниг интеграла 

 

Ако се области D и Ω састоје од материјалних тачака и ако је у тим областима 
дефинисана густина δ(x, y), односно δ(x, y, z), као непрекидна функција координата 
тачке, тада је маса области D 

∫∫=
D

dyxDM δδ ),()( , 

а маса области Ω    ∫∫∫
Ω

=Ω dwzyxM ),,()( δ . 
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Извести формулу за израчунавање површине криве површи 
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• Дефинисати низ парцијалних сума 
• Низом делимичних сума реда ∑

∞

=1n
na  назива се низ {sn} чији је општи члан 

∑
=

=
n

k
kn as

1

, n = 1, 2, 3, ... ; sn је (делимична) парцијална сума тог реда. 

• Дефинисати бројни ред и конвергенцију реда 

Израз облика ...321 +++ aaa  или ∑
∞

=1n
na  називамо бесконачним бројним редом; 

a1, a2, a3, ... су чланови бесконачног реда; an је општи члан тог реда.  

Бесконачни ред ∑
∞

=1k
ka  назива се конвергентним (дивергентним) ако конвергира 

(дивергира) низ његових делимичних сума {sn}. Сума конвергентног реда је број  

∑
=→∞→∞

==
n

k
knnn

ass
1

limlim . 

Ако је ред ∑
∞

=1k
ka конвергентан и има суму s, тада се пише ∑

∞

=

=
1k

kas . 

• Доказати да је неопходни услов за конвергенцију реда да општи члан тежи 
нули када n →∞ 

Теорема. Ако је ред ∑
∞

=1k
ka  конвергентан, тада његов општи члан 0→na  кад n → ∞. 

Доказ. Ако ред конвергира, конвергира и његов низ делимичних сума, ssnn
=

→∞
lim , 

па је 0)(limlim 1 =−=−= −
∞→∞→

ssssa nnnnn
. 
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• Услов за конвергенцију реда са ненегативним члановима, изражен преко 
низа делимичних сума 

 

• Навести критеријуме упоређивања прве и друге врсте 

Теорема 1. (Критеријум упоређивања прве врсте) Нека је ред ∑
∞

=0k
kc  конвергентан, а 

ред ∑
∞

=0k
kd  дивергентан и нека су оба, редови са позитивним члановима. Ако 

чланови неког датог реда ∑
∞

=0k
ka  са позитивним члановима задовољавају услов 

nn ca ≤ , за све n > m (m ∈ N), тада је ред ∑
∞

=0k
ka  конвергентан. Ако nn da ≥  за 

све n > m (m ∈ N), тада је ред 
∑
∞

=0k
ka

 дивергентан. 

Теорема 2. (Критеријум упоређивања друге врсте) Нека је ред ∑
∞

=0k
kc  конвергентан, а 

ред ∑
∞

=0k
kd  дивергентан и нека су оба, редови са позитивним члановима. Ако за 

чланове реда ∑
∞

=0k
ka  с позитивним члановима за ∀n ≥ m (m ∈ N), важи 

n

n

n

n

c
c

a
a 11 ++ ≤ , 
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тада је ред ∑
∞

=0k
ka  конвергентан; ако је за ∀n ≥ m (m ∈ N), 

n

n

n

n

d
d

a
a 11 ++ ≥ , тада је ред 

∑
∞

=0k
ka  дивергентан. 

• Доказати да је неопходни услов за конвергенцију реда да општи члан тежи 
нули када n →∞ 

Теорема. Ако је ред ∑
∞

=1k
ka  конвергентан, тада његов општи члан 0→na  кад n → ∞. 

Доказ. Ако ред конвергира, конвергира и његов низ делимичних сума, ssnn
=

→∞
lim , 

па је 0)(limlim 1 =−=−= −
∞→∞→

ssssa nnnnn
. 
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• Дефиницати алтернативни ред и формулисати Лајбницов критеријум 
конвергенције 

Алтернативним редовима се називају редови облика  

Nkaa k
k

k
k ∈∀>−∑

∞

=

,0,)1(
0

, 

где је {a k} монотоно опадајући низ позитивних бројева. 

 Алтернативни ред  a0 – a1 + a2 – a3 + ... , у којем чланови a k > 0 монотоно 
опадају (a k > a k+1, ∀k = 0, 1, 2, ...) и теже нули, назива се Лајбницовим редом.  

Теорема. (Лајбницов критеријум) Лајбницов ред конвергира и његова сума s < a0. 

• Доказати Лајбницов критеријум конвергенције 

Доказ.  За Лајбницов ред, делимична сума са непарним индексом 2n + 1 је једнака 

122124321012 )(...)()( +−+ −−−−−−−−= nnnn aaaaaaaas , 

што значи да је је Nnas n ∈<+ ,012 . С друге стране,  

   )(...)()( 122321012 ++ −++−+−= nnn aaaaaas , 

из чега следи да монотоно неопада. Зато постоји гранична вредност, за коју важи 

01210 lim assaa nn
<=<− +

∞→
. 

За парне чланове низа делимичних сума важи 

sass nnnnn
=−= ++

∞→∞→
)(limlim 12122  

чиме је доказан Лајбницов критеријум конвергенције. 
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• Дефинисати апсолутну и условну конвергенцију 

За конвергентан ред ∑
∞

=1k
ka  кажемо да је апсолутно конвергентан, ако конвергира и 

ред ∑
∞

=1k
ka . У супротном, када ред ∑

∞

=1k
ka  дивергира, за конвергентан ред ∑

∞

=1k
ka  

кажемо да условно конвергира. 

 

 

• Формулсати интегрални критеријум конвергенције бројног реда 

Теорема. Ако је ∑
∞

=1n
na  дати ред са позитивним монотоно опадајућим члановима, а 

f(x) за x ≥ 1 непрекидна позитивна монотоно опадајућа функција таква да је ∀n, f(n) 

= an, тада ред ∑
∞

=1n
na  конвергира ако и само ако несвојствени интеграл 

∫
∞+

1

)( dxxf
 

постоји (конвергира). 

  Ако интеграл ∫
∞+

1

)( dxxf  не постоји, тада је ред ∑
∞

=1n
na  дивергентан. 
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• Доказати интегрални критеријум конвергенције бројног реда 

Доказ.  Како је f(x) опадајућа функција, важи 

)1(...)2()1()()(...)3()2(
1

−+++≤≤+++ ∫ nfffdxxfnfff
n

. 

 

Ако интеграл ∫
∞+

1

)( dxxf  постоји, означимо га са J. Тада је Jdxxf
n

≤∫
1

)( , па ред 

∑
∞

=2
)(

n
nf  има ограничне делимичне суме и према томе, конвергира, из чега следи 

конвергенција реда ∑
∞

=1n
na . Обрнуто, ако је ред ∑

∞

=1n
na  конвергентан и има суму s, 

тада је sdxxf
n

≤∫
1

)( , па конвергира интеграл ∫
∞+

1

)( dxxf . 


