Marematuka 2
Hpyru neo yemenor 2011/2012

1. lepnannnja onpeheHor mHTErpaJia.

e JledunucaTu: mojaeny oJcedka oarorapajyhy 6pojy € moTmojeny, AnjaMmeTap mojenie

e Jlepunancatn oapeleHH HHTETpal

o @opMmynHcaTH H JOKa3aTH TeOPEMY O Be3H HEIMPEKUIHOCTH H HHTerPpaOHIHOCTH
dyHKIH]E

e Jloxena onceuka oarosapajvha opojy €

HNedbunnuuja. 3a nary pyaxuujy y = f(X), momeny oxceuka [a, b]
ﬂ[a, b] = ﬂ[a:Xo < 51 <X sz <X <. S Xpe1 an < Xn:b]

hemo HasBatu oarosapajyhom 0pojy & (& IpoOM3BOJBHM Maji MO3UTHBAH OPOj), aKO 3a CBAKH
nmap X’ 1 X” Tayaka Koje MPHUIIaajy UICTOM OJICEUKY [Xi.1, Xi] BaKu HEJeTHAKOCT

[F(x) - F(X)| <&

e Ilormonena

Jedununuja. [Togena 7’[a, b] = 7’[a=X"0 < &1 < X1 <& <X’ < ... < X'pg <&p < X'p=b] ce
HasuBa nornoesiom nogaeie za, b] = Aa=xo< & < X3 <& < X2 < ... < Xpg <& < Xp=Db], ako
CBaKa OJ Tadaka Xo, ..., Xn IpUIaga CKymy Tadaka {X'o, ..., X'p}, Tj. CKyn {X’o, ..., X'p} ce
nobuja kaa ce ckymy {Xo, ..., Xn} J0/Aajy HEKE JICOHE TaukKe; MpH ToMme cy Tauke & u &
ojabpaHe IPOU3BOJBHHO.

e Jlujamerap noaeJie

Jebununmja. bpoj d(z) = max Axy, k € {1, ..., N} Ha3uBa ce qujamerap mojene .

e Osmaunmo mHTerpanny cymy dynkimje f(X) koja onrosapa mogenu 7 oaceuka [a, b] ca

SAf): S_(f)= i F(&)AX, " Tana moxxeMo 1 oBako GopMyIUCaATH NEPUHUIIH]Y:
k=1
[lepununmja. Peannu Opoj J ce HaszuBa onpelenum wmuTerpaniom Qynkmmje Y = f(X) Ha

onceuky [@, b], ako 3a cBakO MPOM3BOJHHO MAJIO MO3UTUBHO & MOCTOJH TaKaB JOBOJHHO
Masii Opoj 0> 0, 1a 3a cBaky mojenny 77 3a Kojy je d(7) < J, Baku HejeTHAKOCT

\J —Sﬂ(f)\<g-
e U3 oBe medunMIMje ga ako J MOCTOjH, Taja 3a CBAKW HU3 MOACNA 7, /12, ..., T, -

ozceuka [a, b], y xome d(7,) —0; N—c0, Baxku 1a je

J=1lims, (f)

n—o
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e OnpeheHn nuTerpaJa

Jebununmja. Axo 3a 010 KakBy mojeny ojaceuka [a, b] Ha ogceuke [Xi.1, Xi], 1 =1, ..., N,y
K0joj max [Xi.1, Xi] = max Ax; -0 (n—0), u 3a MPOU3BOJHHO U3abpaHe Tauke & Ha OJceUIIIMa
[Xi-1, Xi] mHTErpanHa cyma S, Texu jeaHoj oxpeheHoj BpeaHOoCTH S, Taga ce Ta IpaHUYHA

BpENHOCT HasuBa ofpehenn unrerpan pynkuuje f(x) Ha onceuky [a, b] n o3nasasa .? f (x)dx’

a

ITo nepuaUIHjK . n
ACuHHILY] lim >
max Ax; -0 751

f(E)AX =S :T Fogde W

n
Ve >0,35(e) > 0:max|Ax, | <5 =[S =D f(§)AX | <&
k=1

®yukimja f(X) je uaTerpan:, 6poj a je 1oma rpaHuiia HHTerpana, 6poj b je ropma rpanwuia
UHTerpasa, X je HHTerpaluoHa MpoMeHJbIBa, OJicevak [a, b] je ojceuak wHTErparyje.

e Teopema 0 Be3u HENMPEKWIHOCTH M MHTEIPAOWIHOCTH PyKumje

Teopema. Axo je dynkuuja f(X) Hempekumna Ha oziceuky [a, D], Tama je oHa Ha TOM
UHTEpBay U R—uHTEerpabuiHa.

Jloxa3. ®yHKIM]a Koja je HEMPEeKUIHA Ha OJICEYKY, j€ ¥ paBHOMEPHO HENIPEKHIHA, TaKO /1 je

Ve>0,36(e) >0, [x" - x| <8, [f(x") - f(X) <&

ITocmaTpajMo HM3 ToAena m, 7, ... TakBux aa d(z) —0, ToKakuMO 1a HU3 {S” }
n
KOHBeprupa. AKo je 3a mojeny 7, ca My TOAMHTEpBAaa, £, = max‘ f (X") _ f(X')‘ 32

cBaku map tayaka X', X € [Xk-1, Xk], ke{l,..., My}, oHna 7, oarosapa Opojy &.

W3 ycnoBa paBHOMEpHE HEMPEKUIAHOCTH 3a faTo &> 0, Hahumo oxnrosapajyhe 0> 0, a

3atuM No, TakBO 11a je \n > N, = d(z,)<5- OuwnrnenHo je & < & vn > N, LITO 3HAYH Ja

&—0, xax N—o0. Kako Ha OCHOBY IPETXOJJHE TEOPEME BaKU ‘ S, (f)-s, (f )‘ <2e(b-a)

HU3 {S } je Kommjes, ma npema TomMe KOHBEprupa.
n

Opnartite crnienu fa je Henpekuana ¢pynknuja y = f(X) R—-unrerpabunna.
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2. OcoduHe oapeheHOr HHTerpaJa.
e Jledunucaru oapel)eHH HHTerpall
e Hagectu ocoOHHe oapel)eHOT HHTErpana
e Jloka3aTH JeJHY O] HaBeJACHHX 0co0HHA

e OnpeheH nurTerpaJ

Jebunnumja. Ako 3a OMI0 KaKBY Mozeny ojceuka [a, b] Ha oaceuke [Xi1, Xi|, i =1, ..., N,y
K0joj max [Xi.1, Xi] = max Ax; >0 (n—o0), u 3a MPOM3BOJHLHO U3abpaHe Tauke & Ha oJIceUIIuMa
[Xi-1, Xi] uHTErpanHa cyma S, Texu jeaHoj oxpeheHoj BpeaHOCTH S, Taja ce Ta IpaHUYHA
BpeIHOCT Ha3uBa oapehenn unrerpan gpynkuuje f(X) Ha onceuky [a, b] u o3HauaBa j’- f (x)dx’

a

. n b i
Io nedutuipju lim > f(&)Ax =S = [ f(x)dx’ v
a

max Ax; >0 75

n
Ve>0,36(¢) > 0:maxAx | <8 =[S =D f(&)AX <&
k=l

dynkuuja f(X) je naTerpann, 6poj a je moma rpaHuia WHTErpaina, opoj b je ropma rpanuna
MHTerpasa, X je HHTerpaluoHa MpoMeHJbHBa, OJce4ak [a, b] je ojceuak wHTErparmje.

e OcobOune ogpeheHor nTErpaIa

1)
Teopema 4 (Jluneaproct) Axo [,g € Rla,b] v o, € R, mada of + Bg € Rla,b] u
saxcu jednaxocm
b b b
/ (af(z) + Bg(z))dz = « / f(z)dz + 3 / g(z)dz.
2)
Teopema 5 (Tlogena untepsana unterpaunje ) Axo f € Rla,c] u b € (a,c), mada
f€Rla,b]l u f € R[b,c|] u eaxncu jednaxocm
b c c
/ f(z)dz + / f(z)dz = [ f(z)dz.
Ja Jb Ja
3)

Teopema 6 Axo cy a,b,c € R xpajesu mpu odcewxa u axo je f unwmezpabuara Ha
Hajeehem 00 nmuzx, onda je uHMEZPAOUAHG U HA OCTNAAG 08G U BANCU

_/:f(:r)d-x = l/: f(z)dz + '/be(;r)d;r_
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4)

Teopema 7 (MoHoToHocT )

1. Axo f € Rla,b] u f(z) = 0 3a x € [a,b], mada je
b
/ f(xz)dz = 0.
2. Axo f,g € Rla,b] u f(z) < g(x) na [a,b], mada

/a ' fla)de < | [ o)

3. Axo f € Cla,b] u axo je m = mingep,p) f(x), M = max,cpy f(z), mada
b
m(b—a) < / f(x)de < M(b— a).

e Jloka3aTH jeaHy o HABeIEeHHUX 0COOMHA

Teopema 5 (Togena untepsana wnTerpaunje ) Axo f € Rla,c] v b € (a,c), mada
f€Rla,b] u f € Rb,c| u saxcu jeonaxocm

_/:fmdz 4 /:f(z)dae _ ‘[:f(x)dm_

Iokas. U3 unrerpabuanoctu Gpyusnuje f #a [a,c| caenm uarerpaduanoct va [a, b
3aTO MITO je pa3/inka FOPHE U JOHe UHTCr padie cyMe Ha [a,b] mama nero oxro-
sapajyha paszauka ma |a,c]. Wcro samu n 3a unrerpaduanoct na [b,c]. Habe-
JICHY JeNHAKOCT AOOMjaMO TAKO MITO MOCMATPAMO UHTCIPAJSHC CYME 3a M0 /C/Ie
rkoje canpxe rauxky b, W
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. Teopema o cpenm0j BpelHOCTH HHTerpaJia (DyHKIHje jellHe MPOMeH/bHABe.

e Jledbunucatu oapeljeHH uHTErpail

e @opMyIHCaTH TeOPeMe O IMPOIIEHH BPEIHOCTH H O CPeIkh0] BPEAHOCTH HHTerpala
e Kopumhemem TeopeMe 0 MpPOIeHH BPEAHOCTH HHTETpaia JI0Ka3aTH TEOPEMY O
Cpe/llk 0] BPeTHOCTH HHTerpaia

e OnpeheH nurTerpaJ

JNebunnumja. Ako 3a OMI0 KaKBy Mojeny ojiceuka [a, b] Ha oaceuke [Xi1, Xi|, i =1, ..., N,y
K0joj Max [Xi.1, Xi] = max Ax; >0 (n—o0), u 3a MPOM3BOJHLHO U3abpaHe Tauke & Ha oJIceUIlIuMa
[Xi-1, Xi] uHTErpamHa cyma S, Texu jenHoj oapeheHoj BpemHOCTH S, Tajma ce Ta rpaHUYHA

BpeIHOCT Ha3uBa oapehenu unrerpan gpynkuuje f(X) Ha onceuky [a, b] u o3HauaBa j- f (x)dx’

a

[To nepununuju

max Ax; >0 75

n b Ti
lim > f(&)Ax =S =[fdx

n
Ve >0,35(e) > 0:max|Ax, | <5 =[S =D f(§)AX | <&’
k=1

dynkuuja f(X) je naTerpann, 6poj a je moma rpaHuia WHTErpaina, opoj b je ropma rpanuna
MHTerpasa, X je HHTerpaluoHa MpoMeHJbHBa, OJce4ak [a, b] je ojceuak wHTErparmje.

1) dopmMy.,IHcATH TeopeMe 0 NPOLEHH BPEIHOCTH M 0 CPelh0j BPEIHOCTH MHTErpajia

Teopema (o cpenmoj BpeaHoctn). Axo je pynkiuja f(X) Henpekuana Ha oaceuky  [a, b],
Taja moctoju tauka & a < £< b, 3a kojy je

b
[ f(dx = f(&)b-a)

Teopema 9 Axo [ € Cla,b] v g € Rla,b] u axo je g(z) = 0 3a = € [a,b], mada
nocmoju § € (a,b) maxo da je

b b
[ f@o@iz =16 [ gtz
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e KopunthemeMm TeopemMe 0 IPOLEHH BPEIHOCTH MHTErPAJIA J0KA3ATH TEOPeMy 0
cpeah-0j BpeIHOCTH MHTErpaJaa

e o o
Hokaz. M3 rauke 3. nperxoane reopese cjejn jga je

1

h—a .

=

/r’f{.r\}fﬁr = M.

1

[Tpesa Ttome, noctoju p € [m, M| rako ana je

1 i}
/ f(z)dz = p.
b—a ),

Kako je f wmenpermana. npema Komum Doananopo] teopenm nocroju £ € (a,b)
rako na je f(&) = p. M3 ose jeanakoctu caean jeapakoct us reopeae. I

Tauka 3. mpetxoaHe TeopeMe — OcoOrHa MOHOTOHOCTH ***

3. Axo f € Cla,b] u axo je m = mingcy f(z), M = maxyeop f(z), mada

m(b—a) < / flz)dz < M(b—a).

By AHa MaTtemaTuKa 2 2011/2012.



4. Teopema 0 moJe/ I HHTEPBAJIAa HHTErpamuje.

e JlepuHucatu ojapeleHH HHTErpall

e @opMyIHCaTH TEOPEMY O MOETH HHTepBala HHTETPallHje
e Jloka3aTH TeopeMy 3a a < c¢< b . Jloka3aTn TeopeMy 3a a< b< ¢

e OnpeheHn nurTerpaJ

JNebunnumja. Ako 3a OMI0 KakBy Mojeny ojiceuka [a, b] Ha oaceuke [Xi1, Xi|, i =1, .., N,y
K0joj max [Xi.1, Xi] = max Ax; >0 (n—o0), 1 3a MPOU3BOJHLHO U3abpaHe Tauke & Ha oJceUIIuMa
[Xi-1, Xi] uHTErpamHa cyma S, Texu jeqHoj oapeheHoj BpemHocTH S, Tajma ce Ta rpaHUYHA

BpeIHOCT Ha3uBa oapehenn unrerpan gpynkuuje f(X) Ha onceuky [a, b] u o3HauaBa ]2 f (x)dx’

a

. n b i
Tlo requummmjn lim > f(&)ax =S =] 1oodx
a

max Ax; -0 751

n
Ve >0,35(e) > 0:max|Ax, | <5 =[S =D f(&)AX | <&
k=1

dynkuuja f(X) je naTerpann, 6poj a je 1oma rpaHuia WHTErpaina, opoj b je ropma rpanuna
MHTErpasa, X je HHTerpaluoHa MpoMeHJbHBa, OJce4ak [a, b] je ojceuak wHTErparyje.

2) @Dopmyaucatu TeopemMy 0 nojaean HHTEPBAJIA HHTerpamnmje

Teopema (0 moxeau WHTEPBAJa WHTerpammje). 3a MPOU3BOJbHE TPU Tadke @, b, C Baxu

b b
JeITHaKOCT J’ f(X)dX :j: f(X)dX + J‘ f (X)dX’ o IPEeTHOCTaBKOM Ja CBa TPU HHTErpaia
a a C
MOCTOje€.
3
v
7 (x)
(0] a ¢ b x=
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e Jloka3zatu TeopemMy 3a a < c¢ < b. Jloka3zatu Teopemy3aa<b<c

Joka3. Heka je a < ¢ < b. CacraBumo uHTerpanny cymy 3a ¢pynkuujy f(X) va [a, b], Tako na
je C YBEK je/iHa O]l MOJICOHMX Tadaka. Taaa Baxu

Zn: f(&)Ax% = i f(&)AX + Zn: f(&)AX» Xm=C.
i=1 i=1

i=m+1

Kan ce mpehe Ha rpannyny BpemHoct, kaa Max Axi—0, moOuja ce TpakeHa jeJHAKOCT 3a
cnydaja<c<b.

b
Heka je a <b < ¢. Ha ocHoBy Beh qoka3zaHor JC‘ f(x)dx = J' f (x)dx +JC‘ f (x)dx’ Tj.
a a b

b c c b a
I f(x)dx = J’ f (x)dx _I f (x)dx- IIpema 3) Baxku J' f (x)dx = _J' f (x)dx’ a Ce U 'y OBOM
a a b a b
. . b c b
ciyuajy noduja J f (x)dx ZJ- f (x)dx +_[ f (x)dx"

CanyHO ce TpakeHa jeJJHaKOCT JoKa3yje 3a OMI0 KOju pacropes Tadaka a, b, C.
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S. OcHoBHa TeopeMa qH(epeHIHjATHOT H HHTEerPAJHOT pavdyHa.

e JlepHHHCATH IPHMHTHBHY (QYVHKITH]Y

e @opMyIHCaTH OCHOBHY TeopeMy an(epeHIInjaTHOT H HHTeTPATHOT padyHa
e JloKka3aTH OCHOBHY TeopeMy AHQepeHIHjaTHOT H HHTeTPaTHOT padyHa

o JlehpuHucaTy NpUMUTHUBHY QYHKIHU|Y

Jlednnunmja. [lpuvmutnBHa (npBoOuTHA) QyHKIMja nare ¢ynkumje f(X), HasuBa ce
¢byukuuja F(X) 3a kojy je

F’(x) = f(x).
X . .

Jaxkne, HeonpeheHn uHTEerpa O(X) = f f (t)dt je mpuMuTHBHA (QYHKIIM]a UHTETPaH A
a

(x).

e (MopMyJaHcaTH OCHOBHY TeopeMy Ju(epeHIHjaJHOr U HHTErpaJHor pauyyHa

Teopema 10 Axo f € R[a,b] u axo je [ nenpexuona y mawku x € (a,b), mada je ®
dupepenuyujabuine y mavky T u 8axcu

e Jloxa3zaTu OCHOBHY TeopeMy AudepeHIHjaJIHOr H HHTErPAJHOI padyyHa

. . AD(x
Hokaz. [Ipema nepurnnujn n3sona je ®'(z) = lim -

Ar—0 Az

. Raxko je

r+ Az x r+Az
Aq)(;c):/ f(t)d.t—[ f(t)dt:[ F(t)dt,

IPUAMCHOM TeOpeMe O CPeAmOj BPCAHOCTH 3a MHTerpade poduja ce Ad(z) =
f(&)Az 3a meko € € [z, 2 + Az|. TIpema Tone

AD  f(O)Az
ASS - AI - f{g)

ma je

¥(e) = lim (€)= [(z)
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. lbyTn-JIajoaumoBa ¢gopmya.

e JledbunncaTH mojMoBe Heopel)eHOT HHTerpaia H MPHUMHTHBHE (QyHKIIH]e

e @opmymucath IbyTH-JlajGHHIIOBY TeopeMy (Hanucat byTH-JIaj6HHIIOBY dopMyTy)
e Jloka3atu IbyTH-JIajGHHIIOBY TeopeMy

o JlehpuHucaTy nojMoBe HeoApeleHOr MHTerpasa u NpUMUTHBHE QyHKIM]e

ledpununuja. Marerpan O(x) = ]S f (t)dt
a

ce Ha3uBa Heojpehenn unTerpan gpyunkumje f(X); Heoapehen ce 30Be 3aTO MWITO My HHUCY
o0e rpanwutie oapehene (pukcupane).

JNebunnumja. [Mpumutuaa (npBoOuTHA) (yHKIMja mare ¢yaknuje f(X), HasuBa ce
¢byukuuja F(X) 3a kojy je

F*(x) = f(x).

Jaxkne, HeonpeheHn uHTerpa je mpuMUTHBHA (YHKIIM]a UHTETPaH A

D (x) :f f (t)dt

().

o @dopmyaucatu Ibyvru-JlajounnoBy Teopemy (Hanucatu lbyrH-JIajoHuIOBY

g!O[!M!.H! [

Teopema 9 Hexa je gynxyuja [ nenpexudna na [a,b] u nexa je F mena npumu-
muena pynryuja. Tada je

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

b
byt — JIajoruIIOBa QopMyINa lj‘ f (t)dt = F(b) - F(a)’ Tj. J' f(x)dx = F(b) - F(a)-
a a
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e Jlokaszatu IbyTH-JIajOHHIIOBY TeopeMy

Ilokas. Kako je ®(z) rakobhe npuymurusna ¢yarnuja 3a ¢yveasnujy f, 1o je

/Tf(f)d-?f = F(z)+C.

N3 oBe jennakocTn 3a = = a noduja ce
a
0= [ f(t)dt = F(a)+ C,
Ja

onarie je C'= —F(a). ITpema tonme,

/ [(t)dt = F(z) - F(a),

OJlar/je ce 3a r = =b ,L()UIT]d TBP )(‘H ¢ Teopese. |

~1

. CmeHa nmpoMeH/bHBe ¥ oipeljeHOM HHTerpa.y.

JledbunncaTi mojMoBe Heopel)eHOr HHTerpaita H IPHMHUTHBHE (YHKIIH]e
e OQopmymucatu IbyTtH-JIaj6HNIOBY Teopemy (HammcaTh IbyTH-JIaj0HHIIOBY dopMyTy)
H3Bectn dhopMyy 3a cMeHY IpoMeH/bHBe Yy oapel)eHoM HHTerpamy

o JlehpuHucaTy nojMoBe HeoApeleHOr MHTerpasa u NpUMUTHBHE QyHKIM]e

ledpununmja. Murerpan O(x) = ]S f (t)dt

ce HazuBa Heoapehenu uaTerpan ynkuuje f(X); Heoapehen ce 30Be 3aTO IMITO My HHCY
o0e rpanwuiie oapehene (bukcupane).

Jebunnumja. [Tpumutuaa (npBoOuTHA) (yHKIMja mare ¢yaknuje f(X), HasuBa ce
bynkuuja F(X) 3a kojy je

F*(x) = f(x).

X . .
Jakie, HeonpelheHn uHTerpal D(X) = J f (t)dt je IpuMUTHBHA (YHKIIMja UHTETPaHa

a

().
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o dopmyaucatu Ibyvru-JlajounnoBy Teopemy (Hanucatu lbyrH-JIajoHuIOBY

QOEM!J’I!!

Teopema 9 Hexa je dynxuuja f nenpexuona ma [a,b] u nexa je F wena npumu-
muena pynryuja. Tada je

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

. b b
H)yTH —HaJGHHLIOBa (bopMyna j f (t)dt — F(b) _ F(a)’ TJ. j f (X)dx =F (b) —F (a)
a a

e MH3Bectu opmyJy 3a CMEeHY IPOMEH/bUBE V oaApeleHoM MHTerpajay

Teopema 10 Hexa je ¢gynxyuja f : [a,b] — R nenpexudna u nexa gynxyuja ¢ :
[, B] — [a,b] uma nenpexudan uzeo0d, npu wemy je p(a) = a u ¢(B) =b. Tada je

b 38
[ f () = [ Fo()d (B)dt.

Iokas. Axo je F(z) npmmrusaa 3a f(z) ma [a,b], rtana je F(@(t)) npuyvurusaa
sa f(p(t))¢'(t) ma [a, (], na je

3
[ Hel)@ )t = Fe(8) - Flele) = F(b) = Fl@). @

8. Yonmrenn nHTErpaau ca 0eCKOHAYHHM HHTePBAJIOM HHTerpammje.
+ 0o b o
e JleduHucaTn J S(x)dx | J f(x)dx n [f (x)dx . KoHBepreHmmja H JHBEpreHIN]a

a - = o

+ oo

_ dx
e KoHBeprexiyja HHTerpaia [ 7 3 o> 0.
1 X

Jlepununuja. AKO IIOCTOJM KOHAYHA I'paHUYHA BPEIHOCT Taja c€ OHa

b
lim [ f (x)dx’
b—o0

a
Ha3WBa YOIIITEHHM WJIM HECBOjCTBeHMM uHTerpaioM ¢ysnkuuje f(X) Ha mHTEepBany n

0 b
03HauaBa ca I f (x)dx =blim j f (x)dx-
a - a

Y ToMm ciydajy KakeMmoO Jla MHTerpaj MOCTOjU WM KOHBeprupa. AKO MHTErpal Hema
KOHA4YHY I'PaHMYHY BPETHOCT KaJ h—»00, Tajia ce KaXke J1a He TIOCTOjH WIIU JIa TUBEPTupa.
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y=/(x)

/A

ol a b %

Hanomena. AHanorso ce Mory aeduHUCaTH YOIIITEHN UHTErPaIn

b b 0 c o0
| f (x)dx = lim [ £ (x)dx no [ f(x)dx= [ fdx+ [ f(x)dx:

0
e MHurerpad:

a
1 X

f_n jf —Ilm(bl‘ 1) a=l

b—>oo a b—>x

e 3aa>1 Iim(bl_a—) 1,najeyOBOMcnyqaij‘dX lim dX 1.

b—w 1X b—so0 Xa a_l
e 3al0<axl Iim(bl‘a _ ) 100 112 j& HHTErpal J‘dx oo Ti- AUBEPTHpa.
b—o0 X
1
e q = 7 dx % dx : ¢ dx
e Axojea=1 — = lim —_I|m(lnx)\1 =liminb=o0" fa I—a

1 X b—w 1 X b—w b—w 1 X

JIUBEprupa.
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9. YonmreHun HHTeIr'pajJda ca HeOIr'paHHYeHHM HHTeIrpaHIoM.

e JleduHNCaTH YONIITeHH HHTErpall ca HeorpaHHIeHHM HHTerpaH1oM. KoHBepreHimnja
U JIHBEpreHIlHja YOIIITeHOT HHTerpaa

ldx

e KoHBepreHmmja HATErpaja [T 3a0 >0,
O x

JNebunnumja. Axo je ¢pynkumja f(X) Henpexuana Ha wHTEpBany a < X < b, a f(X) — o kag X

. b—
— b, X < b, u ako mocToju KOHaYHa rpaHUYHA BPEIHOCT lim J-gf (x)dx (e>0), Tama ce Ta
&0 3

rpaHMYHa BPEAHOCT Ha3WBa yomIuTeHH (HecBOjcTBeHM) uHTerpan ¢ynkiuje f(X) Ha
oJiceuky [a, b] u o3HauaBa ca

b

if(x)dx: lim ff (x)dx:

Tana kaXxeMo J1a YOIIIITEHH MHTETPAI MOCTOjH, Tj. KOHBEPrupa. Y CyIpOTHOM, aKO HHTErpa
HeMa KOHa4YHy TPaHUYHY BPEIAHOCT, OH HE IMOCTOjH, OJHOCHO THBEPTHPA.
Ha crnuuan HauwmH, ako je ¢pynkuuja f(X) HenpexnaHa Ha uaTepBaty @ < X < b, u ako mocroju

KOHa4YHa rpaHu4Ha BpCIHOCT

b b b
- , Taja je _ i :
lim [ f(x)dx [ f(x)dx lim [ f(x)dx

a+e a a+s
1
HuTerpadn: j ,a>0
x@
0
e 3al0<a<l1 rdx X 1 . (1a 1 an
2 I—zllm —:—Ilm(g —1):7 , MHTETD
OXa e—)nga l1—ae>0 1-a
KOHBEprupa.
1
e Moske ce 3aKkJbYUYuTH J1a 3a & > 1, UHTEerpan I l JMBEpPrUpa.
a
X
0
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10. HHTerpanuja npocTHX palHOHAJIHUX (PYHKIH]A.
dx ¢ dx j‘ dx
e a2

\2
x2+p2J

e U3pauyHaBame HHTerpana J
X-d

dx |
aF

x—a)?"' X"+ p
A
(x- a)(x- b)Z(x% + 1)

e Pa3moXHTH H3pa3 Ha IIPOCTe pa3lIOMKe, Y CKYIY R

1. / ’ =In|lz—al+C.

r—a

2. 3a k>1je

[ = a5 g

) dz . .
5. Hera je Iy = [ ——55 3a k> 1ma#0. Rako je
J (z*+a?)
1 1 22 +a? — 22
{IQ +a_2)k a2 (:132 _|_a|2)k
TO je
1 1 2 dw
I ==h—— |
a a (22 + a?)
. . xdr ) )
[Tapuujaanoym uaTErpamujoM. ca uw = u dv = ———— gobujamo na je
(22 + a2)*

[ r2dx T 1

- c + - I}c—l-
] @+ 2D+t 2(k—1)
[Ipema Toue,

x 2k — 3

fe = 2a2(k — 1)(22 + a?)*-1 * 2a2(k — 1)

Ik—l-

Cnenujanso,

T 1
= ————-+—1,
2 20%(x? +a?)  2a? !
rie je
dx 1 .
I, = /% = —arcta,ng—i—@.
T4+ a @ a
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11. MeTona mapuuja/iHe HHTerpanuje.
e Mertona mapinjamHe HHTerpamnmje. Jlokas.

L HpHMeHOM METOIE HapIJ;HjaJ]}Ie HHTeTpa[[Hje H PEKYPCHTHHX BE3a H3pavYyHaTH
J‘ d.r

2 2|1
x“+p

e Metoaa napuujagge ngrerpanuje. loxas

Teopema 8 Hewa cy u u v dupeperyujabuane gynxyuje. Axo dyriryujae uv' uma
npusmumueny fynryujy, mada u dynryuja u'v usma npusmumueny Pynsyujy u saxcu
jednarocm

[rr[.r}lrfr'[.r}l = u(x)v(x) — [rl[.rflffni.r']l.

Nokas. Tepheme caenn us jeanakoctn d(uv) = udv + vdu. B

L] HDHMCHOM METO/Jd€E HaDHI/IiaHHe HHTerpaunie N PEKYPCHTHUX B€3a U3PAYVHATHU
o

2. Herka jezane N u#0

dx 1
L= | ——5— u=-——-— dv=dx.
[ (IQ + a_Q)ﬂ.' U (I,Q + a_?)ﬂ.' t &

. . 2nxdx
Kaxo je d-u = — 9 5 1 U U =T UMaMO

I T f —2nxdx
" T (@t ad)n 22 1 a2+

2 2y _ 42
— %_'_QH,/ (z ;—ag ? dx
(22 4 a?)" (z2 + a?)nt
r
= m + 2'?1]71 - 2?’1(1-2In_+1.

[Ipema towme,

1 x
b =500 ((:.52 + a?)m tEn - I)IH) -

Hanomena: Ymecto a ctaBute p
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12. MaTerpannja pynknnja odanka R(Sx,cosx) R - pannoHaaHa GpyHKOHja

e OIITH cIyYaj cMeHe IIPH padyHalky HATerpana 3a dyHkmmje R(SINx,C0sX) rre je R
panHoHaTHa (PYHKITH]a

e HaBecTn cMeHe Koje ce KOPHCTe V cIIelH]jaTHUM clTydajeBHMa HHTerpalije GyHKIH]ja
o6mka R(sinx,cosx) R je panmoHanHa QpyHKIH]a

e OmnuuTu cjayyaj cMeHe MPU pavyyHalky HHTerpajia 3a gpyukumuje R(sinx,cosx), rae
je R panmonajHa pyHKuMja

[IpernoctaBUMO J1a je JaT U3pa3 KOju MpPEJCTaB/ba pallMOHAIHY (YHKLHU]y apryMeHara
Koju Ccy TpuroHomerpujcke dynkuuje. Takas uspas hemo o3HauaBatu ca R(sin X, cos X)

jep ce CBe TPUTOHOMETPHjCKE (PYHKIM]e pallMOHATIHO W3pakaBajy nmpeko (yHKIHja Sin X,
COs X. Baxwu cneneha Teopema:

Teopema. MHTerpan R(sin x, cos x) TPRHC(OPMHILE e y HHTETpall PalMOHAIHE PYHKIH]e

CMCHOM t = tg ;

Jloka3. Kopumnihemem Tpuronomerpujckux Gopmyia

X X X X 2tg§ '
sinx = 2sin - cos~ = 2tg - cos® ~ =
22 1+tg25
) 2
T)-sin X = 5
1+t
H 2X 2X - 2X
iep je « sin 5 cos E+S|n 5 1
] 1+tg* = =1+ = =
2 X 2 X 2 X
cos® = cos® = cos® =
2 2 2
X
tg® = |
cosx:coszi—sinzg: 1 - 2x
1+tg> > 1+tg® >
g 2 g 2
j. 1-12,
CoSX=——
1+t
e 30or x =2arctgt, Baxu gy _ 12dt'
1+t
: 2t 1-t?) 2 :
Harce, [R(sinx,cos x)dx = [R e - dt MHETerPaniLe
1+t° 1+t° )1+t

panmoHanHa ¢pyHkiuja ox .
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HaBecTH cMeHe Koje ce KOPHCTE V CeNNjaJIHIM cJvadajeBHMAa HHTerpamnmje
dynknmja 06amnka R(sinx.cosx), R je pannonaana gynknuja

Wnrerpanu  cnenwjanuu  ciydajesu  Gynkmmja  R(SIN X,C0SX), ce mory

JETHOCTaBHU]jE PEIIUTH APYTHUM CMEHaMa:

1.

By AHa

WnTerpan obnuka J- R(sin X) cos xdx ce HajjeAHOCTaBHMje pelasa CMEHOM Sin X = t,
cos x dx = dt, xoja naTu HHTErpas CBOAU Ha J‘ R(t)dt -
CnuuHo, WHTErpan J' R(COS X) sin xdx c€ MoXxe pemaBaTd CMEHOM COS X = f,

sin x dx = dt, uume ce cBoaM Ha j R(t)dt-

3a uHTErpai 00JIUKa j R(tg x)dx MOroJiHa je cMeHa tg x =t, dx = dt | KOJOM ce
1+t?
dt

1+t2
CwMmena tg X = t, ce KOpUCTH U y ClTydajeBUMa Kajl ce QyHKIH]je Sin X U COS X 1MojaBibyjy
ca MapHUM CTeneHuMa y unterpanay R(Sin X, COS X) .

CBOJIM Ha J' R(t)

MaTtemaTuKa 2 2011/2012.



13. MeTona cMeHe y HeoapeheHOM HHTerpa.y.
e MeTona cMeHe y Heoapel)eHoM HHTerpamy. Jlokas.

e Hurerpanuja Gpyukumja oonuka R(x,vax+ b) u R x.x" .....x* | e je R
panHoHaTHa (YHKIIH]a

e MeTtona cmene v Heoapehenom uarerpaJjy. /lokas.

Ako ce npu oapehuBamy UHTETpaIa J' f (x)dx HE MOXKe JaKo Hahu MpUMUTHBHA QyHKIIH]jA, &

3HaMO Jla TIOCTOjU MOXKE CE MPUMEHUTH Mmeronma cmeHe X = ¢(t), rae ¢t) mopa Outu
HempekuaHa U audepeHnujabmiHa ¢yHknrja 3a kojy je ¢ ’(t) # 0 u Koja uma CBOjy
uHBep3HY QyHKIH]y. Y ToMm citydajy he ouru dx=¢ ’(t)dt, ma

[ f(0dx = [ flp®]e't)dt-
Jloka3. Tana je U3BOJ JIEBE CTpaHe: (J‘ f (X)dx)’X — f(x)-

U3Box necHe crpane: 300r { = gp_l(x) , dt _ 1 je
dx ¢'(t)

= flp(O]= f(x)

([ Flole @at) 5 **QHmm¢mmW*— w%)

Hanomena: CmeHa ce MOXKE YBECTH Y OOJIUKY t = w(x), Taxa je dt = (//'(x)dx.
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m ¥

e HWurerpanmja ¢pyHkuuja obnuka R(x,vJax+ b) u R x.x",....x° | rme je R

pamHoHaIHa QYHKIIH]a

3.1 ®yurnuje obmmka R(z, vazr +b)

_ 1 2
CaenoM var + b=t maamo na je = —(t2 —b) u dz = ~“tdt. na je
a a

/R(_:r__, Vax + b)dr = /Rl(_t)dt.

. . /- /e
3.3 ®yurnuje odsmka R(x,z™" ... 2"%)
Cuenonm z = t*, rae je k majMamy 3ajesHUYEN canpianal opojeBa n,...,s
nodbujamo
/ 2 / ; f/ 8
xmm _ (tk)m,ﬂ. — L?fk’ﬂ)m _ tpmr o :rr,/_ — tqr1
na je

/R(:r_. ™ ) de = /Rg(_t)dt.

14. MeToaa cMeHe y HeoJgpeheHoM HHTerpaJy.
e MeTona cMeHe Yy HeoapeheHoM HHTerpamy. JJokas.

,ax+ b
x__.}i
Nex+ d

e MeTtona cmene v Heoapehenom uarerpaJjy. /lokas.

e Hnarerpannja ¢pyHkmHja oomuka K . TIe je R panHoHaIHa (YHKIIH]ja

Axko ce npu oapehuBamy UHTETpaIa J' f (x)dx HE MOXKe JaKo Hahu MpUMUTHBHA QyHKIIH]jA, &

3HaMO Jla TIOCTOjU MOXKE CE MPUMEHUTH Mmerona cmeHe X = ¢(t), rae ¢t) mopa Outu
HenpekuaHa U audepeHnujaduiHa GyHkmja 3a kojy je ¢ ’(t) # 0 u xoja uma cBojy
UHBEp3HY QyHKIH]y. Y ToM ciydajy he outu dx=¢ ’(t)dt, ma

J £00dx =] flp®)l¢' ()t
Jloka3. Taza je U3BOJ JIEBE CTPaHE: (J‘ f (X)dx),x = f(x)-

UsBox niecue crpane: 360r t = (p_l(x) Jdt 1 e

dx m
' " d , dt , 1
([f[co(t)]co (t)dt) « = dt([ flp®]e (t)dt)-dx = flp®)]e'(t) 0 flpM®]=f(x)

Hamnomena: CMeHa ce MOXKe YBECTH y OOJUKY t = w(X)> Tana je dt = l//'(X)dX-
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ax+ b
e HuTerpannja QpyHKIHja o0muka K x.ﬁ{’ s g | TRe Je R pannoHaiHa (QyHKIIH]a

. n Jaz+b nﬁ/aaf—kb fax+b
3.5 ®yHENUje odJIIKa R(:r:: \/CIer, wxd " Vard

_ ar +b . ) . .
Caternonm d = {". rae je m HajMARM 3ajCJHUUKN cajpskadaln Opojesa
cr ,
ni,MNa,...,N, CBOAN CC HAa MHTCIPAJ pAIUOHAJHC (VHKIHA]C.

15. HaTerpannja pyHKIHja 00, 1HKA R[ X,V ax® + bx+ ¢ ) , R - pannoHa/IHa pyHKIHja

e Unterpanmja ¢pyHKIH]ja 06IHKA R( xNax® + bx+ c ] , T1le je R pannoHatHa QyHKIIH]ja

e Unrerpannja QyHKIHja 06/IHKA R( yl-»? ) R[ vy - 1], R( voyl+ »? ]

3.11 ®yurnuje odmmka R(z,\az?+ br + c)

[Tope HaBeeHWX CHeNUjaJHUX CiaydajeBa W cBohema, Kao y TPeTXoaHOM
cayuaajy, na uarerpaae pynrumnja R(t, 2+ a?), R(t, V2 —a?) u R(t,Va? —t2),

moctoje m OQjiepoBe cMEeHe KOoje MOry Jia ce KOPUCTe YV OMIMTEM CJaydajy.

IIpsa Ojaeposa cmena
3a a > 0 cyaenow

Var? +bz+c=t—zva

nobuja ce
2 —¢

T
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Hpyza Ojaeposa cmena

Sa ¢ >0 cyverom
Fi O
Var2 +br+c=xt —\J/c

nobuja ce

a—t2

Tpeha Ojaepoaa cmena
9 P
Axo TpuHOM az®+ br + ¢ MMa peallHe W paszjuuMTe HYAC @ U 3. Tajga CMEHOM
Var +br+c= (z — a)t
nobmjanmo

Fa 2
a3 — ot

T =
a— t2

e MHurerpamyja upanuoHajanux GpyvHKIUja THIIA R(x, A/ ax2 + bx + c)

W3aBajameM OTITYHOT KBajipaTa y IIOTKOPEHOM M3pa3y HHTErpai
j R(x, NJax? +bx + c)dx

ce CBOJIM Ha jelaH O]l MHTerpaa

@ [R(y,y1-y*)dy
@ [R(y,yy* -1)dy
®  [R(y,\1+y?)dy.

(1) Ysohemwem cmene Y = SiN Z no6uja ce

[R(y,y1-y?*)dy = [R(sinz,cos z) cos z dz.

(2) Cmena y = 1 naje
sin z

jR(y,m)dy=—jR( 1 coszj cOsz o

sinz ' sinz /sin? z

(3) Tlpumenom cmene y =1g Z,

J‘R(y,«/1+y2)dy:'[R(Sinz 1) ! 4

COSZ COSZ)cos? z
Wurerpanu 1o0KMjeHr OBUM CMEHAMa Ce€ MOI'Y CBECTH Ha MHTErpajle paldoHaIHIX

¢ynkuuja. [TonasHu uHTErpany Cy MOTJIM M TUPEKTHO JIa C€ CBEly Ha pallMOHAIHE
¢ynkuuje cnenehum cMeHama:
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1, _ _2
y =sinz L0
1 1+t?

2) Y=—7T—=
sin z 2t
2t
y=1 1_t2

16. H3pauyHaBame Oy/KiHe JIyKa KpHBe.

e Hammcatu popMylly 3a H3padyHaBame TykHHe Tyka kpuee V= f(x), a< x< b
e Jloka3 — H3Boleme GopMmyite

e Hanmcatn dopmyny 3a padyHambe JTyKa KpHBeE 3ajaTe mapaMeTapCcKl

e Hanucaru dopmyJy 3a u3padyyHaBame AyKHHe JyKa Kpuse y=f(x), a <x <b

Nyxuna nyka kpuBe Y = f(X) Hag onceuxkom Xe[a, b] jemnaka BpemHOCTH OnpeheHor
UHTErpaga

b
5= [\1+(F/00)fdx’

Cauuno, ny:xuHa nyka kpuse Y = f(X) Hax ogceukom [a, X] MpOMEHIBHUBE AYKUHE je

s=jf 1+ (f'(x))dx:

a

o Jloka3. U3sohewe popmy.ie.

3a neo ASs ayka kpuse Y = f(X) usmehy Tauaka M(X, y) u M1 (X+AX, y+Ay) Baxku
J(AX)? + (Ay)? < As < 1/(AX)? + (dy)? + (dy — Ay),

rae je \/(AX)Z + (Ay)2 nykuHa ojceuka MM.
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) B .

o
x J

¢

0

Axko je f(X) mempekumHo maudepenuujadbuaHa (yHKIHja, OHIA CE MOXE IMOKa3aTH, Y3
IPETHoCTaBKy aa je Ax>0, na je

<—< 1+ dy
Ax Ax

jep je 3a mudepennujadbunne ¢ynkumje dy — Ay = 0(Ax). IIpemackom Ha rpaHuYHE
BpPEIHOCTH J100Hja ce

lim 1/1+ I|m 25 < lim 1/1+ £ = 0(AX)
AX—0 T Ax=0AX Ax—0
ds Y g dy )’
3HAYU O _ iy (yj T ds = 11+ () dx-
dx dx dx

ITpema ToMme ako ce popmupajy oarosapajyhe unterpaine cyme, 100mja ce aa je 1yXuHa
nyka kpuse Y = f(X) Han ogceukom Xe([a, b] jemnaka Bpeanoctu oapehenor unTerpana

b
s = [y1+(f(0)) dx
a
Cauuno, ny:xuHa nyka kpuse Y = f(X) Hax ogceukom [a, X] MpOMEHIBUBE AyKUHE je

s:jf 1+ (f'(x))*dx
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e Hanucaru (l)ODMV.J'IV 34 paYYHAKC AVKHHE JIVKA KPHUBE 32/1aT¢ NapaMeTapCKu

Axo je jenHaunHa KpuBE Jara y MapaMeTrapckoM oO0muKy X =o(t), y=w(t)

o <t< 3, Tajace AyKHHAIJyKa JaTe KpUBE pauyHa IOMONhyY MHTErpaa

L7\ 2 . B
‘/;,((3 pd T s=[(@®) + @O dt

17. H3pauyHaBame 3anpeMHHe POTALIHOHOT TeJia.

e Hammcatu GopMyiIy 3a H3padyHaBame 3allpeMHHE Tela Vy J00H]jeHOr POTaLlijoM
oko Ox oce

e HsBoheme hopMyite 3a 3anpeMuHy Vy pOTAHOHOT Tela

’a - .
e Hamucatn GopMy1Ty 3a H3padyHaBame 3allpeMHHe Tela !y ToGHjeHOT poTalHjoM
oko Oy oce

e Hanucaru dopmyJy 3a u3pauyHaBame 3anpeMuHe Tejaa V, 1o6ujenor
poranunjom oko OX oce

b b
Vv :ﬁf[f(x)]zdx:nj y2dx

e MHsBoheme hopmyJie 3a 3annpeMuny Vy poTALMOHOL TeJaa

Axo je Q Heko (TpoAMMEH3MOHO) TEJIO 3a KOje HaM je NO3HaTa MOBPIIMHA CBAKOT NpeceKa
ca paBHMMa OpTOroHaJTHUM Ha ocy OX, Taga he Ta mMoBpIIMHA 3aBHCHTH O] TOJIOXKaja
npeceyHe paBHHU, Tj. o1 X, P = P(X).

AKO TIOCTaBMMO PaBHH X = Xp = &, X = X1, X =X, ... , X = Xp = b, 1€ je Xp < X3 < Xz < ...< Xp,
Taga cMO Telmo () pa3jiokKWIM Ha CII0jeBE€ KOjU MPEACTaBJba)y T3B. €JIEMEHTapHEe
WIMHJPE, YMja je 3ampeMuHa

Vie = P(S) A%y, Xq <G < X

TJIe je MOBPIIMHA MOMPEYHOT npeceka P(&) ocHOBa UIIMHApPA, a AXk FBberoBa BUCHHA.

3anpemMuHa CBUX OBUX IUJIKWHIapa he outu
n
V, =D P(§)AX,
i=1

a TpaHUYHA BPEIHOCT MHTETpaliHe CyMe Kaj N—»co, Tj. Kaa Max Axg — 0, yKoIHMKo
MIOCTOjH, TIPE/ICTaBJba 3aPEMHUHY JATOT Tesa Q
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n

b
V.= lim Zp(gk)Axk:jP(x)dx-

max Ax, —0 i

=1

3anpemuna pomayuonoz mena
Ako je Q Temo oOpa3oBaHo poTamujoM Ok0o oce OX KpHUBOJIMHH]CKOT Tparesa
orpanuueHor kpuBoM Yy = f(Xx), ocom OXx u mpaBama X = a, X = b, oHIa je momnpeuHU
IpeceK Kpyr 4yMja je MOBpIInHA

P=z[f()]*=7y*
na he \merosa 3anpeMuHa OUTH

b b
V =x[[f(0Fdx=7x[y?dx:

a

e Hanucaru ¢opmyJuy 3a u3padyyHaBame 3anpeMuHe Teaa Vy 1o0ujenor
poraumjom oko Oy oce

Vv :ﬂj[f(y)]zdy:nszdy
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18. U3payyHaBame NOBPIIHHE POTALIMOHE MOBPIIH.
e Hammcarn opMyly 3a H3padyHaBame MOBPIIHHE MOBpIIH Fy 100HjeHe pOTaIHjoM

oko Ox oce
e M3poheme popMyie 3a MOBpHHY [y POTAlHOHE ITOBPIIH

e Hammcatn popMyly 3a H3padyHaBame MOBPIIHHE MOBpIH ) m00HjeHe poTalmjoM

oko Ov oce

e Hanucaru dpopmyJay 3a n3payvHaBame noppumuge noppmu P, nooujene
poranujoM oxko OX oce

b
P= 2;;] f(x)\/1+ (f'(x)) dx

e MH3Bohewe dopmyJe 3a noppmMHy P, poranmone noBpum

e Heka je mara moBpi o0pa3oBaHa poranjoM kpuBe Y = f(X) oko oce OX u Heka je f(x)
HETpeKHuIHa U TUdepeHIjaana GyHKIMja y CBUM Tadykama ojicedka [a, b].

Csaka TeTnBa Jiyka AS, K =1, ..., N npu poranuju odpasyje KOHYCHY MOBPIII YHja je

NOBpUIMHA AP, = 277 yk—12+yk AS,

I a5 =)+ (ay,)? =

[Tpema JlarpanxeBoj TeopeMu

Ay, (%)= F(x1) ,
= = f L X 4 SE <X
AX, X — X1 (Sk)r X1 <& <X,

maje As, =1+ (f'(&))? - AX» AP, = 2ﬂy'<-12+ Y 14 (/&) - Ax:

a YKYyITHa TIOBPILIMHA POTAI[MOHE ITOBPILIY U3payyHaTa Ha OBaj) HAYMH je

Py = 2> (F (k) + FOOWLH (F(ED) - A%,
k=

1
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[Ipenackom Ha rpaHUYHY BPEIHOCT A00H]a ce

P=_lim 7 2(f(EON1+ (&) -
(n—>§o? k=1

. b
7. P =2 f()y1+(f'(x)dx’

e Hanucaru ¢opmyay 3a u3payyHaBame noppumune noppumu Py nobujene
porauujom oxo Oy oce

P =27 f(y)y1+(f'(y)fdy

19. Jlepunuuuja 1 ocod0HHe IBOjHOT HHTErpaJia.

e JleuHninja ABOJHOT HHTETpaIa. | €OMETPH]CKO TyMadeHke
e Hagectu ocoGuHe JIBOJHOT HHTerpaia

e Jloka3aTH jeHY 01 0COOHHA JBOJHOT HHTerpaia

e Jlebununmija nBojuor uarerpaJja. ‘'eomMmeTrpujcko TymMmaueme.

Hexka je f(X, y) (menpexuana) GpyHKIMja y 3aTBOPEHO] MPOCTO MoBe3aHoj obmactu D u
Heka je D Ha mpou3BOJbaH HAYMH MOJEJHCHA Ha eeMeHTapHe obnactu Aoy, Aoy, ..., Aoy.
AKO TMOCTOjU TpaHWUYHA BPEAHOCT HHTErpanHe cyme V, kaga HajBehum mnpeuHuk
CIIEMCHTApPHUX 00JacTh TexHu Ka Hyau (o3Haka O(Aok)), Taga ce Ta TpaHWYHA BPEIHOCT
Ha3uBa JBOjHUM uHTEerpaioMm ¢yukuuje f(X, y) Ha obaactu D u o3HauaBa

n
maéx dI(IAr?yk)%okZ:; f(R)Ao, = J! f(P)do-

ITocTojame rpaHUyYHE BPEAHOCTH 3a HEMpPEeKUHE QYHKIIM]€ TapaHTyje ciaeaeha reopema:

Teopema. 3a N-Ty uHTErpanny cymy V, Koja oarorapa KoHayHoj obnactu D n HenmpekuHoj
byukuuju f(X, y), mocroju rpaHndYHa BpPEIHOCT Kaja HajBehu NpEUHUK elIeMEHTapHUX
obmactu Aok (kK =1, ..., N) Texu ka HyaH (Tj. N—>0). Ta rpaHrYHA BPEAHOCT HE 3aBUCH OJ]
ol HaunHa nojene obnactu D Ha enemenTapHe obnactu, HM o1 M300pa Tauaka Pk.
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Axko je f(x, y) > 0, V(X, y) € D, Tama nBojHM WHTErpaj I'€OMETPH]CKH IPEICTaBIba
3alpeMrHy BEPTUKAIHOT LWIMHIAPUYHOT Tella, YyMja je 1oma ocHoBa D, a ropma S.

V:”f(x,y)do-'

Kax je f(x, y) £ 0, V(x, y) € D, Tana je ABOjHM MHTerpai HEraTHBaH U jeiHaK —V, jep
onroapajyhe teno nexu ucnoxa pasau OXy.

e HagecTH 0CO0MHE IBOJHOT MHTErPaJia

Teopema 4 (Jluneaproem) Axo f,g € R(D) w o, € R, mada of + B9 € R(D),
npu uemy je

‘/‘/D(a-f(x;y) + By(z,y))do = « [[D f(z,y)do + 3 //D g(z,y)do.

Teopema 5 (Adumuenoem) Axo f € R(D) u axo je D = AU B, npu wemy A u B
HEMAJY 30JeOHUMKUT YHYMPAWBUT mavaka, mada je

(/(/Df(.’c..y)da = '/'/Af(;r,y)dcr—k.[[g f(z,y)do.

Teopema 6 1. Axo [ € R(D) u f(P) = 0, mada // f(P)do = 0.
JJp

2. Axo f,g € R(D) u f(P) < g(P) sa P € D, mada je

J[ 1o < [[ gpin

Teopema 7 (IIpoyena epednocmu dsojnoz uwmezpaaa) Axo f € R(D) u axo je

m < f(P)<M 3a P € D, mada

mo(D) < // f(P)do < Mo(D),
JJb
20e je o(D) nospwuna obaacmu D.

Teopema 8 (Cpedwa epednocm deojnoz unmezpana) Axo je f nenpexuona pyrryuja

na zameopeno] obaacmu DD, mada nocmoju ynympawma mayura ) obaacmu D,
maxea da je

/__ /D f(P)do = f(Q) - (D).
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e Jloka3aTH jeIHV 01 0COOMHA ABOjHOT HHTErpajia

Teopema 6 1. Axo [ € R(D) u f(P) = 0, mada // f(P)do = 0.
JJD

2. Axo f,g € R(D) u f(P) < g(P) 3a P € D, mada je

J[ 5o < [ [D o(P)do.

Iokas. 1. U3 f(P) > 0 cacam na je S,(f,11) = 0 3a cpaky nogeay II, ma u y
cayuajy raga A(I1) — 0.
2. Kako je g(P)— f(P) =0, uz 1. ciaenm

'[[DQ(_P)dU/E/Df(_P)dcr:.[[D(g(P)f(P))dg;:U' m

20. JlepuHANNja 1 0COOHHEe TPOjHOT HHTErpaJa.

e Jledunmnmija TpojHOTr HHTErpata. Jledurnimija » — IIMeH3HOHOT HHTeTpaa
e Hapectn oco6HHe TPOJHOT HHTErpaa

e Jloka3aTH jeIHy 01l 0COOHHA TPOJHOT HHTerpaia

e Jlebununuija TpojHor ugrerpaJja. Jdedbununnuja N—1uMeH3HHOT MHTErpaJia.

Hexka je f(x, y, z) (HenpekuaHa) QyHKIMja y 3aTBOPEHO] MPOCTO MOBE3aHOj obiacTu (2 Koja je
HAa TPOM3BOJbAH HAYMH TOJAC/bEHA Ha eleMeHTapHe obmactu Aax. M3abepumo

MPOU3BOJbHE Tauke Py € Aax u o3HaumMo oaroBapajyhe BpemHOCTH nate (yHKIHUje ca

n
f(Py), k = 1, ..., n. AKO MOCTOjU TPaHUYHA BPEIHOCT CyMe Z f(P)Aw, Kaja HajBehn

k=1
MPEYHHUK €JIEMEHTApHUX 00J1acTH Aax Takohe Texxu Hyau (Tj. N—»00) Tajga ce Ta TpaHWYHA
BPEIHOCT Ha3uBa Tpojru unrterpan Gyukiuje f(X, y, Z) mo obmactu Q u o3HauaBa ce

n

li f(P)Aw, = ||| f(P)d
mmg?wkzﬂ (P)A®, jg{j()w

N-IMMEH3UOHU HUHTCTpal

J= J‘ J‘ j f (P)dW (kama je W mpocTo moBe3aHa 3aTBOpeHa N-JUMEH3UOHa 0071acT)

w
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e HagecTu 0CO0OMHE TPOJHOI MHTErpaJIa

Teopema 12 (Jluneaproem) Axo f,g € R(T) v a,8 € R, mada of + g € R(T),

npu “emy je

//fqn(aﬂpj +-"’39(P))dv:af/f}ﬁf(P)d-v+,-3/ng@)de.

Teopema 13 (Adumuenocm) Axo f € R(T) v axo je T = AU B, npu wemy A u B
HeMay 3ajeOHUMKUT YHYMPAWBUT MA4AKa, Maoa je

i s

Teopema 14 1. Axo f € R(T) v f(P) = 0, mada //f f(P)dv = 0.
T

2. Axo f,g € R(T) u f(P) < g(P) 3a P €T, mada je

i o fff e

Teopema 15 (IIpoyena epednocmu mpojroz unmezpaaa) Axo f € R(T) u axo je

m< f(P)< M 3a P<T, mada
m-V(T) < [ / / F(PYAV < M- V(T),
JJJr

20e je V(T) sanpemuna obaacmu T.

Teopema 16 (Cpedwa spedrocm mpojnoe uwmezpana) Axo je f nenpexuona gynryuja
Ha 3ameopenoj obaacmu T, mada nocmoju ynympawmwa mayuxa () obaacmu T, maxea

| / / / F(P)AV = £(Q)- V(T).

da je
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e Jloka3aTH jeaHY 01 0COOMHA TPOjHOI HHTErPaJjaa

Teopema 14 1. Axo f € R(T) u f(P) = 0, mada [[/ f(P)dVv = 0.
JJJT

2. Axo f,g € R(T) u f(P) < g(P) 3a P €T, mada je

Hokaz. 1. Uz f(P) = 0 caeqn na je S,(f,11) = 0 3a cpaky noupeay II, ma u y
cayuajy kana A(IT) — 0.

2. Kako je g(P)— f(P) =0, uz 1. caeun

J[[orav — [[[ sprav = [[[ wp) = rppav =0, m

21. Ceoheme 1BOjHOr HA IBOCTPYKH HHTErpaJl.

e JledunuIMja IBOJHOT HHTEIPAJIA.

¢ Cgoljeme IBOJHOT Ha JIBOCTPYKH HHTErpal 3a MpaBOyTraoHy o6macT

¢ (CBoljeme IBOJHOT Ha IBOCTPYKH HHTErpal 3a MPOH3BOJHHY MPOCTO MOBe3aHy 001acT

o JlepuHuumja ABOjHOTr HHTErPaJa.

Heka je f(X, y) (Hempekuana) ¢yHKIMja y 3aTBOPEHOj MPOCTO MOBe3aHOj obnactu D u
Heka je D Ha mpou3BOJbaH HAYMH MOJEJHCHA Ha eeMeHTapHe obnactu Aoy, Aoy, ..., Aoy.
AKO TIOCTOjU TpaHWYHA BPEAHOCT HWHTErpasiHe cyme V, Kkaga HajBehu mpedyHHK
CIIEMEHTApPHHUX 00JacTh TexHu Ka Hyau (o3Haka O(Aok)), Taga ce Ta TpaHWYHA BPEIHOCT
Ha3uBa JBOjHUM uHTerpajgoMm ¢yukuuje f(X, y) Ha obaactu D u o3HauaBa

n

maxdl('gk)_)()é f(P)Ao, = ” f(P)do-
(n—o0) D
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e Cpoheme IBOjHOIr HA ABOCTPYKH MHTErPAJI 32 IPABOVILA0HY 00J1ACT.

3.1 IIpaBoyraona obJact

Hera je obaact nHTEr panmje MpaBoOyYIraoHUE,

D=1la,h] x[e,d] = {(z.y) |[a <z <b c<y<d}.

4
¥
»
d £
D
1,
P,
- A 3
O a x=const. &

Waiajyhu v BUAY reoMeTpUjeKO TYMAUCHE JBOJHOD MHTEr paJa (3anpeMuna),

BUJMMO Jla OU jejaH HAUMH MHTEr palije Morao OUTH jat ca

B f: (/jf(@y)dy) dz.
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Teopema 9 (Ceoleme dsojnoz na dsocmpyru unwmezpaa) Axo [ € R([a,b] x [c,d]),

I € Rla,b] u J € Rle,d], mada eaxncu

/Lf(i‘-,y)dmdy :/: (ldf(;r,y)dy) dr = /j (lbf(af:y)d.x) dy.

[ToHOBWEHT JeAHOCTPYVEN WHTCIPAAN Y OPETXOAHOM TBphHemy ce mumy u y

ODIUKY
/dr/fr,'t dy, /dy/f r,y)dx

1 30BY d8ocmpyku uwmezpaat. Aro je [ z)h(y), rana je

[ﬁﬂmwm@=£EM@ [Mm@

To ce moxke w crporo nokasarw noJjaszchnm oxn geuHWUINAjC ABOJHOD WHTC-
rpajga. Heka je

d b
1) == [ sy )= [ e

e (Caoheme I1BOJjHOI HA ABOCTPYKH HHTErpaJl 3a HPOU3BOLHY HPOCTO NNOBE3AHY
00J1acT.

3.3 IIpon3BossHa obJacT

Aro obnacr D moske na ce pasioskn Ha Tpamnes3ouaHe obiactu, OHAa 3a
M3padyHABAKC JBOJHOI WMHTCrpada sarte (yvHENUje Ha odaactu D vory npa ce
npuMeHe nperxosHe popumyae. Ha csako] Tpanesompnoj obaacTu NBOJHU WH-
TerpaJj ce padyHa cBohemeM Ha ABOCTDVEN, a 3aTHUM Ce IPUMCHOM TCOPEME O
AJUTUBHOCTH HAJA3UW JABOJHN MHTCrpad Ha obaactu [,

By AHa MaTtemaTuKa 2 2011/2012.



22. CBoheme TPOjHOT HA TPOCTPYKH HHTErpa.l.
e Jlepunnmmja TpojHOr HHTerpaia. Jledunumma » — ITHMeH3HOHOT HHTerpaia
e (Boleme TPOJHOT HHTErpala Ha TPOCTPYKH

e Jlebununmija Tpojuor uarerpaJja. Jdedbununnuja N—1uMeH3HOHAJTHOT HHTErpaJja.

Hexka je f(X, Y, 2) (HenpekuaHa) GyHKIMja y 3aTBOPEHO] MTPOCTO MOBE3aHOj obacTu (2 Koja je
Ha TIPOM3BOJbAH HAYMH TMIOJICJbEHA Ha eJleMeHTapHe obOnactu Aax. W3abepumo

nmpou3BoJbHE Tauke Py € Aax u o3HauuMo ojarosapajyhe BpeaHOCTH naTe (QyHKIHje ca

f(Py), k = 1, ..., n. AKO MOCTOjU TPaHUYHA BPEIHOCT CyMe Zn: f (Pk) A, kana Hajpehu

k=1
NPEYHUK eJIEMEHTapHUX 00sacTu Ay Takohe TeKU Hynu (Tj. N—>00) Taja ce Ta rpaHuYHA
BPEIHOCT Ha3uBa TpojHu unterpain Gyukiuje f(X, y, Z) mo odbmactu Q u o3HavaBa ce

n

maxd'g;gkm; f(R)Aw, = [[[ f(P)de
(n—0) = 0

N-TMMEH3MOHU HHTErpaJl
J= J‘ j‘ j f (P)dW (xama je W mpocTo moBe3aHa 3aTBOpeHa N-IUMEH3HOHa 00J1acT)

w
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6 CeBobheme TpojHOr MHTErpajia Ha TPOCTPYKH

Hexka je obaact unrerpanuje T oapebhena ca

T={(z,5,2) | (&.9) € D, z1(a,y) < =(2,9) < 2(z,v)},

rje Cy zy W zp HempekmuHe ¢yHEmIje Ha D C R2,

Teopema 17 Axo [ € R(T) u axo 3a ceaxo (x,y) € D nocmoju unmezpaa

22(1&)
Ia,y) = / f(z.9, 2)dz,

1(z.y)

fff f($’y’z)dmyd‘z:/f Iz, y)dxdy,
T D
/ f fT [y, 2)dedyd= — f fD dady f ((:) .y, 2)dz.

Axo je D rpanesounna obaact, Ha mpuMep,

mada je

00HOCHO

D={(zy)|a<z<b y <y<uy},

b y2(z) za(z.y)
f/f flz,y, z)drdyd> 2] dx/ dy/ flx,y,z)dz.
T a y1(z) z1(z,y)

[Ipema TOMe, ako ce HBOJHHM WHTErpaj CBOIW HA IBOCTPYVEH, Tala ce TPOJHU
WHTCrpall 3a MPeTnocTaB/LeHO Teao 1 cBoan Ha Tpocrpyviwm maTerpad. Wero

rTajga je

BayKM U ako obuaact [ Moke sa ce pazioskd Ha TPANC30UAHe O0DJIACTH, Kao 1
ako 0obJacT WHTErpaluje TPOJjHOD UHTerpa/ia MOEE JIa ce Pa3iokd Ha o0JacTh
TUMa npernocrasmpsere obaactu T
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23. CMeHa IpOMeH/bHBHX YV ABOjHOM HHTerpajay. IlosrapHe koopauHare.
e OmnmTH clly4aj CMEeHe V TBOJHOM HHTerpamy
e (CrmenHjarTHH cTy4aj CMeHE Y IBOJHOM HHTeTpaly: MolapHe KOOpIHHATe

e OnurH cJayyaj cMeHe V ABOjHOM HHTErpaay

Teopema 1 Axo [ € R(D) u axo npecauxasawe G — D ucnymwasa ycaose 1.-3.,

mada je
/ flz, da:dy—]/ U, v

g(u,t.‘) = f(%‘j(u:ﬁ)a ﬁ’('u': U))

OBaKBOM CMEHOM e ca JIeKapTOBUX KoopJMHaTa (T,y) Tpeaasn Ha HOBE KO-
opamaare (u,v) (v ONIITEM CAYUAjy, KPUBOJIUNN]CKE ).

)| J|dudv,

npu Yemy je

\.r"ll N N N\

[Ipu ToMme je

! fle
Yu Wy

Koepumujent nedopmanuje je [J|, a eaement noppmmune je nar ca
do = dzdy = |J|dudv.

Hekaua je npuponnauje veecru najupe cuvene u = oz, y), v = B(z,y), a sarmu
U3 ILUX oApeanTH GYVHKIHje ¢ 1 ) 3a cmene z = p(u,v), y = ¥(u,v). TIpu Tome,
Jakobujanm voske pa ce nobuje m U3 peaaruje

O(z,y) 9(u,v)
O(u,v) O(z,y)
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o CroenujajHu ¢Jay4aj cCMeHe V ABOjHOM HHTErpajy — HoJapHe KOOpaAuHAaTe

[Tonapue koopaunare ¢y (p, @), Ipu gemy

pel0,x), ¢el0,2n].

Bese nexkaprosux (z,y) ¥ DOJAPHUX KOOPJIUHATA CV

T =pcosyp, Y= psine.

Jakobujanm je nart ca

cosp —psing

J=1".
siny  pcosy

a kochunujent nedopmanuje je |J|.
EjeMeHT moppHommae je

do = pdpdep.

fo(I’y)dxdy://'C;g(p,go)pdpd%

g(pyp) = f(peos, psing).

[Ipesma ToMme,

OpU ueMy je
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24. CMeHa IPOMeH/bUBHX y TPojHOM HHTerpaay. IluiInHApPHYHEe KoopAHWHATE.

e OmnmTH ciIy4aj) cMeHe Y TPOJHOM HHTerpary
e CrnernujarHu cIydaj CMeHe Y TPOJHOM HHTeTrpaty: MIIHHIPHYHE KOOpIHHATE

e OnuTH caviaj cMeHe Y TPOjHOM HHTerpaay

Teopema 2 Axo [ € R(D) u axo npecauxasawe G — D ucnywaea ycaose 1.-3.,

mada je
//[fryz /// w, v, w)|J|dudvdw,

g(u,v,w) = fa(u,v,w), B(u,v,w), y(u,v,w)).

npu Yemy je

OBaKBOM CMEHOM ce ca JeKapTOBUX KOoOpAWHaTa (x,y,z) Npejasn Ha HOBE
rkoopauHare (w,v,w) (v OMIITEM c/ayyajy, KPUBOJUHU]CKE).
[Tpu Tome je

! !
dr x, x x| |du
dy| = (Yu Yy Y| [V
2 zZi oz oz |dw

"

! ! !

T, T, T,

r ! r

S=\Y% Yo Yul|-
r ! ’
Zy Zy Zy
Koepunujenr pedopmanuje je |J|, a enenent sanpemune je par ca
dV = dxdydz = |J|dudvdw.
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CrnenMjajgHuy cJay4aj cMeHe V TPOjHOM MHTErpaJy — NUJINHAPHYHE KOOPANMHATE

[Mnaunaapuune koopauaare ¢y (p, @, z), Ipu demy

peD,©), ¢e[0,2n], =z€R.

S
A
¥
2 f s
P : ~T e
L X =y
2 of

Bese ACEADTOBUX (.’33'1y.. Z) 1 NWUWIMHAPDWUYHUX RKOOpPJUHaATA CV

T = pcosp, Y= psingp, z=2z.

Jakodbujan je nart ca
cospy —psing 0

J=lsing pcosp 0| =p,
0 0 1

a koedunujent aedopmanuje je |J|.
EaesmenT zanpeMune je

dV = pdpdpdf.

[Tpenma Tonme,
[/ f(z.y, z)dzdydz = [[/ 9(p, ¢, z)pdpdpdz,
JJJb JJJa

Py 4eMy je
g(p,p,z) = f(pcosp, psingp, z).
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25. CMeHa mpoMeH/bHBHX Y TPojHOM HHTerpaay. CdepHe KoopanHaTe.
e OmnmTH cIy4a) CMEHe Y TPOJHOM HHTerpamy

e CrmenujanHH cIy4aj CMEHEe YV TPOJHOM HHTeIrpaly: cdepHe KOOpIHHATE
e OnuutH cayyaj cMeHe Y TPOjHOM HHTErpaay

Teopema 2 Axo [ € R(D) u axo npecauxasamwe G — D ucnymwasa ycaose 1.-3.,

mada je

[/ flz,y,2) = /// u, v, w)|J|dudvdw,

g(u,v,w) = fa(u,v,w), B(u, v, w), y(u,v,w)).

npu Yemy je

OBaKBOM CMCHOM Ce ca JICKapTOBUX KOOpAWHATA (T,y,Z) Ipelda3n Ha HOBE
koopauHate (uw,v,w) (y Ommrem ¢iaydajy, KPUBOJIMHKI)CKE).
[Ipu Tome je

' ro
dr x, i, x| |du
dyi = Yo Yo Yu| |

’ ! !
2 Z, zZy g | |dw

"
r ! r
S=1\V Yo Yul|-
z, 2, z
Koedunujenr nepopmanuje je |J|, a eaenenr 3anpevune je gar ca
dV = dzdydz = | J|dudvdw.
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e CrnenujanHu cayyaj cMeHe Y TDOjHOM HHTerpaay — cepHe KOOpAMHATE

Cdepue koopaunare cy (p, p,0), npy gemy

pe0,oc), wel0,2n], 0<[—7/2,7/2].

Bese nekaprosux (z,y,z) u chepHUX KOOPAUHATA CV
xr = pcosfcosyp, y=pcosfsiny, z—= psinb.
Jakobmjan je nmat ca
cosfcosyp —pceosfsing —psinfcosp

J = cosf/ pcosfcosypy —psinfsing
sin 0 pcosf

= p?cosf(cos® pcos® @ + sin® A sin® p + sin? @ cos® ¢ + cos® B sin? )
= p?cosf(cos® o +sin’ )
= p?cosb,

a koedunujert medopmanuje je |J|.
Eaesvent zanpesune je

dV = daxdydz = |J|dpdedd = p? cos Bdpdpdh.

[Tpeama Toae,

///Df(x’y’z)dmdydzz/f/gg(:oa%@)pzcosﬂdpd@dg}

g(p,p,0) = f(pcosBcosp, pcosBsinp, psinb).

IpU deAMy e
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26. IlIpuMeHe 1BOjHUX H TPOjHHX HHTerpaJa.

e Hagectn Moryhe mpuMeHe IBOJHOT HHTeTrpana

e Hagectu Morylie npuMeHe TPOJHOT HHTerpaia

e MH3Bectu dpopMyny 3a H3padyHaBamke MOBPIIHHE KPHBE MOBPIIIH.

e Hagectu Moryhe npuMeHne I1BOjHOI MHTErpaJaa

Janpemuna yuauHOpuYHoz meaa
JanpesMuHa NUJAWHAPUYHOD Teja duja je jegda ocHosa ¢urypa [ v pasHn
Ozy, a npyra ocuosa nospm z = f(z,y) nara je ca

1_//fazdrdJ

[loppmuny o(D) purype D momeno 100Ut ako y ABOJHOM uHTerpaay #Ha D
yvamenmo Gyvasnnjy f(z,y) = 1. Hakae,

:/[d.a:a’.y.
JJD

Hospwuna paeancke puzype
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Ioepwuna deaa nospuwu

Heka je mospm nata ca z = f(z,y).

J1e1 JaacT JITOBaPE JLCILE aare a JE 7 .
[Mogenw II o6aactu D onrosapa noxena I1* nare mospmm wan obaamhy D
Axo cy or (k=1,2,... n) nospmune neaosa nojede 1%, rpaskena nospmuna P

je nara ca
n
_ *
P= § :Jk‘r
k=1

[OJ YCJIOBOM Jla €Be HaBedeHe NoBpmuEe nocroje. Mebyruy, nospmuee o, muje
Moryvhe ¥y onurres ciydajy oApeguTH, HATH YIBPAUTA Ja JW DocToje. YMecTo
ILIX MOZKEMO V3eTW noppmmune P, oxrosapajyhux nenosa ranrenTtnux pasom y
n3abpaHUM TAYKAMA JICJA0BA TTOBPIIIH.

[Ipernocrasumo sa je nara noneaa (I, M;) obaactu D u na je P nospmuna
Jena ranreHTHe pasan v rtauxn M; man aeaowm D;. Hera je

P(11) = Zn: P.
i=1
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e Hagectu Morvhe npuMeHe TPOjHUI HHTErpaaa

Axo je f(z,y,z) =1 ma reay T, rapa je S,(f,II) = o(T) 3a csaky noupeay IL.
[Tpesva Tome, sanpesuna Vo svepausor teaa T je nata ca

V= / / [ dxdyd:z.
JJJT

Axo ce obmactu D m Q) cacroje o MaTepHjaIHUX Tadaka M ako je y TUM oOjacTuma
nedunarcaHa ryctuHa KX, Y), oMHOCHO XX, Y, Z), Kao HenpekuaHa QyHKIUja KOOpauHaTa
Tayke, Taja je maca oomactu D

M (D) :jja(x, y)ds'’
D

a Maca o6mactu (2 M (Q) = J‘”é‘(x’ y,2) dw’
Q
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H3BecTu (hopMyJiy 3a H3pauYHABAH-€ NOBPILIMHE KPUBE MOBPIIH

Teopema 3 Axo z,,z, € C(D), mada nospwuna deaa nospwu nad DD nocmoju u
dama je ca
P= // \/ 1+ 22+ z2dzdy.
JJD
Iloka3. Jepnaumsa ranrenre v M;(zi, v, zi) je

z—z;= Z;(ﬂfg)(ir — .’Eg) + Z;(ﬂfl)(’y — yz)

Kako je yrao v ussmelhyv ranrenroe pasaw n pasan xOy jeanak yriay usmely
HOpMaJic TAHICHTHE PABHU U Z OCE U KAKO je

cosy = ! ,
\/ L+ 22(M;) + =2(M,)
TO je
. — 0—1' — fQ N - 7"2 i .
Pi= o U+ 220 + 22(0M) o,

36up P(II) je uarerpaana cyMa ABOJHOI MHTEr paja 3a (yHEIN]Y

gzﬂl—f—Zf—i—Zé?

na obaacru D. M3 npernocraBke reopeme ciean ga je g nenperuana na D) ma
MHTerpajiHa cyMa KoHBeprupa mHrerpaday. [Ipema toae,

P = lim M)o; = x,1y)drdy = ff 1+ 22+ 2Pdedy. N
A(m_,g;g( ) '[/Dg( ) - Fdzdy
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27. Ilojam 6eckoHaYHOT OpojHOT pena. KonBeprennuja pena.

e JlepuHNCATH HU3 MApIHjaTHAX CyMa

e Jlepunncatu OpojHH pel H KOHBEPTeHIH]Y pPella

e J[oka3aTH J1a je HEOMXOIHH YCIIOB 3a KOHBEPIeHIIH]Y pe/ia a ONMITH WIaH TeKH HylH
Kag n— ©

o JlepuHucaTH HU3 NAPUHUjATHUX CyMA

e Hwusom genuMuyHMX cyma pena ia Ha3WBa ce HMU3 {Sp} YMjU je OMIUTH WIaH
n
n=1

L ,n=1,23, .. ;5 je (Ie1uMHYHa) mapImjanHa cyMa TOor pela.
Sh = Z Ay
k=1

e JlebunucaTu OpojHM pea M KOHBEPreHIN|y peaa

N3zpa3 obmuka a; +a, +az+.. win i . Ha3MBaMo OeCKOHAYHUM OpOJHUM PEIOM;
n

n=1
ay, ap, a3, ... Cy WIAHOBH OECKOHAYHOT pefia; a, je OMIITH YjaH TOT peja.

o0
beckoHaunu pen za Ha3WBa CE KOHBEPICHTHHM (IMBEPreHTHUM) aKO KOHBEPrupa
k

k=1
(muBeprupa) HU3 HETOBUX JEIUMUYHUX cyma {Sp}. CyMa KOHBEPTEHTHOT pena je Opoj

n
s=lims, =lim> a,-

N—o0 N—o0

o0
Axo je pe KOHBEPI'CHTAH U UMa C S, Taza ce muIie = .
Jepen s g, p yMy S, Tajl N
k
k=1

k=1

e Jloka3aTH 1A je HEONXOAHH VCJI0B 32 KOHBEPIreHIH|V peaa Ia ONMIITH YJIAH TeKH

HVYJIM KaJ1a 1 —©

Teopema. Axo je pen i g, KOHBEPIEHTAH, Tajia BEroB ONITH WIaH g, — ( Kaj n— .
k
k=1

/loka3. Ako peJ] KOHBEprupa, KOHBEpPrupa 1 BberoB HU3 AEIMMUYHUX cyMa, |im S, =S
N—>o

maje lima, = lim(s, —s,;) =s—s=0:
N—o0

N—o0
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28. PenoBu ca HeHeraTUBHUM 4iaHoBUMa. Kpurepujymn ynopehusama.

e VCIOB 3a KOHBepFeHL[IIj}’ Pe€lda Ca HCHETAaTHBHHM YIaHOBHMA, H3PaXKECH IIPEKO HH3a
JCTTHMHYHHX CyMa

e Hagectn KpHTeijyMe yl’IOpeleBﬂl-Be IIPpBE H JPYyI'€ BPCTE
b I[OK&B&TH Ja je HEOIMXOOHH YCJIOB 34 KOHBepPeHL[Hj}’ Pe€aa da OIIINTH YTaH TEeXH HYIH
Kamg 7 - ©

e YcJ0B 32 KOHBEPIeHIM|V pea ca HEeHeraTHBHUM YWIAHOBMMA, H3PaKeH IPEKO
HHU3Aa J¢JIUMHUYHHUX CYMaA

Teopema 4 Hexa cy E y, U E bn. peaoeu Cca HeHe2amuUus8HUM YAAHOB8UMA U HEKA

n=1 n=1
je an < b, 3a n = ng.

o0

o
1. Axo ped Z bn, xonaepeupa, mada u ped Z (n, KOHBEP2UPAQ.

n=1 n=1

00 00
2. Axo peod Z ay dueepzupa, mada u ped Z b, duaepaupa.

n=1 n=1

e HagecTu KpuTepujyMe ynopehupama npBe u apyre Bpcre

. . 0
Teopema 1. (Kputepujym ynopehuBama npse Bpcre) Heka je pen ZC KOHBEpPIreHTaH, a
k
k=0
pen id JIUBEpPreHTaH W HeKa Ccy 00a, peJoBH ca IMO3UTUBHUM YJIaHOBHMA. AKO
k
k=0
YJIaHOBU HEKOI' JaTor pejaa ia ca TO3UTHUBHUM 4JIAHOBHMAa 3aJJ0BOJbABA]y YCIIOB
k
k=0
. © > d
a. <C.,3acBen>m(m e N), tana je pen KOHBEpreHTaH. AKo d, = 3a
n n Zak n n
k=0
ceen>m(m e N), Tana je pen &  JUBEPreHTaH.
> &
k=0

o0
Teopema 2. (Kputepujym ynopehuBama npyre Bpere) Heka je pen Z C, KOHBEpPIreHTaH, a
k=0
o0
pen Zd IMBEPreHTaH M HEKa Cy 00a, PelOBH Ca MO3UTHBHUM WIaHOBUMA. AKO 3a
k
k=0

Chi1 ,
C

n+1 S

o0
YJIAaHOBE peJia Z g C MOSHTHBHHUM HJIAHOBMMA 32 vn>m (m € N), Baxu a
k

k=0 an n
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dpia , Taja je pex

dy

o0
Tajaa je pen Z a, KOHBEPreHTaH; aKo je3zaVvn>m(m e N), ani1 >
a
k=0 n

. JMBEPTeHTaH.
hIED
k=0

o Jloka3aTu a je HEONXOAHH VCJIOB 332 KOHBEPIreHIM]V peaa Ja ONIUTH YWIAH TeKH

HVYJIM Ka/1a 1 —©

Teopema. Axo je pen i 5, OHBCDICHTaH, Tajia HeroB ONIITH WIAH g — () Kaji N —> co.
K

k=1

Jdoka3s. Ao peq KOHBEprupa, KOHBEPTUpa U HEeroB HU3 ASTUMUYHUX cyMa, |im S, =S
N—o0

maje lima, = lim(s, —S,,)=5-5=0-
N—c0

N—o0
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29. AnTtepHaTuBHH penoBH. JIaj0HHIOB KPATEPHjYM KOHBePreHIHje peaa.

e JledunucaTn anTepHaTUBHH pel H GpopmynucaT JIajGHHIIOB KPHTEPHJYM
KOHBEPIeHIIH]e

e Jlokazatu JIajOHHIIOB KPUTEPH|YM KOHBEPICHIIH]E

e JleduHNcaTu ancoTyTHY U YCIOBHY KOHBEPIeHITH]Y

e JlebuHHIATH AJTEPHATHBHHU pea U hopmyaucaTy JIajoOHHIIOB KPpUTEPHjyM

KOHBEpreuiuje

ANTEepHATUBHUM pPEOBUMA CE HA3WBa]y PEAOBH O0JIMKA

> (-D*a, a >0, VkeN’
k=0
rjae je {ax} MOHOTOHO omajajyhu H1u3 MO3UTUBHUX OpojeBa.

AnTepHaTUBHU pell 8p—a; +a;—asz + ...,y KojeM ujaHoBH a x > (0 MOHOTOHO
omazaajy (ak > ak+1, VKk=0, 1, 2, ...) u Texxe HyH, Ha3uBa ce JIajOHUIIOBUM PEIIOM.

Teopema. (JIajoHu1I0B KpUTepHujym) JIajOHUIIOB pe KOHBEPTHUpa U HEeroBa cyma S < ag.

e Jloka3zaTu JIajoHUIIOB KPpUTEPH]VYM KOHBEpPIreHImje

Jloxa3. 3a JIajOHUITIOB pen, feTMMHUYHA CyMa ca HEMapHUM UHACKCOM 2N + 1 je jenHaka
Sonir =8 — (& — @) — (83 —@y) —... = (8pn1 — 82n) — Azpias
mTo 3Haum Ja je je S, ., < 8y, N € N. C apyre crpane,
Soner = (8o —&y) + (8, —83) + ...+ (820 — 8zn41).
U3 Yera cjeau 1a MOHOTOHO Heomaa. 3aTo MOCTOjU TPaHUYHA BPETHOCT, 32 KOjy BaXKH

n—o0

3a IMapHE YJIAaHOBC HU3a JCIMMHUYHUX CyMa BaKu

lims,, = lim(sy,,, —@z0,1) =S
N—>0

N—o0

yuMe je foka3aH JlajOHUIIOB KpUTEPHjyM KOHBEPTEHIIH]E.
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o JlehuHucaTH ancoJyTHY U YCJIOBHY KOHBEPreHUMjy

o0 .
3a KOHBEpreHTaH pejl z a, Ka)K€MO Jia J€ alcOoJIyTHO KOHBEPIreHTaH, ako KOHBEPIupa U

k=1

© )
pen i‘ak‘. V cynpoTHOM, Kajxa pej Z‘ak‘ JMBEPTUPA, 38 KOHBEPIEHTAH PEJl Z a,
k=L k=1 k=1
Ka)KEMO J1a YCIIOBHO KOHBEPTHUPA.

30. HaTerpaJiHu KPUTEPHjYM KOHBepreHIHje OpojHOr pexa.
e (QopMyIHCATH HHTErPATHH KPHTEPHJYM KOHBepreHilije OpOjHOT pel
e JlokaszaTH HHTETPATHH KPHTEPHJyM KOHBepreHIinje OpojHOT pell

e @dopMVJICATH HHTEIPAJTHU KPUTEPHjYM KOHBEpPreHmyje OpojHor peaa

o0
Teopema. Axo je Z a, JaTH peJ] ca MO3UTUBHUM MOHOTOHO omnajajyhum ujiaHOBUMa, a

n=1
f(x) 3a X > 1 HempekuHA MO3UTUBHA MOHOTOHO onanajyha ¢pyHkuuja takea aa je vn, f(n)

e8]
= an, Tajga pen Z 4. KOHBEpPrupa ako U CaMoO aKO HECBOjCTBEHH MHTErpaj T
n

f (x)dx
n=1 1
MOCTOj| (KOHBEPTHPA).
+00

AKoO HHTETpa J' f (x)dx He MOCTOjH, TaJia je pen i g AMBEPreHTaH.
n

1 n=1
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e Jloka3aTH HHTErPAJHHU KPUTEPHjYM KOHBEpPreHiumje OpojHor peaa

Jloka3. Kako je f(X) omanajyha ¢pyHkuuja, Baxkn

n

2+ @)+t T <[ FXdx< F@Q+F(2)+...+ f(n-1).

i " n— |
1 j:ﬂx)drs >

K

"0l

+00

AKo umHTerpan J’ f (x)dx nocToju, o3HauuMo ra ca J. Taxa je T f(x)dx < J° na pen

1 1
o0
Z f (n) ¥Ma OTpaHMYHC JCIMMIYHE CyMC M IIPEMa TOME, KOHBCPIUpa, U3 Hera Cileau

n=2

. ® . 0
KOHBEpreHLuja pena Z a, OO6pnyTO, aKo je pen z a, KOHBEPI€HTaH U UMa CyMy S,

n=1 n=1
n o
Tana je J' f (X)dx < s @ KOHBEprupa uHTErpa J f (x)dx-
1 1
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