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Z A D A C I

1 Graniqne vrednosti

f(x, y)→ A kada (x, y)→ (x0, y0) ako

∀ε > 0 ∃δ(ε) d((x, y), (x0, y0)) < δ =⇒ |f(x, y)−A| < ε

Mn = (xn, yn)→M0 = (x0, y0) ako d(Mn,M0)→ 0 kada n→∞

Teorema

f(x, y)→ A kada (x, y)→ (x0, y0) akko

∀(Mn) Mn →M0 =⇒ f(Mn)→ A (n→∞)

1.1. [Zad.3, str.13]

Dokazati da (x+ y) sin
1

x
sin

1

y
→ 0 kada (x, y)→ (0, 0).

Graniqna vrednost u beskonaqnosti

f(x, y)→ A kada (x, y)→ (∞,∞) [f(M)→ A kada M →∞]

ako

∀ε > 0 ∃C > 0 d((x, y), (0, 0)) > C =⇒ |f(x, y)−A| < ε

Mn →∞ kada n→∞ ako d(Mn, (0, 0))→ +∞

Teorema

f(x, y)→ A kada (x, y)→ (∞,∞)

akko

f(Mn)→ A kada Mn →∞

1.2. [Zad.6, str.13]

Dokazati da je lim
x→∞,y→∞

x+ 2x2 + y + 2y2

x2 + y2
= 2.

Polarne koordinate

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π), ρ ∈ [0,+∞)

•
(x, y)→ (0, 0) ⇐⇒ ρ→ 0

(x, y)→ (∞,∞) ⇐⇒ ρ→ +∞



•
f(x, y) = g(ρ, ϕ)→ 0, ρ→ 0 =⇒ f(x, y)→ 0, (x, y)→ (0, 0)

|f(x, y)| ≤ g(ρ, ϕ)→ 0, ρ→ 0 =⇒ f(x, y)→ 0, (x, y)→ (0, 0)

|f(x, y)| ≤ K · g(ρ)→ 0, ρ→ 0 =⇒ f(x, y)→ 0, (x, y)→ (0, 0)

|f(x, y)| ≤ g(ρ, ϕ)→ 0, ρ→ +∞ =⇒ f(x, y)→ 0, (x, y)→ (∞,∞)

1.3. [Zad.40, str.16]

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
=?

1.4. [Zad.41, str.16]

lim
x,y→∞

x+ y

x2 − xy + y2
=?

1.5. [Zad.54, str.17]

lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2 =?

Svo�e�e na poznate limese

lim
t→0

(1 + t)1/t = lim
t→+∞

(

1 +
1

t

)t

= e

lim
t→0

sin t

t
= lim
t→0

et − 1

t
= lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1

.....................................

1.6. [Zad.62, str.18]

lim
(x,y)→(0,3)

(1 + xy2)1/(x
2+xy) =?

1.7. [Zad.52, str.17]

lim
(x,y)→(0,0)

1− cosxy

x2y2
=?

2 Neprekidnost

Funkcija f je neprekidna u taqki (a, b) ako je

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b)



Ako je
lim

(x,y)→(a,b)
f(x, y) 6= f(a, b)

ili ne postoji graniqna vrednost funkcije f u taqki (a, b), tada f u (a, b) ima prekid.

Ako funkcija f ima konaqnu graniqnu vrednost u (a, b), a nije u toj taqki neprekidna,
onda taj prekid mo�e da se otkloni.

2.1. [Zad.2, str.19]

Dokazati da je funkcija f : (x, y) 7→







xy

|x|+ |y|
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
neprekidna u taqki (0, 0).

2.2. [Zad.4, str.19]

Dokazati da je funkcija f : (x, y) 7→







x3 + y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
neprekidna u taqki (0, 0).

2.3. [Zad.6, str.19]

Dokazati da je funkcija f : (x, y) 7→







x3y2

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
neprekidna u taqki (0, 0).

2.4. [Zad.28, str.21]

Dokazati da funkcija f : (x.y) 7→ sinx+ sin y

x+ y
ima otklo�ive prekide.

2.5. [Zad.34, str.21]

Dokazati da funkcija f : (x, y) 7→ x2

x2 + y2 − x
u taqki (0, 0) ima neotklo�iv prekid.

2.6. [Zad.37, str.21]

Dokazati da funkcija f : (x, y) 7→ xy

x+ y
u taqki (0, 0) ima neotklo�iv prekid.

3 Parcijalni izvodi

f ′x(x, y) = lim
∆x→0

∆xf(x, y)

∆x
=
f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x

f ′x(x, y) = lim
∆x→0

∆xf(x, y)

∆x
=
f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆x

Specijalno,

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

, f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y



f ′x(x, y, z) = lim
∆x→0

∆xf(x, y, z)

∆x
=
f(x+∆x, y, z)− f(x, y, z)

∆x

3.1. [Zad.24, str.25]

Dokazati da funkcija f : (x, y) 7→







xy
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
ima parcijalne izvode u

taqki (0, 0)

3.2. [Zad.25, str.25]

Dokazati da funkcija f : (x, y) 7→
√

x2 + y2 nema parcijalne izvode u (0, 0)

3.3. [Nije iz Zbirke]

Odrediti f ′x i fy za funkciju f : (x, y) 7→ xy2ex
2+y4

3.4. [Zad.11, str.24]

Odrediti f ′x i fy za funkciju f : (x, y) 7→ arctan
y

x
.

3.5. [Zad.18, str.24]

Odrediti f ′x, fy i f ′z za funkciju f : (x, y, z) 7→ xy
z

.

3.6. [Zad.34, str.26]

Dokazati da za funkciju f : (x, y) 7→ xy + g

(

x

y

)

, gde je g diferencijabilna funkcija,

va�i
xf ′x + yf ′y = 2xy

3.7. [Zad.30, str.25]

Dokazati da za funkciju f : (x, y) 7→ xyyx va�i

xf ′x + yf ′y = f(x+ y + ln f)

4 Diferencijabilnost

Funkcija f (dve promen	ive) je diferencijabilna u taqki (x, y) ako je

∆f(x, y) = f ′x(x, y)∆x+ f ′y(x, y)∆y + α
(
√

∆x2 +∆y2
)

kada ∆x→ 0 i ∆y → 0.

Teorema. Ako su fx i fy neprekidne funkcije u taqki (x, y), tada je f diferencijabilna
u taqki (x, y).



4.1. [Zad.43, str.27]

Ispitati da li je f : (x, y) 7→
√

|xy| diferencijabilna u taqki (0, 0).

4.2. [Zad.46, str.27]

Ispitati da li je f : (x, y) 7→

{

x2y
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
diferencijabilna u taqki 1)

(x, y) 6= (0, 0) 2) (0, 0).

Diferencijal

df(x, y) = f ′x(x, y)∆x+ f ′y(x, y)∆y = f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy

df(x, y, z) = f ′x(x, y, z)dx+ f ′y(x, y, z)dy + f ′z(x, y, z)dz

d(uv) = du+ dv, d(uv) = vdu+ udv, dun = nun−1du, . . .

∆f ≈ df, f(∆x,∆y) ≈ f(0, 0) + df(0, 0)

4.3. [Zad.49, str.28]

Odrediti df za funkciju f : (x, y) 7→ (x2 + y2)3.

4.4. [Zad.55, str.28]

Odrediti df za funkciju f : (x, y) 7→
√

x2 + y2 + z2.

4.5. [Zad.63, str.28]

Izraqunati pribli�nu vrednost izraza
√
1.023 + 1.973 koriste�i diferencijal.

5 Izvodi implicitne funkcije

Ako je funkcija x 7→ y data implicitno sa F (x, y) = 0, tada je

F ′x + F ′y · y′ = 0, y′ = −F
′
x

F ′y

Ako je funkcija (x, y) 7→ z data implicitno sa F (x, y, z) = 0, tada je

F ′x + F ′z · z′x = 0, z′x = −F
′
x

F ′z

F ′y + F ′z · z′y = 0, z′y = −
F ′y
F ′z



5.1. [Zad.66, str.29]

Odrediti y′ ako je x 7→ y dato sa x2 ln y − y2 lnx = 0.

5.2. [Zad.70, str.29]

Izraqunati f ′x(0, 1) i f ′y(0, 1) ako je f : (x, y) 7→ z definisana jednakox�u

z2x− x2y + y2z + 2x− y
︸ ︷︷ ︸

F (x,y,z)

= 0

5.3. [Zad.76, str.29]

Ako je G diferencijabilna funkcija, dokazati da za funkciju (x, y) 7→ z definisanu sa

x = zG
(y

z

)

va�i zz′x + yz′y = z.

5.4. [Zad.2, str.68 (Pr.10 - za SR)]

Upostiti izraz (y − x)z′x + (x− z)z′y za funkciju (x, y) 7→ z datu implicitno sa

G(x+ y + z, 2xz + y2) = 0,

gde je G diferencijabilna funkcija.

5.5. [Zad.80, str.30]

Za funkcije (x, y) 7→ u i (x, y) 7→ v definisane sistemom

xy + uv = 1, xv − yu = 3

odrediti diferencijal u taqki (1,−1) ako je u(1,−1) = 1 i v(1,−1) = 2.

6 Izvod u smeru datog vektora

f ′~l (a, b) = lim
t→0

f(a+ tlx, b+ tly)− f(a, b)
t

, l = (lx, ly)

Teorema. Ako je f diferencijabilna u taqki (a, b), tada je

f ′~l (a, b) = ∇f(a, b) · l,

gde je ∇f(a, b) = (f ′x(a, b), f
′
y(a, b))

6.1. [Zad.86, str.31]

Za funkciju f : (x, y) 7→
√

|x2 − y2| odrediti pravce u kojima postoji izvod u taqki
(0, 0).

6.2. [Zad.88, str.32]

Dokazati da funkcija f : (x, y) 7→ 3
√

x2y ima izvod u svakom pravcu u taqki (0, 0) i da u
toj taqki nije diferencijabilna.



6.3. [Zad.81, str.31]

Za funkciju f(x, y) 7→ x2 + y2 − 3xy + y − 1 i taqke A(1,−1) i B(2, 1) izraqunati izvod u
taqki A u smeru vektora AB.

7 Tangentna ravan i normala povrxi

Za povrx definisanu sa F (x, y, z) = 0 jednaqina tangentne ravni u taqki M0(x0, y0, z0)
je

F ′x(M0)(x− x0) + F ′y(M0)(y − y0) + F ′z(M0)(z − z0) = 0

Jednaqina normale na povrx u taqki M0 je

x− x0
F ′x(M0)

=
y − y0
F ′y(M0)

=
z − z0
F ′z(M0)

7.1. [Zad.96, str.32]

Odrediti jednaqine tangentne ravni i normale u taqki M(1, 2, 2) na povrx definisanu
sa

xy2 + z3 = 12.

8 Parcijalni izvodi vixeg reda

f(x, y) : f ′′x2 , f
′′
xy, f

′′
yx, f

′′
y2 , . . .

f(x, y, z) : f ′′x2 , f
′′
xy, f

′′
xz, f

′′
yx, f

′′
y2 , . . .

Po definiciji je

f ′′xy(x, y) = (f ′x)
′
y = lim

∆y→0

f ′x(x+∆x, y +∆y)− f ′x(x, y)
∆y

Teorema. Ako su f ′′xy i f ′′yx neprekidni u taqki (x, y), tada je

f ′′xy(x, y) = f ′′yx(x, y).

8.1. [Zad.2, str.34]

Odrediti parcijalne izvode drugog reda za funkciju f : (x, y) 7→ x
√

x2 + y2
.

8.2. [Zad.6, str.34]

Odrediti parcijalne izvode drugog reda za funkciju f : (x, y) 7→ arctan
x+ y

1− xy
.



8.3. [Nije iz Zbirke]

Ispitati da li postoji f ′′xy(0, 0) za funkciju

f : (x, y) 7→







2xy

x2 + y2
, (x, y(6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Diferencijal vixeg reda

d2f(x, y) = f ′′x2dx
2 + 2f ′′xydxdy + f ′′y2dy

2 = [dx dy]

[

f ′′x2 f ′′xy
f ′′yx f ′′y2

] [

dx
dy

]

d3f(x, y) = f ′′′x3dx
3 + 3f ′′′x2ydx

2dy + 3f ′′′xy2dxdy
2 + f ′′′y3dy

3

d2f(x, y, z) = f ′′x2dx
2 + f ′′y2dy

2 + f ′′z2dz
2 + 2f ′′xydxdy + 2f ′′xzdxdz + 2f ′′yzdydz

8.4. [Zad.21, str.35]

Odrediti d2f i d3f za funkciju f : (x, y) 7→ x3y3 − 2x2y + 3xy2.

9 Tejlorov polinom

∆f(a, b) = df(a, b) +
1

2
d2f(a, b) + · · · 1

n!
dnf(a, b) +Rn

f(a+∆x
︸ ︷︷ ︸

x

, b+∆y
︸ ︷︷ ︸

y

) ≈ f(a, b) + df(a, b) +
1

2
d2f(a, b) + · · · 1

n!
dnf(a, b)

︸ ︷︷ ︸

Tn(x,y)

∆x = dx = x− a = h, ∆y = dy = y − b = k

T2(x, y) = f(a, b) + df(a, b) +
1

2
d2f(a, b)

T2(x, y) = f(a, b) + f ′x(a, b)(x− a) + f ′y(a, b)(y − b)+

1

2
(f ′′x2(a, b)(x− a)2 + 2f ′′xy(a, b)(x− a)(y − b) + f ′′y2(a, b)(y − b)2)

(a, b) = (0, 0) - Maklorenov polinom

9.1. [Zad.27, str.36]

Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji aprpksimira funkciju f : (x, y) 7→ xy

u okolini taqke A(1, 1).

9.2. [Zad.30, str.36]

Odrediti Maklorenov polinom drugog stepena za funkciju f : (x, y) 7→ arctan
1 + x+ y

1− x+ y
.



9.3. [Zad.31, str.36]

Odrediti Maklorenov polinom qetvrtog stepena za funkciju f : (x, y) 7→
√

1− x2 − y2.

9.4. [Zad.32, str.36]

Odrediti Teklorov polinom drugog stepena u okolini taqke A(−1, 0) za funkciju f :
(x, y) 7→ z definisanu implicitno sa

x2 + y2 − z2 − xyz = 0, z > 0

10 Lokalni ekstremumi

f : X → R, X ⊂ Rn, X-otvoren skup, a ∈ X

Funkcija f u taqki a ima strogi lokalni
min

max
ako postoji

◦
U (a) takva da va�i

f(x) > f(a)

f(x) < f(a)
za svako x ∈

◦
U (a)

10.1. [Zad.28, str.39]

Da li funkcija f : (x, y) 7→ x3 + y3 − 3xy ima u (0, 0) lokalni ekstremum?

10.2. [Zad.30, str.39]

Da li funkcija f : (x, y) 7→ 2x2 − 3xy2 + y4 ima u (0, 0) lokalni ekstremum?

Potreban uslov za LE

Neka f u a ima LE

• ∃f ′xi(a) =⇒ f ′xi(a) = 0

• ∃∇f(a) =⇒ ∇f(a) = 0

• f-dif. u a =⇒ df(a) = 0 (za sve dx1, . . . , dxn)

Stacionarna taqka - taqka x u kojoj je ∇f(x) = 0 ili f ′xi(x) = 0

Kritiqna taqka - stacionarna taqka ili taqka u kojoj ne postoji gradijent

10.3. [Nije iz Zbirke]

Da li funkcija f : (x, y) 7→ x2 − y2 ima lokalnih ekstremuma?

10.4. [Nije iz Zbirke]

Da li funkcija f : (x, y) 7→ |x|+ y2 ima lokalnih ekstremuma?



Dovo	an uslov za LE

Neka je a stacionarna taqka funkcije f

• d2f(a) > 0 za
∑

dx2i 6= 0 =⇒ f u taqki a ima minimum

• d2f(a) < 0 za
∑

dx2i 6= 0 =⇒ f u taqki a ima maksimum

• d2f(a) za
∑

dx2i 6= 0 me�a znak =⇒ f u taqki a nema LE

• U ostalim sluqajevima f u taqki a mo�e (ali i ne mora) da ima LE. Na primer,

1. f(x, y) = x4 + y4, d2f(0, 0) = 0, f u (0, 0) ima lokalni minimum

2. g(x, y) = x3 + y3, d2g(0, 0) = 0, g u (0, 0) nema LE

3. u(x, y) = x2 + y4, d2u(0, 0) = 2dx2 ≥ 0, u u (0, 0) ima lokalni minimum

4. v(x, y) = x2 − y4, d2v(0, 0) = 2dx2 ≥ 0, v u (0, 0) nema LE

10.5. [Zad.4, str.38]

Odrediti sve LE funkcije f(x, y) 7→ x3 − 2y3 − 3x+ 6y

Silvesterov kriterijum, n = 2

Neka je (x0, y0) stacionarna taqka funkcije f i neka je

a = f ′′x2(x0, y0), b = f ′′xy(x0, y0), c = f ′′y2(x0, y0)

ac− b2



















> 0 ⇒ f ima LE

{

a > 0 min

a < 0 max

< 0 ⇒ f nema LE

= 0 ?

10.6. [Zad.15, str.38]

Odrediti sve LE funkcije f(x, y) 7→ e−x
2−y2(x2 + 2y2)

10.7. [Zad.35, str.39]

Odrediti sve LE funkcije f : (x, y) 7→ z zadate sa

5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72 = 0

Silvesterov kriterijum, n = 3

Neka je A(x0, y0, z0) stacionarna taqka funkcije f i neka su m1, m2, m3 glavni minori
matrice

M =





f ′′x2(A) f ′′xy(A) f ′′xz(A)
f ′′yx(A) f ′′y2(A) f ′′yz(A)

f ′′zx(A) f ′′zy(A) f ′′z2(A)







Tada va�i

1. d2f(A) > 0 ⇐⇒ m1 > 0, m2 > 0, m3 > 0

2. d2f(A) < 0 ⇐⇒ m1 < 0, m2 > 0, m3 < 0

3. d2f(A) me�a znak ⇐⇒ m2 < 0

Prema tome,

• m1 > 0, m2 > 0, m3 > 0 =⇒ f u taqki A ima lokalni minimum

• m1 < 0, m2 > 0, m3 < 0 =⇒ f u taqki A ima lokalni maksimum

• m2 < 0 =⇒ f u taqki A nema LE

• u ostalim sluqajevima postoja�e LE u taqki A treba proveriti na osnovu defini-
cije

10.8. [Zad.39, str.40]

Odrediti sve LE funkcije

f : (x, y, z) 7→ 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2

10.9. [Nije iz Zbirke]

Odrediti sve LE funkcije

f : (x, y, z) 7→ xyz +
1

x
+

1

y
+

1

z

10.10. [Nije iz Zbirke]

Odrediti sve LE funkcije

f : (x, y, z) 7→ xyz(4− x− y − z)

11 Uslovni ekstremumi

D ⊂ R2, M(a, b) ∈ D, f, ϕ : D → R

Teorema. Ako funkcija f u taqki M ima lokalni ekstremum pri uslovu ϕ(x, y) = 0 i
ako je ∇ϕ(M) 6= 0, tada postoji λ ∈ R za koje va�i

f ′x(a, b) + λϕ′x(a, b) = 0

f ′y(a, b) + λϕ′y(a, b) = 0

ϕ(a, b) = 0



Lagran�ova funkcija
F (x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y)

ST za F daju ST za f pri ϕ = 0

Mo�e li pomo�u F da se odredi dovo	an uslov za LUE za f pri ϕ = 0 u ST?

LE za F pri dϕ = 0 daje LUE za f pri ϕ = 0

Pri dϕ = 0, odnosno ϕ′ydy = −ϕ′xdx je

d2F (x, y, λ) = F ′′x2(x, y, λ)dx
2 + 2F ′′xy(x, y, λ)dxdy + F ′′y2(x, y, λ)dy

2

jer je F ′′λ2 = 0 i 2ϕ′xdxdλ+ 2ϕ′ydydλ = 0

11.1. [Zad.49, str.40]

f(x, y) = xy, x2 + y2 = 2

11.2. [Nije iz Zbirke ( Kolokvijum, 2007) ]

f(x, y) = x2 + y2 − 2xy, ϕ(x, y) = 3x2 + y2 − 12

LUE - tri promen	ive

Funkcija f(x, y, z)

Uslov ϕ(x, y, z) = 0

Lagran�ova funkcija
F (x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λϕ(x, y, z)

Za dovo	an uslov u ST

d2F (x, y, z, λ) = F ′′x2dx
2 + F ′′y2dy

2 + F ′′z2dz
2 + 2F ′′xydxdy + 2F ′′xzdxdz + 2F ′′yzdydz

uz dϕ(x, y, z) = 0

11.3. [Zad.61, str.41]

f(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + z2, x+ y + z = 1

11.4. [Nije iz Zbirke]

f(x, y, z) = x+ z, x2 + y2 + z2 = 1

11.5. [Zad.59, str.41]

f(x, y, z) = 2x+ y − 2z, x2 + y2 + z2 = 36

11.6. [Zad.63, str.41]

f(x, y, z) = x+ y + z,
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1



11.7. [Zad.62, str.41]

f(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz, xyz = 4

11.8. [Zad.65, str.41]

f(x, y, z) = xyz, x2 + y2 + z2 = 3

LUE - tri promen	ive, dva uslova

Funkcija f(x, y, z)

Uslovi ϕ(x, y, z) = 0, ψ(x, y, z) = 0

Lagran�ova funkcija

F (x, y, z, α, β) = f(x, y, z) + αϕ(x, y, z) + βψ(x, y, z)

Za dovo	an uslov u ST

d2F (x, y, z, α, β) = F ′′x2dx
2 + F ′′y2dy

2 + F ′′z2dz
2 + 2F ′′xydxdy + 2F ′′xzdxdz + 2F ′′yzdydz

uz dϕ(x, y, z) = 0 i dψ(x, y, z) = 0

11.9. [Nije iz Zbirke]

f(x, y, z) = x+ 2y + z, 2x2 + y2 − z2 = 2, y2 + z2 = 2

11.10. [Nije iz Zbirke]

Ispitati da li funkcija f(x, y, z) 7→ xy + yz ima u taqki A(1, 1, 1) lokalni uslovni
ekstremum pri uslovima x2 + y2 = 2 i y + z = 2.

12 Apsolutni ekstremumi na oblasti

• Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu dosti�e i minimum i maksimum (apso-
lutni)

Kako odrediti te ekstremne vrednosti i taqke u kojima se one dosti�u?

• Postupak se sastoji u odre�iva�u svih kritiqnih taqaka na datom skupu i upored-
jiva�a vrednosti funkcije u tim taqkama

• U kritiqne taqke spadaju kritiqne taqke iz unutrax�osti date oblasti i kritiqne
taqke sa granice date oblasti

12.1. [Zad.81, str.42]

f(x, y) = x2 − y2, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4}

12.2. [Nije iz Zbirke]

f : (x, y) 7→ e−x
2−y2(2x2 + 3y2), D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 4}



12.3. [Nije iz Zbirke]

f(x, y) = xy − x2y − 1

2
xy2, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}

12.4. [Nije iz Zbirke]

f(x, y) = x2 − xy + y2, D = {(x, y) ; |x|+ |y| ≤ 1}

12.5. [Zad.84, str.42]

f(x, y) = x2 + y2 − 4x, D = {(x, y) : x− 4 ≤ −|y − 1|, x ≥ 0}

12.6. [Nije iz Zbirke]

f(x, y) = sinx+ sin y − sin(x+ y), D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 2π}



R E X E ǋ A

1.1. Prvo rexe�e.

|f(x, y)− 0| = |(x+ y) sin
1

x
sin

1

y
| ≤ |x+ y| ≤ |x|+ |y| ≤ 2δ = ε

Drugo rexe�e.

Ako (xn, yn)→ (0, 0) kada n→∞, onda

|f(xn, yn)| =
∣

∣

∣

∣

(xn + yn) sin
1

xn
sin

1

yn

∣

∣

∣

∣

≤ |xn + yn| ≤ |xn + |yn| → 0

|f(xn, yn)| → 0 =⇒ f(xn, yn)→ 0 kada n→∞

1.2. Za ε > 0 uzmimo C(ε) =
2

ε
.

Ako je d((x, y), (0, 0)) > C, tada je

|f(x, y)− 2| = |x+ y|
x2 + y2

≤ |x|
x2 + y2

+
|y|

x2 + y2
≤ 2

d((x, y), (0, 0))
<

2

C
= ε.

1.3.

f(x, y) =
ρ2 cos2 ϕ · ρ sinϕ

ρ2
= ρ · h(ϕ)

Kako je |h(ϕ)| = | cos2 ϕ sinϕ| ≤ 1, to g(ρ, ϕ) → 0 kada ρ → 0. Dakle, f(x, y) → 0 kada
(x, y)→ (0, 0).

Drugo rexe�e.

|f(x, y)| ≤ x2

x2 + y2
· |y| ≤ |y| → 0, y → 0

1.4.

f(x, y) =
ρ(cosϕ+ sinϕ)

ρ2(cos2 ϕ− cosϕ sinϕ+ sin2 ϕ)
=

1

ρ
· cosϕ+ sinϕ

1− 1

2
sin 2ϕ

= g(
1

ρ
· h(ϕ)

Kako je |h(ϕ)| ≤ 2

1− 1/2
= 4, imamo

|f(x, y)| ≤ 4

ρ
→ 0, ρ→ +∞

Prema tome, f(x, y)→ 0 kada x→∞ i y →∞.

1.5. Neka je f(x, y) = eu(x,y), gde je

u(x, y) = x2y2 ln(x2 + y2) = ρ4 ln ρ2 · cos2 ϕ sin2 ϕ = g(ρ) · h(ϕ)

Kako g(ρ) = 2ρ4 ln ρ → 0 kada ρ → 0 i |h(ϕ)| ≤ 1, to u(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0), odnosno
f(x, y)→ 1 kada (x, y)→ (0, 0).



1.6.

f(x, y) =
(

(1 + xy2)1/xy
2
)

xy2

x2 + xy = u(x, u)v(x,y)

Kako
u(x, y) = (1 + xy2)1/xy

2

→ e, (x, y)→ (0, 3)

v(x, y) =
xy2

x2 + xy
=

y2

x+ y
→ 3, (x, y)→ (0, 3)

to f(x, y)→ e3 kada (x, y)→ (0, 3).

1.7.

f(x, y) = 2 ·
sin2

xy

2
x2y2

=
1

2
·





sin
xy

2
xy

2





2

→ 1

2
, (x, y)→ (0, 0)

2.1. Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ |x|
|x|+ |y|

· |y| ≤ |y| → 0, y → 0

Kako f(x, y)→ f(0, 0) kada (x, y)→ (0, 0), funkcija f je neprekidna u (0, 0).

2.2. Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ x2

x2 + y2
· |x|+ y2

x2 + y2
· |y| ≤ |x|+ |y| → 0, (x, y)→ (0, 0)

Kako f(x, y)→ f(0, 0) kada (x, y)→ (0, 0), funkcija f je neprekidna u (0, 0).

2.3. Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ max{|x|, |y|}5

max{|x|, |y|}4
= max{|x|, |y|} → 0, (x, y)→ (0, 0)

Kako f(x, y)→ f(0, 0) kada (x, y)→ (0, 0), funkcija f je neprekidna u (0, 0).

Drugo rexe�e.

Iz nejednakosti x4 + y4 ≥ 2x2y2 za xy 6= 0 sledi

|f(x, y)| ≤ |x
3y2|

2x2y2
=
|x|
2
→ 0, x→ 0

Za xy = 0 je f(x, y) = 0.

2.4. Prekidi su u taqkama (a,−a) za a ∈ R. Kako

f(x, y) =
2 · sin x+ y

2
cos

x− y
2

x+ y
=

sin
x+ y

2
x+ y

2

· cos x− y
2
→ cos a, (x, y)→ (a,−a)

za otkla�a�e prekida treba uzeti f(a,−a) = cos a.

Specijalno, u taqki (0, 0) (za a = 0) funkcija je neprekidna ako je f(0, 0) = 1.

2.5. Kako je f(0, y) = 0 i f(y2, y) = 1, funkcija f nema graniqnu vrednost u taqki (0, 0).



2.6. Kako je f(0, y) = 0 i

f(x, x2 − x) = x(x2 − x)
x+ x2 − x

=
x3 − x2

x2
→ −1, x→ 0

funkcija f nema graniqnu vrednost u taqki (0, 0).

3.1.

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0

∆x
= 0

f ′x(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

0

∆y
= 0

3.2.
f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
=

√

(∆x)2

∆x
=
|∆x|
∆x

=

{

1, ∆x > 0

−1, ∆x < 0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

=

√

(∆y)2

∆y
=
|∆y|
∆y

=

{

1, ∆y > 0

−1, ∆y < 0

3.3.
f ′x = y2ex

2+y4 + xy2ex
2+y4 · 2x = y2(1 + 2x2)ex

2+y4

f ′y = 2xyex
2+y4 + xy2ex

2+y4 · 4y3 = 2xy(1 + 2y4)ex
2+y4

3.4.

f ′x =
1

1 + y2/x2
· y ·

(

− 1

x2

)

= − y

x2 + y2

f ′y =
1

1 + y2/x2
· 1
x
=

x2

x2 + y2
· 1
x
=

x

x2 + y2

3.5.
f ′x = yz · xy

z−1

f ′y = xy
z

· lnx · zyz−1

f ′z = xy
z

· lnx · yz · ln y

3.6.

f ′x = y + g′ · 1
y
, f ′y = x+ g′ ·

(

− x

y2

)

xf ′x + yf ′y = xy +
x

y
g′ + xy − x

y
g′ = 2xy

3.7.
f ′x = yxy−1yx + xyyx ln y =

y

x
f + f ln y

f ′y = xy lnx · yx + xy · xyx−1 = f lnx+
x

y
f



xf ′x + yf ′y = yf + xf ln y + yf lnx+ xf

= f(x+ y + x ln y + y lnx)

= f(x+ y + ln yx + lnxy)

= f(x+ y + ln f)

4.1. Za xy > 0 je f(x, y) =
√
xy, pa je

f ′x(x, y) =
1

2
√
xy
· y =

1

2

√

y

x
.

• f ′x nema graniqnu vrednost u (0, 0), pa nije neprekidna u (0, 0)

• Ne mo�e se zak	uqiti da je f diferencijabilna u (0, 0)

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

0

∆y
= 0

Po definiciji, f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

∆f(0, 0) = f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + o(
√

∆x2 +∆y2)

= o(
√

∆x2 +∆y2)

odnosno ako
∆f(0, 0)

√

∆x2 +∆y2
→ 0, (∆x,∆y)→ (0, 0)

Me�utim,

∆f(0, 0)
√

∆x2 +∆y2
=

√
∆x∆y

√

∆x2 +∆y2
=

{

0, ∆x = 0 i ∆y > 0

1/
√
2, ∆x = ∆y > 0

Dakle, f nije diferencijabilna u (0, 0).

4.2.

f ′x(x, y) =
2xy(x2 + y2)− x2y · 2x

(x2 + y2)2
=

2xy3

(x2 + y2)2

f ′y(x, y) =
x2(x2 + y2)− x2y · 2y

(x2 + y2)2
=
x4 − x2y2

(x2 + y2)2

• U taqki (x, y) 6= (0, 0) funkcije f ′x i f ′y su neprekidne, pa je f u toj taqki diferenci-
jabilna

• Kako je

f ′x(x, y) =
2xy3

(x2 + y2)2
=

{

0, x = 0 i y 6= 0

1/2, x = y 6= 0

funkcija f ′x u (0, 0) nema graniqnu vrednost, pa se ne mo�e zak	uqiti da je f diferenci-
jabilna u (0, 0)

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0

∆x
= 0



f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

0

∆y
= 0

Po definiciji, f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

∆f(0, 0) = f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + o(
√

∆x2 +∆y2)

= o(
√

∆x2 +∆y2)

odnosno ako
∆f(0, 0)

√

∆x2 +∆y2
→ 0, (∆x,∆y)→ (0, 0)

Me�utim,

∆f(0, 0)
√

∆x2 +∆y2
=

∆x2∆y

(∆x2 +∆y2)
√

∆x2 +∆y2
=

{

0, ∆x = 0 i ∆y > 0

1/2
√
2, ∆x = ∆y > 0

Dakle, f nije diferencijabilna u (0, 0).

4.3.
f ′x = 3(x2 + y2)2 · 2x, f ′y = 3(x2 + y2)2 · 2y

df(x, y) = 6x(x2 + y2)dx+ 6y(x2 + y2)dy

Drugo rexe�e.

Ako je f(x, y) = g(x, y)3, gde je g funkcija (x, y) 7→ x2 + y2, tada je

df(x, y) = 3g2dg = 3g2d(x2 + y2) = 6g(x, y)(xdx+ ydy)

4.4. Ako je f =
√
g, tada je

df =
1

2
√
g
dg =

1

2
√
g
d(x2 + y2 + z2) =

xdx+ ydy + zdz
√

x2 + y2 + z2

4.5. Ako je f(x, y) =
√

(1 + x)3 + (2 + y)3, onda je dati izraz jednak f(∆x,∆y) za ∆x = 0.02
i ∆y = −0.03

Iz

f ′x =
3(1 + x)2

2
√

(1 + x)3 + (2 + y)3
, f ′y =

3(2 + y)2

2
√

(1 + x)3 + (2 + y)3

dobijamo f ′x(0, 0) = 1/2 i f ′y(0, 0) = 2, pa je

f(∆x,∆y) ≈ f(0, 0) + df(0, 0) = 3 +
1

2
∆x+ 2∆y = 3 + 0.01− 0.06

Dati izraz je pribli�no jednak 2.95

5.1.

F (x, y) = x2 ln y − y2 lnx, F ′x = 2x ln y − y2

x
, F ′y =

x2

y
− 2y lnx

y′ = −F
′
x

F ′y
= −2x ln y − y2/x

x2/y − 2y lnx
=
y3 − 2xy ln y

x3 − 2xy lnx

Drugo rexe�e.



diferencira�em jednakosti x2 ln y − y2 lnx = 0 po x dobijamo

2x ln y +
x2

y
· y′ − 2y · y′ · lnx− y2 · 1

x
= 0

y′
(

x2

y
− 2y lnx

)

=
y2

x
− 2x ln y

Tre�e rexe�e.

Primenom diferencijala na levu i desnu stranu jednakosti x2 ln y−y2 lnx = 0 dobijamo

2xdx ln y + x2
dy

y
− 2ydy lnx− y2 dx

x
= 0

dy

(

x2

y
− 2y lnx

)

=

(

y2

x
− 2x ln y

)

dx

pa je y′ =
dy

dx

5.2.
F ′x = z2 − 2xy + 2, F ′y = −x2 + 2yz − 1, F ′z = 2zx+ y2

Kako je z(0, 1) = 1, to je

z′x = −F
′
x(0, 1, 1)

F ′z(0, 1, 1)
= −1− 0 + 2

1
= −3

z′y = −
F ′y(0, 1, 1)

F ′z(0, 1, 1)
= −−0 + 2 · 1 · 1− 1

1
= −1

5.3. Diferencia�em po x dobijamo

1 = z′xG+ zG′y
z′x
−z2

, z = zz′xG− yz′xG′

odakle je

z′x =
z

zG− yG′

Diferencira�em po y dobijamo

0 = z′yG+ zG′
z − yz′y
z2

, (yG′ − zG)z′y = G′z

odakle je

z′y =
zG′

yG′ − zG
Zamenom z′x i z′y imamo

xz′x + yz′y =
xz

zG− yG′
+

yzG′

yG′ − zG

=
zx− yzG′

zG− yG′

=
z · zG− yzG′

zG− yG′
= z

Drugo rexe�e.



Iz date jednakosti imamo

dx = Gdz + zdG = Gdz + zG′d
(y

z

)

= Gdz + zG′
zdy − ydz

z2

= Gdz +G′dy −G′ y
z
dz

Iz posled�e jednakosti sledi

zdx− zG′dy = (zG− yG′)dz

odnosno
z

zG− yG′
dx+

−zG′

zG− yG′
dy = dz

Prema tome,

z′x =
z

zG− yG′
, z′y =

zG′

yG′ − zG
Da	e isto kao u prvom rexe�u

Tre�i naqin.

F (x, y, z) = x− zG
(y

z

)

, z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z

gde je

F ′x = 1, F ′y = −zG′ 1
z
= −G′, F ′z = −G− zG′y

−1
z2

=
−zG+ yG′

z

5.4. Neka je
F (x, y, z) = G(x+ y + z

︸ ︷︷ ︸

u

, 2xz + y2
︸ ︷︷ ︸

v

) = 0

Tada je
F ′x = G′u · u′x +G′v · v′x = G′u + 2zG′v

F ′y = G′u · u′y +G′v · v′y = G′u + 2yG′v

F ′z = G′u · u′z +G′v · v′z = G′u + 2xG′v

pa je

z′x = −F
′
x

F ′z
= −G

′
u + 2zG′v

G′u + 2xG′v

z′y = −
F ′y
F ′z

= −G
′
u + 2yG′v

G′u + 2xG′v

(y − x)z′x + (x− z)z′y =
(x− y)(G′u + 2zG′v) + (z − x)(G′u + 2yG′v)

G′u + 2xG′v

=
G′u(z − y) + 2xG′v(z − y)

G′u + 2xG′v
= z − y

Drugi naqin.

Iz G(u, v) = 0 sledi dG(u, v) = 0, odnosno G′udu+G′vdv = 0. Kako je

du = dx+ dy + dz, dv = 2xdz + 2zdx+ 2ydy



to je
(G′u + 2zG′v)dx+ (G′u + 2yG′v)dy = −(G′u + 2xG′v)dz

pa je

z′x = −G
′
u + 2zG′v

G′u + 2xG′v
, z′y = −G

′
u + 2yG′v

G′u + 2xG′v

Da	e isto kao u prvom rexe�u.

5.5. Diferencira�em datih jednakosti po x dobijamo

y + u′xv + uv′x = 0, v + v′x − yu′x = 0

Za taqku (1,−1) imamo sistem

2u′x + v′x = 1, u′x + v′x = −2

iz kojeg sledi u′x(1,−1) = 3 i v′x(1,−1) = −5.

Diferencira�em datih jednakosti po y dobijamo

x+ u′yv + uv′y = 0, v′y − u− yu′y = 0

Za taqku (1,−1) imamo sistem

2u′y + v′y = −1, u′y + v′y = 1

iz kojeg sledi u′y = −2 i v′y = 3. Dakle,

du(1,−1) = u′xdx+ u′ydy = 3dx− 2dy

dv(1,−1) = v′xdx+ v′ydy = −5dx+ 3dy

6.1.

f(0 + tlx, 0 + tly)− f(0, 0)
t

=
f(tlx, tly)− 0

t
=

√

|t2l2x − t2l2y|

t

=

√

t2|l2x − l2y|

t
=
|t|
t
·
√

|l2x − l2y|

f ′~l (0, 0) postoji ako je
√

|l2x − l2y| = 0, odnosno l2x = l2y

f ′~l (0, 0) postoji u pravcima y = x i y = −x

6.2.
f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
=

3
√

t2l2x · tly − 0

t
=

3
√

t3l2xly

t
= 3

√

l2xly

f ′~l (0, 0) =
3

√

l2xly

6.3. f je diferencijabilna u R2,
−−→
AB = (1, 2), |

−−→
AB| =

√
5

f ′−−→
AB

(A) = ∇f(A) · l, l = (1/
√
5, 2/
√
5)

∇f(x, y) = (2x− 3y, 2y − 3x+ 1)

∇f(A) = (2 · 1− 3 · (−1), 2 · (−1)− 3 · 1 + 1) = (5,−4)



f ′−−→
AB

(A) = (5,−4) · (1/
√
5, 2/
√
5) = 5 · 1√

5
− 4 · 2√

5
= − 3√

5

7.1. xy2 + z3 − 12
︸ ︷︷ ︸

F (x,y,z)

= 0

F ′x(x, y, z) = y2, F ′y(x, y, z) = 2xy, F ′z(x, y, z) = 3z2

F ′x(M) = 4, F ′y(M) = 4, F ′z(M) = 12, nα = (1, 1, 3)

1 · (x− 1) + 1 · (y − 2) + 3 · (z − 2) = 0, x+ y + 3z − 9 = 0

x− 1

1
=
y − 2

1
=
z − 2

3

8.1.

f ′x =

√

x2 + y2 − x 2x

2
√

x2 + y2

x2 + y2
=
x2 + y2 − x2

(x2 + y2)3/2
=

y2

(x2 + y2)3/2

f ′′x2 = y2
(

−3

2

)

−2x
(x2 + y2)5/2

= − 3xy2

(x2 + y2)5/2

f ′′xy =
2y(x2 + y2)3/2 − y2 3

2
(x2 + y2)1/2 · 2y

(x2 + y2)3
=

2yx2 − y3

(x2 + y2)5/2

f ′y = x

(

−1

2

)

2y

(x2 + y2)3/2
= − xy

(x2 + y2)3/2

f ′′y2 =
x(x2 + y2)3/2 − xy 3

2
(x2 + y2)1/2 · 2y

(x2 + y2)3
=

2xy2 − x3

(x2 + y2)5/2

8.2.

f ′x =
1

1 +

(

x+ y

1− xy

)2 ·
1− xy − (x+ y)(−y)

(1− xy)2

=
1 + y2

(1− xy)2 + (x+ y)2
=

1 + y2

(1 + x2)(1 + y2)
=

1

1 + x2

f ′′x2 = − 2x

(1 + x2)2
, f ′′y2 = − 2y

(1 + y2)2
, f ′′xy = 0

8.3.

f ′x =
2y(x2 + y2)− 2xy · 2x

(x2 + y2)2
=

2y3 − 2x2y

(x2 + y2)2

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= 0, f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= 0

f ′′xy(0, 0) = lim
∆y→0

f ′x(0,∆y)− f ′x(0, 0
∆y

= lim
∆y→0

2∆y3

∆y4
− 0

∆y
= lim

∆y→0

2

∆y2
= +∞

8.4.
f ′x = 3x2y3 − 6xy + 3y2, f ′y = 3x3y2 − 3x2 + 6xy



f ′′x2 = 6xy3, f ′′x2 = 6xy3 − 6y, f ′′xy = 9x2y2 − 6x+ 6y

f ′′′x3 = 6y3, f ′′′x2y = 18xy2 − 6, f ′′′xy2 = 18x2y + 6

f ′′y2 = 6x3y + 6x, f ′′′y3 = 6x3

d2f = (6xy3 − 6y)dx2 + 2(9x2y2 − 6x+ 6y)dxdy + (6x3y + 6x)dy2

d3f = 6y3dx3 + 3(18xy2 − 6)dx2dy + 3(18x2y + 6)dxdy62 + 6x3dy3

9.1.

T2(x, y) = f(A) + df(A) +
1

2
d2f(A)

f ′x = yxy−1, f ′′x2 = y(y − 1)xy−2, f ′′xy = xy−1 + yxy−1 lnx,

f ′′y2 = xy lnx, f ′′y2 = xy ln2 x

f(A) = f ′x(A) = f ′′xy(A) = 1, f ′′x2(A) = f ′y(a) = f ′′y2(A) = 0

T2(x, y) = 1 +∆x+
1

2
· 2∆x∆y = 1 + x− 1 + (x− 1)(y − 1) = 1− y + xy

Dakle, u okolini taqke A je xy ≈ 1− y + xy.

9.2.

M2(x, y) = f(0, 0) + df(0, 0) +
1

2
d2f(0, 0), f(0, 0) = arctan 1 =

π

4

f ′x =
1

1 +
(1 + x+ y)2

(1− x+ y)2

· 1− x+ y + 1 + x+ y

(1− x+ y)2
=

2 + 2y

(1− x+ y)2 + (1 + x+ y)2

Za x = 0 i y = 0 imamo f ′x(0, 0) = 0. Sliqno se dobija

f ′y(0, 0) = f ′′x2(0, 0) = f ′′y2(0, 0) = 0, f ′′xy(0, 0) = −1

T2(x, y) =
π

4
+ 1 · dx+

1

2
(0 · dx2 + 2(−1)dxdy + 0 · dy2) = π

4
+ x− xy

9.3. Za t = −x2 − y2 je f(x, y) = (1 + t)1/2 = g(t). Kako je Maklorenov polinom drugog
reda za g dat sa

M2(t) = 1 +
1

2
t+

(

1/2

2

)

t2 = 1 +
1

2
t+

1/2(1/2− 1)

2
t2 = 1 +

1

2
t− 1

8
t2,

to je

M4(x, y) = 1− 1

2
(x2 + y2)− 1

8
(x4 + 2x2y2 + y4) = 1− 1

2
x2 − 1

2
y2 − 1

8
x4 − 1

8
y4 − 1

4
x2y2

Uzima�em ve�eg stepena za Maklorenov polinom funkcije g dobijamo stepene x i y ve�e
od 4.

9.4.

T2(x, y) = T2(−1 + ∆x, 0 + ∆y) = f(A) + df(A) +
1

2
d2f(A), f(A) = 1

Diferencira�em date jednakosti po x (po y) dobijamo

2x− 2zz′x − yz − xyz′x = 0, 2y − 2zz′y − xz − xyz′y = 0

Za x = −1, y = 0 i z = 1 sledi z′x(A) = −1 i z′y(A) = 1/2 .



Diferencira�em prve dobijene jednakosti po x imamo

2− 2z′xz
′
x − 2zz′′x2 − yz′x − yz′x − xyz′′x2 = 0

U taqki A je 2− 2− 2z′′x2 = 0, pa je z′′x2(z) = 0 .

Diferencira�em iste jednakosti po y imamo

−2z′yz′x − 2zz′′xy − z − yz′y − xz′x − xyz′′xy = 0

U taqki A je 1− 2z′′xy − 1− 1 = 0, pa je z′′xy(A) = −1/2 .

Diferencira�em druge dobijene jednakosti po y imamo

2− 2z′yz
′
y − 2zz′′y2 − xz′y − xz′y − xyz′′y2 = 0

U taqki A je 2− 1/2− 2 · z′′y2 + 1/2 + 1/2 = 0, pa je z′′y2(A) = 5/4

T2(x, y) = z(A) + dz(A) +
1

2
d2z(A)

= z(A) + z′xdx+ z′ydy +
1

2
(z′′x2(A)dx

2 + 2z′′xy(A)dxdy + z′′y2(A)dy
2)

= 1− dx+
1

2
dy +

1

2

(

0− 2 · 1
2
dxdy +

5

4
dy2
)

= 1−∆x+
1

2
∆y − 1

2
∆x∆y +

5

8
(∆y)2

= 1− (x+ 1) +
1

2
y − 1

2
(x+ 1)y +

5

8
y2

= −x− 1

2
xy +

5

8
y2

10.1.

f(x, 0) = x3

{

> 0, x > 0

< 0, x < 0
, f(0, 0) = 0

Kako je f(x, 0) > f(0, 0) za x > 0 i f(x, 0) < f(0, 0) funkcija f nema lokalno ekstremum u
taqki (0, 0).

10.2. f(x, 0) = 2x2 > 0 = f(0, 0) - po x osi je lokalni minimum

f(0, y) = y4 > f(0, 0) - po y osi je lokalni minimum

A po pravoj y = kx? Ako je f(x, kx) = 2x2 − 3k2x3 + k4x4 = ϕ(x), tada je ϕ(0) = ϕ′(0) = 0
i ϕ′′(0) = 4 > 0, pa f po svakoj pravoj y = kx ima lokalni minimum u (0, 0).

Ali, zbog

f(2y2/3, y) = 2 · 4
9
y4 − 3 · 2

3
y2 · y2 + y4 = −1

9
y4 < 0 = f(0, 0)

funkcija f nema lokalni ekstremum u (0, 0).

10.3. f diferencijabilna u R2, df(x, y) = (2x,−2y)

df(x, y) = 0 samo u taqki (0, 0)

Jedina stacionarna taqka je (0, 0)

Me�utim, taqka (0, 0) nije taqka lokalnog ekstremuma, jer je f(x, 0) > 0 i f(0, y) < 0.



10.4. f ′x ne postoji u taqkama (0, y) - to su kritiqne taqke

f ′y(x, y) = 2y, f ′y = 0 u taqkama (x, 0). Kako je f ′x(x, 0) = 1 za x > 0 i f ′x(x, 0) = −1 < 0 za
x < 0, jedina stacionarna taqka je (0, 0).

U kritiqnim taqkama postoji f ′y, pri qemu je f ′y 6= 0 za y 6= 0

Dakle, ostaje samo taqka (0, 0) za mogu�i LE

Iz f(0, 0) = 0 i f(x, y) > 0 za (x, y) 6= (0, 0) sledi da je u (0, 0) lokalni minimum.

10.5. f ′x = 3x2 − 3, f ′y = −6y2 + 6

Za stacionarne taqke 3x2 − 3 = 0, −6y2 + 6 = 0; x2 = y2 = 1

Stacionarne taqke su A(1, 1), B(1,−1), C(−1, 1), D(−1,−1).

Da li su u �ima LE? f ′′x2 = 6x, f ′′xy = 0, f ′′y2 = −12y

U taqki A: d2f = 6dx2 − 12dy2 me�a znak | nema LE

U taqki B: d2f = 6dx2 + 12dy2 > 0 (za dx2 + dy2 6= 0) | min

U taqki C: d2f = −6dx2 − 12dy2 < 0 (za dx2 + dy2 6= 0) | max

U taqki D: d2f = −6dx2 + 12dy2 me�a znak | nema LE

Dakle, fmin = f(B) = −6, fmax = f(C) = 6

10.6.
f ′x = 2xe−x

2−y2(1− x2 − 2y2), f ′y = 2ye−x
2−y2(2− x2 − 2y2)

Stacionarne taqke ?
x(1− x2 − 2y2) = 0, y(2− x2 − 2y2) = 0

1. x = 0, y = 0 { A(0, 0)

2. x = 0, 2− x2 − 2y2 = 0 { B(0, 1), C(0,−1)

3. 1− x2 − 2y2 = 0, y = 0 { D(1, 0), E(−1, 0)

Dovo	ni uslovi ?

f(A) = 0, f(P ) > 0 za P 6= A { f u A ima lokalni minimum

B,C,D,E ?

f ′′x2 = 2e−x
2−y2(1− 5x2 − 2y2 + 2x4 + 4x2y2)

f ′′xy = 4xye−x
2−y2(−3 + x2 + 2y2)

f ′′y2 = 2e−x
2−y2(2− 10y2 − x2 + 2x2y2 + 4y4)

B,C : a = f ′′x2 = −2e−1, b = f ′′x2 = 0, c = f ′′y2 = −8e−1

ac− b2 = 16e−2 > 0, a < 0 | fmax = f(B) = f(C) = 2/e

D,E : a = f ′′x2 = −4e−1, b = f ′′x2 = 0, c = f ′′y2 = 2e−1

ac− b2 = −8e−2 < 0 | f nema LE u D i E

10.7. Neka je

F (x, y, z) = 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72

z′x = −F
′
x

F ′z
= −10x− 2y − 2z

10z − 2x− 2y
= −5x− y − z

5z − x− y



z′y = −
F ′y
F ′z

= −10y − 2x− 2z

10z − 2x− 2y
= −5y − x− z

5z − x− y
Iz sistema

5x− y − z = 0, 5y − x− z = 0, F (x, y, z) = 0

dobijamo: y = x (oduzima�em prve dve), z = 4x, x = ±1 (iz F = 0)

Stacionarne taqke su: A(1, 1) (sa z(A) = 4) i B(−1,−1) (sa z(B) = −4)

Da li su u A i B LE?

z′′x2 = − (5− z′x)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)
︷ ︸︸ ︷

(5x− y − z)(5z′x − 1)

(5z − x− y)2

z′′x2(A) = −
5(20− 1− 1)

182
= − 5

18
, z′′x2(B) = −5(−20 + 1 + 1)

182
=

5

18

z′′xy = −
(−1− z′y)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)
︷ ︸︸ ︷

(5x− y − z)(5z′y − 1)

(5z − x− y)2

z′′xy(A) = −
−1 · 18
182

=
1

18
= z′′yx(A), z′′xy(B) = z′′yx(B) = − 1

18

z′′y2 = −
(5− z′y)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)
︷ ︸︸ ︷

(5y − x− z)(5z′y − 1)

(5z − x− y)2

z′′y2(A) = −
5 · 18
182

= − 5

18
, z′′y2(B) = −5 · (−18)

182
=

5

18

A : ac− b2 = 52/182 − 1/182 = 24/182 > 0, a = −5/18 < 0 |{ fmax = f(A) = 4

B : ac− b2 = 52/182 − (−1)2/182 = 24/182 > 0, a = 5/18 > 0 |{ fmin = f(B) = −4

10.8.
f ′x = 4x− y + 2z, f ′y = −x− 1 + 3y2, f ′z = 2x+ 2z

Za stacionarne taqke:
x+ z = 0, 3y2 = x+ 1, y = 4x+ 2z

z = −x, y = 4x− 2x = 2x, 3 · 4x2 = x+ 1, 12x2 − x− 1 = 0, x1 =
1

3
, x2 = −1

4

Stacionarne taqke su: A(1/3, 2/3,−1/3) i B(−1/4,−1/2, 1/4)

Da li su u �ima LE ?

f ′′x2 = 4, f ′′xy = f ′′yx = −1, f ′′xz = f ′′zx = 2, f ′′y2 = 6y, f ′′yz = f ′′y2 = 0, f ′′z2 = 2

U taqki A :

M =





4 −1 2
−1 4 0
2 0 2



 , m1 = 4, m2 = 15, m3 = 14

Dakle, fmin = f(A)

U taqki B :

M =





4 −1 2
−1 −3 0
2 0 2



 , m1 = 4, m2 = −13

Dakle, funkcija f u taqki B nema LE. Iz

d2f(B) =

{

4dx2, dy = dz = 0, dx 6= 0

−3dy2, dx = dz = 0, dy 6= 0



vidimo da d2f(B) zaista me�a znak.

10.9.

f ′x = yz − 1

x2
, f ′y = xz − 1

y2
, f ′z = xy − 1

z2

Za stacionarne taqke

yz =
1

x2
, xz =

1

y2
, xy =

1

z2

x · xyz = y · xyz = z · xyz, x = y = z, x4 = 1, x1 = 1, x2 = −1

Stacionarne taqke: A(1, 1, 1) i B(−1,−1,−1)

f ′′x2 =
2

x3
, f ′′y2 =

2

y3
, f ′′z2 =

2

z3
, f ′′xy = z, f ′′xz = y, f ′′yz = x

U taqki A :

M =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 , m1 = 2, m2 = 3, m3 = 4.

Dakle, fmin = f(A)

U taqki B :

M =





−2 −1 −1
−1 −2 −1
−1 −1 −2



 , m1 = −2, m2 = 3, m3 = −4

Dakle, fmax = f(B)

10.10.

f ′x = yz(4− x− y − z)− xyz, f ′y = xz(4− x− y − z)− xyz, f ′z = xy(4− x− y − z)− xyz

Stac. t.: A(0, 0, 0) i B(1, 1, 1)

Dovo	ni uslovi

f ′′x2 = −2yz, f ′′y2 = −2xz, f ′z = −2xy, f ′′xy = z(4− 2x− 2y − z)

f ′′yz = x(4− x− 2y − 2z), f ′′xz = y(4− 2x− y − 2z)

U taqki A je d2f(A) = 0. Kako znak priraxtaja ∆f(A) = ∆x ·∆y ·∆z · (4 −∆x −∆y −∆z)
mo�e da bude i + i −, funkcija u taqki A nema LE

U taqki B je

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 −1 −1
−1 −2 −1
−1 −1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Kako je m1 = −2 < 0, m2 = 3 > 0, m3 = −4 < 0, funkcija u taqki B ima lokalni maksimum.

11.1.
F (x, y, λ) = xy + λ(x2 + y2 − 2)

F ′x = y + 2λx, F ′y = x+ 2λy










y + 2λx = 0

x+ 2λy = 0

x2 + y2 = 2











2λx = −y
2λy = −x
x2 + y2 = 2



Poxto je xy 6= 0 (u protivnom x = y = 0, xto ne mo�e zbog x2 + y2 = 2), to je x2 = y2, pa je
x2 = 1.

Za y = x je λ = −1/2, a za y = −x je λ = 1/2.

Stacionarne taqke su: A(1, 1), B(1,−1), C(−1, 1), D(−1,−1) za f ,

odnosno A∗(1, 1,−.5), B∗(1,−1, .5), C∗(−1, 1, .5), D∗(−1,−1,−.5) za F

Provera dovo	nog uslova za LUE

F ′′x2 = 2λ, F ′′xy = 1, F ′′y2 = 2λ, d2F (x, y) = 2λdx2 + 2dxdy + 2λdy2

U taqkama A∗ i D∗ je

d2F (A∗) = d2F (D∗) = −dx2 + 2dxdy − dy2 = −(dx− dy)2 ≤ 0

iz qega se ne mo�e zak	uqiti o LE. Ali iz x2 + y2 = 2 sledi 2xdx+ 2ydy = 0, dx+ dy = 0,
dy = −dx 6= 0, pa je d2F (A∗) = d2F (D∗) = −4dx2 < 0 { lokalni maksimum

f pri ϕ = 0 u A i D ima lokalni uslovni maksimum

U taqkama B∗ i C∗ je

d2F (B∗) = d2F (C∗) = dx2 + 2dxdy + dy2 = (dx+ dy)2 ≥ 0

iz qega se ne mo�e zak	uqiti o LE. Ali iz x2 + y2 = 2 sledi 2xdx+ 2ydy = 0, dx− dy = 0,
dy = dx 6= 0, pa je d2F (B∗) = d2F (C∗) = 4dx2 > 0 { lokalni minimum

f pri ϕ = 0 u B i C ima lokalni uslovni minimum

11.2.
F = f + λϕ = x2 + y2 − 2xy + λ(3x2 + y2 − 12)

F ′x(x, y) = 2x− 2y + 6λx, F ′y(x, y) = 2y − 2x+ 2λy

Iz F ′x = 0, F ′y = 0, ϕ = 0 imamo sistem

x− y + 3λx = 0, y − x+ λy = 0, 3x2 + y2 = 12

Sabira�em prve dve jednaqine dobijamo λ(3x+ y) = 0

Za λ = 0 je x = y, x2 = 3

ST: A∗(
√
3,
√
3, 0) i B∗(−

√
3,−
√
3, 0)

Za 3x+ y = 0 je y = −3x, x2 = 1, λ = −4/3,

ST: C(1,−3,−4/3) i D(−1, 3,−4/3)

Dovo	ni uslovi za LUE

F ′′x2(x, y) = 2 + 6λ, F ′′xy(x, y) = −2, F ′′y2(x, y) = 2 + 2λ

dϕ = 6xdx+ 2ydy, dϕ(A) = 6
√
3dx+ 2

√
3dy, dϕ(C) = 6dx− 2 · 3dy

Za taqke A i B je dy = −3dx, pa je za dx 6= 0

d2F (A∗) = d2F (B∗) = 2(dx2 − 2dxdy + dy2) = 2(dx− dy)2 = 32dx2 > 0

f pri ϕ = 0 ima u taqkama A(
√
3,
√
3) i B(−

√
3,−
√
3) lokalni minimum jednak 0

Za taqke C i D je dy = dx, pa je za dx 6= 0

d2F (C∗) = d2F (Dast) = −6dx2 − 4dxdy − 2

3
dy2 = −32

3
dx2 < 0

f pri ϕ = 0 ima u taqkama C(1,−3) i D(−1, 3) lokalni maksimum jednak 16



11.3.
F (x, y, z, λ) = 3x2 + 3y2 + z2 + λ(x+ y + z − 1)

F ′x = 6x+ λ, F ′y = 6y + λ, F ′z = 2z + λ

Iz sistema
6x+ λ = 0, 6y + λ = 0, 2z + λ = 0, x+ y + z = 1

sledi
λ 6= 0, y = x, z = 3x, x+ x+ 3x = 1, x = 1/5

ST: A(1/5, 1/5, 3/5), λ = −6/5 (za f), A∗(1/5, 1/5, 3/5,−6/5) (za F )

F ′′x2 = F ′′y2 = 6, F ′′z2 = 2, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0, d2F (A∗) = 6dx2 + 6dy2 + 2dz2 > 0

fmin = f(A) = 3 · 1
52

+ 3 · 1
52

+ 9 · 1
52

=
15

52
=

3

5

11.4.
F (x, y, z, λ) = x+ z + λ(x2 + y2 + z2 − 1)

F ′x = 1 + 2λx, F ′y = 2λy, F ′z = 1 + 2λz

Iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0, F ′z = 0, x2 + y2 + z2 = 1 sledi

λ 6= 0, y = 0, x = z, 2x2 = 1, x = ± 1√
2

Stac. t.: A∗

(

1√
2
, 0,

1√
2
,

√
2

2

)

i B∗

(

− 1√
2
, 0,− 1√

2
,−
√
2

2

)

Dovo	ni uslovi za LUE

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = −2λ, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0

d2F = −2λ(dx2 + dy2 + dz2)

d2F (A∗) < 0 pa je u taqki A

(

1√
2
, 0,

1√
2

)

uslovni lokalni maksimum

d2F (B∗) > 0 pa je u taqki B

(

− 1√
2
, 0,− 1√

2

)

uslovni lokalni minimum

11.5.
F (x, y, z, λ) = 2x+ y − 2z + λ(x2 + y2 + z2 − 36)

F ′x = 2 + 2λx, F ′y = 1 + 2λy, F ′z = −2 + 2λz

Iz sistema
1 + λx = 0, 1 + 2λy = 0, −1 + λz = 0, x2 + y2 + z2 = 36

sledi
λ 6= 0, λx = −λz, x = −z, z = −2y, 4y2 + y2 + 4y2 = 36, y2 = 4, y = ±2

ST: A(4, 2,−4) (λ = −1/4) i B(−4,−2, 4) (λ = 1/4)

Dovo	ni uslovi za LUE

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 2λ, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0

d2F (A∗) = −1

2
(dx2 + dy2 + dz2) < 0, max



d2F (B∗) =
1

2
(dx2 + dy2 + dz2) < 0, min

f pri ϕ = 0 u taqki A ima lokalni uslovni maksimum

f pri ϕ = 0 u taqki B ima lokalni uslovni minimum

11.6.

F (x, y, z, λ) = x+ y + z + λ

(

1

x
+

1

y
+

1

z
− 1

)

= f + λϕ

F ′x = 1− λ

x2
, F ′y = 1− λ

y2
, F ′z = 1− λ

z2

Iz F ′x = F ′y = F ′z = 0 sledi x2 = y2 = z2.

Za x = y = z iz ϕ = 0 dobija se x = 3. Stacionarna taqka je A(3, 3, 3) sa λ = 9.

Za x = y = −z iz ϕ = 0 dobija se x = 1. Stacionarna taqka je B(1, 1,−1) sa λ = 1.

Za x = z = −y dobija se stacionarna taqka C(1,−1, 1), a za x = −y = −z dobija se
stacionarna taqka D(−1, 1, 1).

Provera dovo	nog uslova za LUE

F ′′x2 =
2λ

x3
, F ′′y2 =

2λ

y3
, F ′′z2 =

2λ

z3
, F ′′xy = F ′′xz = F ′′yz = 0

U taqki A∗ je d2F (A∗) =
2

3
(dx2 + dy2 + dz2) > 0, pa

funkcija f u taqki A ima lokalni uslovni minimum, fmin = F (A) = 9

U taqki B∗ je d2F (B∗) = 2(dx2+ dy2− dz2). Iz uslova ϕ = 0 sledi
dx

x2
+
dy

y2
+
dz

z2
= 0, xto

za taqku B daje dz = −dx− dy, odnosno dz2 = dx2 + dy2 + 2dxdy. Zamenom u d2F dobijamo

d2F (B∗) = −4dxdy

{

< 0, dx = dy 6= 0

> 0, dy = −dx 6= 0

Prema tome, u taqki B nije lokalni uslovni ekstremum.

Sliqno se pokazuje da i u taqkama C i D nije LUE.

11.7.
F (x, y, z, λ) = xy + 2xz + 2yz + λ(xyz − 4)

F ′x + y + 2z + λyz, F ′y = x+ 2z + λxz, F ′z = 2x+ 2y + λxy

Sistem za ST



















y + 2z + λyz = 0

x+ 2z + λxz = 0

2x+ 2y + λxy = 0

xyz = 4



















xy + 2zx+ 4λ = 0

xy + 2zy + 4λ = 0

2xz + 2yz + 4λ = 0

xyz = 4

Iz prve dve jed. je y = x, a iz druge i tre�e jed. je y = 2z. Iz qetvrte jed. sledi z = 1.

ST: A(2, 2, 1) sa λ = −2

Dovo	ni uslovi za LUE

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 0, F ′′xy = 1 + λz, F ′′xz = 2 + λy, F ′′yz = 2 + λx

yzdx+ zxdy + xydz = 0, 2dx+ 2dy + 4dz = 0, 2dz = −dx− dy = −(dx+ dy)



d2F (A∗) = 2((1− 2)dxdy + (2− 4)dxdz + (2− 4)dydz)

= 2(−dxdy − 2dxdz − 2dydz)

= 2(−dxdy − 2z(dx+ dy))

= 2(−dxdy + (dx+ dy)2)

= dx2 + dy2 + (dx+ dy)2 > 0

za dx2 + dy2 6= 0.

f pri uslovu xyz = 4 ima u taqki A lokalni uslovni minimum

11.8.
F (x, y, z, λ) = xyz + λ(x2 + y2 + z2 − 3)

F ′x = yz + 2λx, F ′y = xz + 2λy, F ′z = xy + 2λz

Sistem za ST



















yz + 2λx = 0

xz + 2λy = 0

xy + 2λz = 0

x2 + y2 + z2 = 3



















xyz + 2λx2 = 0

yxz + 2λy2 = 0

zxy + 2λz2 = 0

x2 + y2 + z2 = 3

Sledi x2 = y2 = z2 = 1 xto daje 8 ST

Za λ = −1/2 ST: A(1, 1, 1), C(1,−1,−1), D(−1, 1,−1), E(−1,−1, 1)

Za λ = 1/2 ST: B(−1,−1,−1), F (−1, 1, 1), G(1,−1, 1), H(1, 1,−1)

Dovo	ni uslovi

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 2λ, F ′′xy = z, F ′′xz = y, F ′′yz = x

d2F = 2λ(dx2 + dy2 + dz2) + 2zdxdy + 2ydxdz + 2xdydz

U taqki A je dx+ dy + dz = 0, pa je

d2F (A∗) = −dx2 − dy2 − dz2 + 2dxdy + 2dxdz + 2dydz

= −(dx− dy)2 − dz2 + 2(dx+ dy)dz

= −(dx− dy)2 − dz2 − 2(dx+ dy)2 < 0

f u taqki A ima lokalni uslovni maksimum, fmax = f(A) = 1

U taqki C je dx = dy + dz = 0, pa je

d2F (C∗) = −dx2 − dy2 − dz2 − 2dxdy − 2dxdz + 2dydz

= −(dx− dy)2 − dz2 − 2(dy + dz)2 < 0

f u taqki C ima lokalni uslovni maksimum, fmax = f(A) = 1

Sliqno va�i i taqkama D i E

U taqki B je dx+ dy + dz = 0, pa je

d2F (B∗) = dx2 + dy2 + dz2 − 2dxdy − 2dxdz − 2dydz

= (dx− dy)2 + dz2 + 2(dx+ dy)2 > 0

f u taqki B ima lokalni uslovni minimum, fmin = f(B) = −1

Sliqno va�i i taqkama F , G i H



11.9.

F = f + αϕ+ βψ, ϕ(x, y, z) = 2x2 + y2 − z2 − 2, ψ(x, y, z) = y2 + z2 − 2

F (x, y, z, α, β) = x+ 2y + z + α(2x2 + y2 − z2 − 2) + β(y2 + z2 − 2)

Sistem za ST

1 + 4αx = 0, 2 + 2αy + 2βy = 0, 1− 2αz + 2βz = 0, ϕ = 0, ψ = 0

Iz prve tri jednaqine sledi

α 6= 0, α+ β 6= 0, α− β 6= 0, x = − 1

4α
, y = − 1

α+ β
, z =

1

2(α− β)

Iz ϕ = 0 i ψ = 0 sledi x2 = z2, pri qemu x = −z ne mo�e jer bi tada bilo α + β = 0 (iz
prethodnih izraza za x i z).

Dakle, x = z xto povlaqi β = 3α, odnosno y = x.

ST: A(1, 1, 1) sa α = −1/4, β = −3/4

i B(−1,−1,−1) sa α = 1/4 i β = 3/4

Dovo	ni uslovi za LUE

d2F = 4αdx2 + 2(α+ β)dy2 + 2(β − α)dz2

d2F (1, 1, 1,−1/4,−3/4) = −dx2 − 2dy2 − dz2 < 0, min

d2F (−1,−1,−1, 1/4, 3/4) = dx2 + 2dy2 + dz2 < 0, max

Ove nejednakosti va�e i na podprostoru u kojem je

2dx+ dy − dz = 0, dy + dz = 0

f pri ϕ = 0 i ψ = 0 ima u taqki A lokalni uslovni minimum

f pri ϕ = 0 i ψ = 0 ima u taqki B lokalni uslovni maksimum

11.10.
F = f + α(x2 + y2 − 2) + β(x+ z − 2)

Iz sistema za ST za x = y = z dobijamo α = −1/2 i β = −1.

Dovo	ni uslovi za LUE

F ′′x2 = F ′′y2 = 2α, F ′′z2 = F ′′xz = 0, F ′′xy = F ′′yz = 1

d2F (A∗) = −dx2 − dy2 + 2dxdy + 2dydz

Kako je dz = −dy i dx = −dy u taqki A, to je

d2F (A∗) = −(dx− dy)2 + 2dydz = −4dy2 − 2dy2 = −6dy2 < 0, max

12.1. Lokalni ekstremumi u unutrax�osti oblasti D

f ′x = 2x, f ′y = −2y, stac.t. A(0, 0)

Na granici oblasti

F = f + λ(x2 + y2 − 2), F ′x = 2x+ 2λx, F ′y = −2y + 2λy



Iz sistema
x+ λx = 0, −y + λy = 0, x2 + y2 = 4

odnosno
x(1 + λ) = 0, y(λ− 1) = 0, x2 + y2 = 4

dobijamo

1. x = 0, λ = 1, y2 = 4, y = ±2, B(0, 2) , C(0,−2)

2. 1 + λ = 0, y = 0, x2 = 4, x = ±2, D(2, 0) , E(−2, 0)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E
f(X) 0 −4 −4 4 4

max
D

f = f(D) = f(E) = 4, min
D

f = f(B) = f(C) = −4

12.2. Lokalni ekstremumi u unutrax�osti oblasti D

f ′x = e−x
2−y2(−2x)(2x2 + 3y2) + e−x

2−y2(4x)

= 2x(2− 2x2 − 3y2)e−x
2−y2

f ′y = e−x
2−y2(−2y)(2x2 + 3y2) + e−x

2−y2(6y)

= 2y(3− 2x2 − 3y2)e−x
2−y2

x(2− 2x2 − 3y2) = 0, y(3− 2x2 − 3y2) = 0

ST: A(0, 0), B(0, 1), C(0,−1), D(1, 0) i E(−1, 0)

Na granici oblasti

L = f + λ(x2 + y2 − 4)

L′x = 2x
(

e−x
2−y2(2− 2x2 − 3y2) + λ

)

, L′y = 2y
(

e−x
2−y2(3− 2x2 − 3y2) + λ

)

L′x = 0, L′y = 0, x2 + y2 = 4

ST na kru�nici: F (0, 2), G(0,−2), H(2, 0), I(−2, 0)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E F G H I
f(X) 0 3e−1 3e−1 2e−1 2e−1 12e−4 12e−4 8e−4 8e−4

max
x∈D

f(x) = f(B) = f(C) =
3

e
, min

x∈D
= f(A) = 0.

12.3. Lokalni ekstremumi u unutrax�osti oblasti D

f ′x = y − 2xy − 1

2
y2, f ′y = x− x2 − xy

y(1− 2x− y/2) = 0, x(1− x− y) = 0

ST: (0, 0) 6∈ Int(D), (0, 2) 6∈ Int(D), (1, 0) 6∈ Int(D), A(1/3, 2/3)



Na granici oblasti D

Za x = 0 je f(0, y) = 0 Za y = 0 je f(x, 0) = 0

Za x = 1 je f(1, y) = −1

2
y2 (opada na [0, 2])

Za y = 2 je f(x, 2) = −2x2 (opada na [0, 1])

Zajedniqke graniqne taqke

B(0, 0) C(0, 1) D(0, 2) E(1, 2)

X A B C D E
f(X) 2/27 0 0 0 −2

max
D

f = f(A) =
2

27
, min

D
f = f(E) = −2

12.4. LE unutar oblasti

f ′x = 2x− y, f ′y = −x+ 2y; 2x = y, 2y = x; Stac.t.: A(0, 0)

Na granici y = −x+ 1

f(x,−x+ 1) = x2 − x(−x+ 1) + x2 + 1− 2x

= 3x2 − 3x+ 1

= g(x)

g′(x) = 6x− 3, Stac.t: B(1/2, 1/2)

Na granici y = x+ 1

f(x, x+ 1) = x2 − x(x+ 1) + x2 + 1 + 2x

= x2 + x+ 1

= h(x)

h′(x) = 2x+ 1, Stac.t: C(−1/2, 1/2)

Na granici y = −x− 1

f(x,−x− 1) = x2 + x(x+ 1) + x2 + 1 + 2x

= 3x2 + 3x+ 1

= u(x)

u′(x) = 6x+ 3, Stac.t: D(−1/2,−1/2)

Na granici y = x− 1

f(x, x− 1) = x2 − x(x− 1) + x2 + 1− 2x

= x2 − x+ 1

= v(x)

v′(x) = 2x− 1, Stac.t: E(1/2,−1/2)



Zajedniqke graniqne taqke

F (1, 0) G(−1, 0) H(0, 1) I(0,−1)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E F G H I
f(X) 0 1/4 3/4 1/4 3/4 1 1 1 1

max
D

f = f(F ) = f(G) = f(H) = f(I) = 1, min
D

f = f(A) = 0

12.5. Granica oblasti

|y − 1| =

{

y − 1, y ≥ 1

1− y, y < 1

Za y ≥ 1 imamo x− 4 ≤ −(y − 1), y ≤ −x+ 5

Za y < 1 imamo x− 4 ≤ −(1− y), y ≥ x− 3

Granica je odre�ena pravama p1 : y = −x+ 5, p2 : y = x− 3 i p3 : x = 0

Iz −x+ 5 = x− 3 sledi x = 4, zajedniqka taqka pravih p1 i P2 je (4, 1)

LE u oblasti

f ′x = 2x− 4, f ′y = 2y, Stac.t.: A(2, 0)

Na granici p3

f(0, y) = y2, B(0, 0)

Na granici p2

f(x, x− 3) = x2 + (x− 3)2 − 4x

= 2x2 − 10x+ 9

= g(x)

g′(x) = 4x− 10, C(5/2,−1/2)

Na granici p1

f(x,−x+ 5) = x2 + (−x+ 5)2 − 4x

= 2x2 − 14x+ 25

= h(x)

h′(x) = 4x− 14, D(7/2, 3/2)

Zajedniqke taqke na granici

E(0,−3) F (0, 5) G(4, 1)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E F G
f(X) −4 0 −7/2 1/2 9 25 1

max
D

f = f(F ) = 25, min
D

f = f(A) = −4

12.6. LE u oblasti



f ′x = cosx− cos(x+ y), f ′y = cos y − cos(x+ y)

Iz f ′x = 0 i f ′y = 0 sledi
cosx− cos y = 0, y = ±x+ 2kπ

Zbog 0 < x < 2π dovo	no je y = x. Tada je

cosx− cos 2x = 0, 2x = ±x+ 2kπ

Taqke (2kπ, 2kπ) ne pripadaju oblasti, a od taqaka (2kπ/3, 2kπ/3) jedino taqka (2π/3, 2π/3)
(za k = 1) pripada oblasti

Dakle, stac. t. je A(2π/3, 2π/3)

Na granici

f(0, y) = f(x, 0) = f(x, 2π − x) = 0

max
D

f = f(A) =
3
√
3

2

min
D

f = f(X) = 0, gde je X bilo koja taqka granice


