4. TPYIIA I konmoxBujym uz MATEMATURE 2 17.04.2012.

IIpesume n ume Opoj mHIEKCA

1. (30 noena) Iara je pyurumja

22" 4 2y° 1
- sin , z, 0,0
fla,y)={ Va2 +y* 22 142 (z,y) # (0,0)
07 (,I,y) = (0,0)

Vcnuratu menpekunnoct Gpyurnuje [y tauru (0,0).

2. (35 noena) Ongpemuru JOKaNHE eKCTpeMHE BpeaHocTu ¢yurmuje f : (x,y) — 2 3amare UMILIUIATHO
jemHagomny

2+ 22 + 2% + 2y + 2% = 2.
3. (35 noena) Ompenuru Hajmamy u Hajsehy BpennocT QyHkIUje

fla,y) =42® + (y = 3)* + 2

ma crymy D = {(x,y): 2? <y <9}.



Pemema 3amaraka 4. rpyme

1. [ navwun:
Y BenuMo moJapHe KOODAMHATE: T =pcosy, Y= psinp.

Tana nvamo na je

2 0* cos? cos ¢ - 0% sin® 1 (2 cos? 3 cos ¢ - sin® 1
L= lim f(r,y) = lim 0 Pt ecosy g41n w)-sin—2:hmg( pre Ld 4111 s0)~sin—2
gy 00 V% cos? g + gtsin g 0* =0 p.\/cosZp+ o?sint o 0
. 0%(2cost o+ pPcosp-sin®p) 1
= lim - sin —
e—0 Vcos2 g + p2sin® ¢ 0

Kako cy cumycu m xocuEycu KoHauru 6pojesu (umsmeby —1 u 1) m xaro xam ¢ — 0 omma u 03 — 0 m
0> — 0, mobujamo 1a cy u ciemehu UTAHOBM KOHAUHIU:

1
2 cos? o+ 03 cos - sin® o, \/cos2 © 4 02sin? u sin 2

Nmenunar pa3iaomMxka, \/COS2 o+ 02 sin’ p, He Mozke butu jemuaxk 0, jep kam 0 — 0 omma je o # 0, Tj. 0 > 0,
a He MO/Ke MCTOBPEMHEO Ha Baku cos? ¢ = 0 u sin? © =0 (jep je cos? p + sin? p=1).

2cos* o + 0% cosp - sin®
Veos? ¢ + 2 sin ¢
TO mobujamo ma je Tpaskenu aumec L = 0.

-sin — KOHauaH 6poj, a xaxo kazx ¢ — 0 onma u o> — 0,
1

Twume cMo TOKa3agu ma je

Kako je lim f(z,y) =0 = f(0,0), cienu na je ¢pyuruuja f(x,y) nenpexkunaa y tauru (0,0).
520
1T navum:

IlocmaTpajMo amcoxyTHY BPeIHOCT pa3iUKe BPEAHOCTU (YHKIHTje:

224 + xy 1 224 + xy 1
z,y) — f(0,0)] = - sin — 0] =|———=| - |sin
|f( y) f( )l /—x2—|—y4 x2+y2 /x2+y4 I2+y2

. . . . o 1 .
Kako je —1<sint <1, To je |sint| < 1, 3a npousBosman uspa3 t (na u 3a t = w2—+y2)’ a “MaMo:

224 + xy 274 y® || 3 v 4
f(z,y) — £(0,0)] < < + = “[227] + STy
| ( ) ( )| \/m \/x2+y4 \/$2+y4 \/£62+y4 | | /x2+y4 | |

(oBme cMO y mpBOj HejeqHAKOCTU KopucTuian |sint| < 1, a y Apyroj HejeIHAKOCT TPOYTIJIA).
Hame, xaro je 0 < y* mvamo ma Bamm 22 < 22 + 9%, 1j. Va2 <22 +y?, 1j. |2 < /22 +yt Omatne
|| |z ||
< 1.

nobujaMo ma je — = L
/1172 +y4

—————, I1a CMO IOKAa3aJ1 1a je
2] 7 /a2yt
Cmmuano, kako je 0 < 22 mmamo ma saxm y* <22 + 3t 1j. Vot < Va2 + 2, 1j. v? <22 +yt Onarne
2 2 2
Y <1

) Y
Vg

nobujaMo ma je = a CMO MOKAa3aJu Oa je

> ekl
y* 7 a2ty
Ha ocuoBy oBe 2 mHejemmarocTu mMaMo 1a je
[f(z,y) = f(0,0)] <[22°| + |y’

Tume cmo nobunu na kax ¢ — 0 u y — 0 Bakuy (JeBy CTpaHy MMaMO jep je alCOJyTHa BPEIHOCT YBEK
HEHeraTuBHA, & 3a gecHy Kang x — 0 u y — 0 onma u 223 - 0m xy4 —0):

na no Jlemu o 2 monuuajua nobujamo na je

lim [f(z,y) = f(0,0)| = 0,

x— 0
y—0

JrMe CMO MOKa3asu Henpexuauoct ¢pyurnuje f(z,y) y tauru (0,0).



2. Osnauumo ca (1) monasHy jemHAKOCT:
2 2 2
xz + 2% + 2% 4 2yx + 2y° = 2. (1)

Kana madepennmpamo jemmaxoct (1) mo z (Boamre pauyyHa ma KOA OBUX NAPIWjAJHUX U3BOAA Y j€ KOH-
cTaHTa, a z (GYHKIMja KOja 3aBUCHU OX T, CTOTA 33 M3BOJ Tz KOPUCTUMO M3BOJ MPOU3BOMA, a 33 Z2 M3BOJ
caoxkene Qpyuriuje!) mobujamo:

l-z+x-2, +22- 2, +22+2y =0. (2)

Kako kan TpaskmMo JokasHe ekcTpeMe Tpeba ma Basku 2., = 0 mobujamo ma je z + 2z + 2y = 0.

Kana mudepennupamo jemuakoct (1) mo y nobujamo:
Tz, + 2z 2, + 2z + 4y = 0. (3)

Kako kam TpaskmMo JOKaJHE eKCcTpeMe Tpeda ma Baku z; = 0 mobujamo ma je 2x + 4y = 0, omarie

nobujamo . Kana to 3amenumo y z + 2x + 2y = 0 mobujamo .

Kana oBe 2 yorBupene jennaroctu 3amerumMo y (1) moGujamo
(—2y) -2y + (29)° + (—2y)* + 2y(—2y) + 25 = 2,

omarne je y?> = 1, ma umamo 2 pemema y = £1. Kazma To yBpcTUMO y YOKBMpEHe jeqHAKOCTH XOOHjaMo
CTalMOHAPHE TadUKe:

Mi(-2,1) (y3 z=2), M5(2,-1) (y3 z=-2).

Ila 6ucMo onpenuau mapuujaJHe u3Bome Apyror pena madepernupahenmo jemnarkoctu (2) u (3).

Kana mudepennupamo (2) mo x nobujamo:
z;—l—l~z;—|—x-zgw+2z;~z;+2z~z;’w—|—220.

Kako ran Tpaskumo sokasHe ekctpeMe Tpeba na Basxku z., = 0 mobujamo ma je

(x+22)- 2, +2=0. (4)
Kana mudepennupamo (2) nmo y mobujamo:

Zy+ T 2y, + 22y, 2y + 22 25, +2=0.

Kako kam Tpasumo JoKadHe ekcTpeme Tpeba ma Bawku z, = 0 u z; = (0 mobujamo na je

(x+422)- 2, +2=0. (5)
Kana mudpepernumpamo (3) mo y mobujamo:

" / / " o
x~zyy—|—22y~zy—|—22-zyy—|—4—0.

Kako kanm TpaxkumMo JOKaJHE eKcTpeMe Tpeba na Basku z{/ = 0 mobujamo nxa je

(x+22)- 2, +4=0. (6)

Cana hemo 3a o0e cramumoHapHe Tadyke Aa WCIUTAMO NPUPOLY €KcTpeMa (M TO Ha 2 HAUMHA, IIPEKO
A, B,C,A n CunBecrepoBUM KPUTEPU]YMOM).

Hamomena. To cy cymruHCKE 2 MCTa HAUWHA, A HEKU CTYNEHTU CYy HABUKJIU Aa PAIE HA jeoaH, a HEKU
Ha OPYyTH, Ia cTOra hemo ypaautu Ha 0Oa HaUYMUHA.



Mi(=2,1) y3 z=2
I navun:
U3 (4), (5) u (6) mobujamo ma je

o _ N/ _ o _
A=z, o 1, B =z, o 1, C =z, v 2.
Omga je A = B2 — AC = —1 < 0, nma oBo jecre ekctpeM, a 36or A < 0 mobujamo ma je M; JoxagHN
MaKCHUMyM. Y TOj TAYKU je MaKCHUMAJIHA BPEIHOCT UMILIUIVTHO 3a0aTe QYHKIUJE Zmax = 2 =2.

My
IT navum:

Bpemaocrtu naprujanaux uzBona y rauku M; nobujamo ucto kao y 1 HAUMHY, Ta ©MaMO OEeTEPMUHAHTE

-1 -1

D1:|—1|:—1<0 u DQ—‘_l _2‘—2—1—1>0
Kako je D; <0 u Dy > 0 Ttaurka M; je JOKAJHU MAKCHUMYM.
MakcuMaana BpegHOCT QYHKIU)E j€ Zmax = 2 =2.
My
Mi(=2,1) y3 z=2
I navumn:
N3 (4), (5) u (6) mobujamo ma je
/) _ /4 o —_ ! _
A==z, Mz—l, B =z, Mz—l, C =z, M2—2.
Omna je A = B2 — AC = —1 < 0, ma oo jecre excrpem, a 36or A > 0 mobujamo ma je Mo mokasH]
MUHUMYM. Y TOj TAUYKM je MUHUMAJIHA BPEIHOCT UMIIMIUTHO 3anaTe QYHKIUJE Zymin = 2 = —2.

Mo
IT navum:

Bpennoctu mapuujanaux uzBona y tauku Ms mobujamo mcto kKao y | HauwHy, ma mMamMo JeTEPMUHAHTE

D1=|1|=1>0 u D2:’1 L

1 2’:2—1=1>0.

Kako je D1 > 0 u Dy > 0 taurka My je JOKAJIHU MUHUMYM.

Munnmanaa BpeqHOCT (PYHKIU)E j€ Zmin = 2 = —-2.
Mo



3. Iloma rpamumna obaactu D je mapabona y = x2,

a ropma je mpasa y = 9 (u oBe 2 KpuBe IpUNATA]Y
obmactu D!). Kanma mabemo mpecek oBe 2 kpuse
(1j. permmmo cuctem y = 12, y = 9) mobujamo Tauke
A(=3,9) n B(3,9). Ose 2 Tauke cy HaM IPBU KaH-
AUIATU 3a HajMamy U HajBehy BpemHOCT.

Canma moskeMo HaupraTu obisact [ — CIuKa IeCHO.

AOKANANHU EKCINPEM

ITapuujanau u3Boou OBe (QYHKIUjE Cy
fr=8x u f,=2(y—3).

Kana wmux wusjemmaummo ca 0, mobujamo z = 0,
y = 3. Kako oBa Tauka mpumana obmactu [, Tj.
M(0,3) € D, nmamo na je tauka M(0,3) jom jenan
Ol KaHANIATA 3a HajMawmy 1 HajBelly BpemHOCT.

ycaosru exempem y =9
Y6amumo y =9 y dyermajy f(r,y) = 422 + (y — 3)? + 2 u nobujamo dyHEMM]y jemHe mpoMenbuBe (T):
f(z) =42 + (9 —3)? + 2 = 42% + 38.
Hen usson je f/(z) =8z =03axz =0 (tan je y = 9 u3 ycnosa), na nobujamo jom jemuy taury P(0,9) € D.
ycaoemu excmpem y = x>
Yo6anumo y = 22 y dynrmajy f(z,y) = 422 + (y — 3)2 + 2 u nobujamo dpymrmujy jemse mpomermuse (T):
f(z) =42 + (2 —=3)* + 2.

Hen ussoxn je f'(x) = 8z +2(2% —3) - 22 = 4w(2®2 — 1) = 0 3a 2 = 0 (tax je y = 0> = 0 u3 ycaosa) u 3a
r=—1(tamjey=(—1)2=1u3 ycnosa) u 3a v = 1 (tax je y = 12 = 1 u3 ycaosa), na gobujamo jorm 3
rauke ()(0,0), R(—1,1),5(1,1) € D.

3a cBaky on oBuX 7 Taudaka kanmumarta, A, B, M, P, Q, R, S nipauynahemo Bpennoct ¢pyurnuje, ma hemo
oHIA omabpary HajMamy u HajBehy:

A(=3,9) = f| =T4,
B3.9) = | =T4
M©03) = f| =2
P0.9) = f| =38,
QO.0) = f| =11,
R(-11) = f| =10,
S(Ly = f| =10

Ha ocuoBy Tora, mo6umjamo na je:

HajMamba BpeIHOCT y obmactu DD QpyHEUMje u oHa ce nocrtwxke y Tauku M (0, 3),
a majseha Bpensoct y obmactu D dyHKUTjE je u oHa ce noctwke y taukama A(—3,9) u B(3,9).



