
4. GRUPA I kolokvijum iz MATEMATIKE 2 17.04.2012.

Prezime i ime broj indeksa

1. (30 poena) Data je funkcija

f(x, y) =











2x4 + xy6

√

x2 + y4
· sin 1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Ispitati neprekidnost funkcije f u taqki (0, 0).

2. (35 poena) Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno
jednakox�u

xz + z2 + x2 + 2yx + 2y2 = 2.

3. (35 poena) Odrediti najmaƬu i najve�u vrednost funkcije

f(x, y) = 4x2 + (y − 3)2 + 2

na skupu D = {(x, y) : x2 6 y 6 9}.



RexeƬa zadataka 4. grupe

1. I naqin:

Uvedimo polarne koordinate: x = ̺ cosϕ, y = ̺ sin ϕ.

Tada imamo da je

L = lim
x → 0
y → 0

f(x, y) = lim
̺→0

2 ̺4 cos4 ϕ + ̺ cosϕ · ̺6 sin6 ϕ)
√

̺2 cos2 ϕ + ̺4 sin4 ϕ
· sin 1

̺2
= lim

̺→0

̺4(2 cos4 ϕ + ̺3 cosϕ · sin6 ϕ)

̺ ·
√

cos2 ϕ + ̺2 sin4 ϕ
· sin 1

̺2

= lim
̺→0

̺3(2 cos4 ϕ + ̺3 cosϕ · sin6 ϕ)
√

cos2 ϕ + ̺2 sin4 ϕ
· sin 1

̺2

Kako su sinusi i kosinusi konaqni brojevi (izme�u −1 i 1) i kako kad ̺ → 0 onda i ̺3 → 0 i
̺2 → 0, dobijamo da su i slede�i qlanovi konaqni:

2 cos4 ϕ + ̺3 cosϕ · sin6 ϕ,

√

cos2 ϕ + ̺2 sin4 ϕ i sin
1

̺2
.

Imenilac razlomka,
√

cos2 ϕ + ̺2 sin4 ϕ, ne moжe biti jednak 0, jer kad ̺ → 0 onda je ̺ 6= 0, tj. ̺ > 0,
a ne moжe istovremneo da vaжi cos2 ϕ = 0 i sin4 ϕ = 0 (jer je cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1).

Time smo pokazali da je
2 cos4 ϕ + ̺3 cosϕ · sin6 ϕ

√

cos2 ϕ + ̺2 sin4 ϕ
·sin 1

̺2
konaqan broj, a kako kad ̺ → 0 onda i ̺3 → 0,

to dobijamo da je traжeni limes L = 0.

Kako je lim
x → 0
y → 0

f(x, y) = 0 = f(0, 0), sledi da je funkcija f(x, y) neprekidna u taqki (0, 0).

II naqin:

Posmatrajmo apsolutnu vrednost razlike vrednosti funkcije:

|f(x, y) − f(0, 0)| =

∣

∣

∣

∣

∣

2x4 + xy6

√

x2 + y4
· sin 1

x2 + y2
− 0

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

2x4 + xy6

√

x2 + y4

∣

∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣

∣

sin
1

x2 + y2

∣

∣

∣

∣

Kako je −1 6 sin t 6 1, to je | sin t| 6 1, za proizvoƩan izraz t (pa i za t = 1

x2+y2 ), pa imamo:

|f(x, y) − f(0, 0)|6
∣

∣

∣

∣

∣

2x4 + xy6

√

x2 + y4

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

2x4

√

x2 + y4

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

xy6

√

x2 + y4

∣

∣

∣

∣

∣

=
|x|

√

x2 + y4
· |2x3| + y2

√

x2 + y4
· |xy4|

(ovde smo u prvoj nejednakosti koristili | sin t| 6 1, a u drugoj nejednakost trougla).

DaƩe, kako je 0 6 y4 imamo da vaжi x2 6 x2 + y4, tj.
√

x2 6
√

x2 + y4, tj. |x| 6
√

x2 + y4. Odatle

dobijamo da je
|x|
|x| >

|x|
√

x2 + y4
, pa smo pokazali da je

|x|
√

x2 + y4
6 1.

Sliqno, kako je 0 6 x2 imamo da vaжi y4 6 x2 + y4, tj.
√

y4 6
√

x2 + y4, tj. y2 6
√

x2 + y4. Odatle

dobijamo da je
y2

y2
>

y2

√

x2 + y4
, pa smo pokazali da je

y2

√

x2 + y4
6 1.

Na osnovu ove 2 nejednakosti imamo da je

|f(x, y) − f(0, 0)|6 |2x3| + |xy4|
Time smo dobili da kad x → 0 i y → 0 vaжi (levu stranu imamo jer je apsolutna vrednost uvek
nenegativna, a za desnu kad x → 0 i y → 0 onda i 2x3 → 0 i xy4 → 0):

0 6 |f(x, y) − f(0, 0)| 6 0,

pa po Lemi o 2 policajca dobijamo da je

lim
x → 0
y → 0

|f(x, y) − f(0, 0)| = 0,

qime smo pokazali neprekidnost funkcije f(x, y) u taqki (0, 0).



2. Oznaqimo sa (1) polaznu jednakost:

xz + z2 + x2 + 2yx + 2y2 = 2. (1)

Kada diferenciramo jednakost (1) po x (vodite raquna da kod ovih parcijalnih izvoda y je kon-
stanta, a z funkcija koja zavisi od x, stoga za izvod xz koristimo izvod proizvoda, a za z2 izvod
sloжene funkcije!) dobijamo:

1 · z + x · z′x + 2z · z′x + 2x + 2y = 0. (2)

Kako kad traжimo lokalne ekstreme treba da vaжi z′x = 0 dobijamo da je z + 2x + 2y = 0.

Kada diferenciramo jednakost (1) po y dobijamo:

x · z′y + 2z · z′y + 2x + 4y = 0. (3)

Kako kad traжimo lokalne ekstreme treba da vaжi z′y = 0 dobijamo da je 2x + 4y = 0, odakle

dobijamo x = −2y . Kada to zamenimo u z + 2x + 2y = 0 dobijamo z = 2y .

Kada ove 2 uokvirene jednakosti zamenimo u (1) dobijamo

(−2y) · 2y + (2y)2 + (−2y)2 + 2y(−2y) + 2y2 = 2,

odakle je y2 = 1, pa imamo 2 rexeƬa y = ±1. Kada to uvrstimo u uokvirene jednakosti dobijamo
stacionarne taqke:

M1(−2, 1) (uz z = 2), M2(2,−1) (uz z = −2).

Da bismo odredili parcijalne izvode drugog reda diferencira�emo jednakosti (2) i (3).

Kada diferenciramo (2) po x dobijamo:

z′x + 1 · z′x + x · z′′xx + 2z′x · z′x + 2z · z′′xx + 2 = 0.

Kako kad traжimo lokalne ekstreme treba da vaжi z′x = 0 dobijamo da je

(x + 2z) · z′′xx + 2 = 0. (4)

Kada diferenciramo (2) po y dobijamo:

z′y + x · z′′xy + 2z′y · z′x + 2z · z′′xy + 2 = 0.

Kako kad traжimo lokalne ekstreme treba da vaжi z′x = 0 i z′y = 0 dobijamo da je

(x + 2z) · z′′xy + 2 = 0. (5)

Kada diferenciramo (3) po y dobijamo:

x · z′′yy + 2z′y · z′y + 2z · z′′yy + 4 = 0.

Kako kad traжimo lokalne ekstreme treba da vaжi z′y = 0 dobijamo da je

(x + 2z) · z′′yy + 4 = 0. (6)

Sada �emo za obe stacionarne taqke da ispitamo prirodu ekstrema (i to na 2 naqina, preko
A, B, C,∆ i Silvesterovim kriterijumom).

Napomena. To su suxtinski 2 ista naqina, ali neki studenti su navikli da rade na jedan, a neki
na drugi, pa stoga �emo uraditi na oba naqina.



M1(−2, 1) uz z = 2

I naqin:

Iz (4), (5) i (6) dobijamo da je

A = z′′xx

∣

∣

∣

M1

= −1, B = z′′xy

∣

∣

∣

M1

= −1, C = z′′yy

∣

∣

∣

M1

= −2.

Onda je ∆ = B2 − AC = −1 < 0, pa ovo jeste ekstrem, a zbog A < 0 dobijamo da je M1 lokalni

maksimum. U toj taqki je maksimalna vrednost implicitno zadate funkcije zmax = z
∣

∣

∣

M1

= 2.

II naqin:

Vrednosti parcijalnih izvoda u taqki M1 dobijamo isto kao u I naqinu, pa imamo determinante

D1 = | − 1| = −1 < 0 i D2 =

∣

∣

∣

∣

−1 −1
−1 −2

∣

∣

∣

∣

= 2 − 1 = 1 > 0.

Kako je D1 < 0 i D2 > 0 taqka M1 je lokalni maksimum.

Maksimalna vrednost funkcije je zmax = z
∣

∣

∣

M1

= 2.

M1(−2, 1) uz z = 2

I naqin:

Iz (4), (5) i (6) dobijamo da je

A = z′′xx

∣

∣

∣

M2

= 1, B = z′′xy

∣

∣

∣

M2

= 1, C = z′′yy

∣

∣

∣

M2

= 2.

Onda je ∆ = B2 − AC = −1 < 0, pa ovo jeste ekstrem, a zbog A > 0 dobijamo da je M2 lokalni

minimum. U toj taqki je minimalna vrednost implicitno zadate funkcije zmin = z
∣

∣

∣

M2

= −2.

II naqin:

Vrednosti parcijalnih izvoda u taqki M2 dobijamo isto kao u I naqinu, pa imamo determinante

D1 = |1| = 1 > 0 i D2 =

∣

∣

∣

∣

1 1
1 2

∣

∣

∣

∣

= 2 − 1 = 1 > 0.

Kako je D1 > 0 i D2 > 0 taqka M2 je lokalni minimum.

Minimalna vrednost funkcije je zmin = z
∣

∣

∣

M2

= −2.



3. DoƬa granica oblasti D je parabola y = x2,
a gorƬa je prava y = 9 (i ove 2 krive pripadaju
oblasti D!). Kada na�emo presek ove 2 krive
(tj. reximo sistem y = x2, y = 9) dobijamo taqke
A(−3, 9) i B(3, 9). Ove 2 taqke su nam prvi kan-
didati za najmaƬu i najve�u vrednost.
Sada moжemo nacrtati oblast D – slika desno.

lokalni ekstrem

Parcijalni izvodi ove funkcije su

f ′

x = 8x i f ′

y = 2(y − 3).

Kada Ƭih izjednaqimo sa 0, dobijamo x = 0,
y = 3. Kako ova taqka pripada oblasti D, tj.
M(0, 3) ∈ D, imamo da je taqka M(0, 3) jox jedan
od kandidata za najmaƬu i najve�u vrednost.

x

y

A BP

Q

M

R S

−3 −10 1 3

1

3

9

y = 1

y = x2

D

uslovni ekstrem y = 9

Ubacimo y = 9 u funkciju f(x, y) = 4x2 + (y − 3)2 + 2 i dobijamo funkciju jedne promenƩive (x):

f(x) = 4x2 + (9 − 3)2 + 2 = 4x2 + 38.

ƫen izvod je f ′(x) = 8x = 0 za x = 0 (tad je y = 9 iz uslova), pa dobijamo jox jednu taqku P (0, 9) ∈ D.

uslovni ekstrem y = x2

Ubacimo y = x2 u funkciju f(x, y) = 4x2 + (y − 3)2 + 2 i dobijamo funkciju jedne promenƩive (x):

f(x) = 4x2 + (x2 − 3)2 + 2.

ƫen izvod je f ′(x) = 8x + 2(x2 − 3) · 2x = 4x(x2 − 1) = 0 za x = 0 (tad je y = 02 = 0 iz uslova) i za
x = −1 (tad je y = (−1)2 = 1 iz uslova) i za x = 1 (tad je y = 12 = 1 iz uslova), pa dobijamo jox 3
taqke Q(0, 0), R(−1, 1), S(1, 1) ∈ D.

Za svaku od ovih 7 taqaka kandidata, A, B, M, P , Q, R, S izraquna�emo vrednost funkcije, pa �emo
onda odabrati najmaƬu i najve�u:

A(−3, 9) ⇒ f
∣

∣

∣

A
= 74,

B(3, 9) ⇒ f
∣

∣

∣

B
= 74,

M(0, 3) ⇒ f
∣

∣

∣

M
= 2,

P (0, 9) ⇒ f
∣

∣

∣

P
= 38,

Q(0, 0) ⇒ f
∣

∣

∣

Q
= 11,

R(−1, 1) ⇒ f
∣

∣

∣

R
= 10,

S(1, 1) ⇒ f
∣

∣

∣

S
= 10.

Na osnovu toga, dobijamo da je:

najmaƬa vrednost u oblasti D funkcije fmin = 2 i ona se postiжe u taqki M(0, 3),

a najve�a vrednost u oblasti D funkcije je fmax = 74 i ona se postiжe u taqkama A(−3, 9) i B(3, 9).


