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Zadaci i rexe�a

1. Dokazati da je funkcija

f(x, y) =











x2 − y2
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

neprekidna u taqki (0, 0), a zatim dokazati da ne postoje parcijalni izvodi te funkcije
u taqki (0, 0).

Rexe�e: Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ x2 + y2
√

x2 + y2
=
√

x2 + y2 → 0, (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, f(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0). Kako je f(0, 0) = 0, funkcija f je

neprekidna u taqki (0, 0).

Poxto je

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

=
(∆x)2

∆x
√

(∆x)2
=

∆x

|∆x|
=

{

1, ∆x > 0

−1, ∆x < 0,

ne postoji graniqna vrednost koliqnika
∆xf(0, 0)

∆x
kada ∆x→ 0.

Prema tome, ne postoji parcijalni izvod po x funkcije f u taqki (0, 0), a samim

tim ne postoje ni parcijalni izvodi funkcije f u toj taqki.

Na slici je dat grafik funkcije f u okolini taqke (0, 0).
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2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

x2 + y2 + z2 − 3xz − xy − 4x+ 2y + 4z + 4 = 0.

Rexe�e: Ako je F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3xz − xy − 4x+ 2y + 4z + 4, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z
, (1)

pa stacionarne taqke dobijamo iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0. Kako je F ′x = 2x−3z−y−4
i F ′y = 2y − x+ 2, iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi da je z = y i x = 2y + 2. Zamenom x i
z u jednakosti F = 0 dobijamo da je y(y + 1) = 0, xto znaqi da je y = 0 ili y = 1. Prema
tome, stacionarne taqke su A(2, 0) i B(0,−1), pri qemu je f(A) = 0 i f(B) = −1.

Iz jednakosti (1) sledi da je

z′′x2 = −
(F ′′x2 + F ′′xz · z′x)F ′z − F ′x(F ′′zx + F ′′z2 · z′x)

F ′2z
. (2)

Obzirom da je u stacionarnim taqkama z′x = F ′x = 0, iz jednakosti (2) vidimo da u sta-

cionarnim taqkama va�i z′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
. Na isti naqiin iz jednakosti (1) dobijamo da u

stacionarnim taqkama va�i z′′y2 = −
F ′′y2

F ′z
i z′′xy = −

F ′′xy
F ′z

.

Kako je F ′′x2 = F ′′y2 = 2, F ′′xy = −1 i F ′z = 2z−3x+4, za funkciju f u stacionarnim taqkama
va�i

z′′x2 = z′′y2 =
−2

2z − 3x+ 4
, z′′xy =

1

2z − 3x+ 4
.

Specijalno, u taqki A je

z′′x2 = z′′y2 = 1, z′′xy = −1

2
, d2f(A) = dx2 − dxdy + dy2 =

1

2

(

dx2 + dy2 + (dx− dy)2
)

,

a u taqki B je

z′′x2 = z′′y2 = −1, z′′xy =
1

2
, d2f(B) = −dx2 + dxdy − dy2 = −d2f(A).

Prema tome, funkcija f : (x, y) 7→ z u taqki A ima lokalni minimum koji je jednak

0, a u taqki B ima lokalni maksimum koji je jednak −1. Dakle,

fmin = f(A) = 0, fmax = f(B) = −1.
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3. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f(x, y) 7→ 2x2 − xy + 2y2 + 5x− 5y na
skupu D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 9}.

Rexe�e: Oblast D je deo kruga s centrom u (0, 0) i polupreqnikom du�ine 3. Funkcija
f ima samo jednu stacionarnu taqku A(−1, 1) i ona pripada oblasti D.

Granicu oblasti D qine polupreqnici GE i GF i deo EF (ma�i) kru�nice x2+y2 = 9,
gde su G (centar kru�nice), E(−3, 0) i F (0, 3) graniqne taqke oblasti D.

Vrednosti funkcije f u pomenutim taqkama su: f(A) = −5, f(E) = f(F ) = 3 i f(G) = 0.
Na polupreqniku GE je f(x, y) = f(x, 0) = 2x2+5x, a na polupreqniku GF je f(0, y) = 2y2−5y.
Minimumi ovih kvadratnih funkcija se dosti�u za x = −5/4 i za y = 5/4, pa taqke
B(−5/4, 0) i C(0, 5/4) treba uzeti kao kandidate za apsolutni ekstremum funkcije f na
oblasti D. Me�utim, kako je f(A) < f(B) = f(C) = −25/8 < f(E), taqke B i C ipak nisu
taqke apsolutnog ekstremuma funkcije f na D.

Na luku EF imamo problem uslovnog ekstremuma funkcije f pri uslovu ϕ(z, y) = 0,
gde je ϕ(x, y) = x2 + y2 − 9. Lagran�ova funkcija L(x, y) = f(x, y) + λϕ(x, y) ima dve

stacionarne taqke od kojih samo taqka D(−3/
√
2, 3/
√
2) pripada oblasti D. Kako je

0 < f(D) =
15

2

(

3− 2
√
2
)

< 3 = f(E), taqka D nije taqka apsolutnog ekstremuma funkcije

f na D.

Prema tome,

min
D

f = f(A) = −5 max
D

f = f(E) = f(F ) = 3.

Na slici je dat grafik funkcije f na kvadratu [−3, 0]× [0, 3].
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