
MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (16.4.2010) - Grupa 6

1. Ispitati neprekidnost funkcije f : R2 → R u taqki (0, 0) ako je

f(x, y) =
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, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Rexe�e: Za (x, y) 6= (0, 0) je
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3 + y3|
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≤ |x|3
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+
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x2 + y2
=

x2

x2 + y2
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x2 + y2
|y| ≤ |x|+ |y|.

Prema tome, f(x, y) → f(0, 0) kada (x, y) → (0, 0). Kako je f(0, 0) = 0, funkcija f je
neprekidna u taqki (0, 0).

2. Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke B(1, 0) aproksimira
funkciju f : (x.y) 7→ z definisanu implicitno sa

z2 + 3x2 + y2 + 2xy + 6y − 2xz − 3 = 0, z 6= 0.

Rexe�e: Za x = 1 i y = 0 iz date jednakosti i uslova z 6= 0 dobijamo z(B) = 2 .

Diferencira�em po x date jednakosti imamo

2zz′x + 6x+ 2y − 2z − 2xz′x = 0, (1)

odakle zamenom x = 1, y = 0 i z = 2 dobijamo z′x(B) = −1 .

Sliqno, diferencira�em date jednakosti po y imamo

2zz′y + 2y + 2x+ 6− 2xz′y = 0, (2)

odakle dobijamo z′y(B) = −4 .

Diferencira�em jednakosti (1) po x i zamenom x = 1, y = 0, z = 2 i z′x = −1 dobijamo

z′′x2(B) = −6 , a diferencira�em jednakosti (1) po y i zamenom navedenih vrednosti, kao

i z′y = −4, dobijamo z′′xy(B) = −9.
Diferencira�em jednakosti (2) po y i zamenom odgovaraju�ih vrednosti dobijamo

z′′y2(B) = −17 .

Uzimaju�i u obzir vrednosti parcijalnih izvoda prvog i drugog reda funkcije f u
taqki B imamo

T2(x, y) = z(B) + dz(B) +
1

2
d2z(B)

= 2− dx− 4dy +
1

2

[

−6dx2 + 2 · (−9)dxdy − 17dy2
]

= 2− (x− 1)− 4y − 3(x− 1)2 − 9(x− 1)y − 17

2
y2

= 5x+ 5y − 3x2 − 17

2
y2 − 9xy.



3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ x2 + y2 pri uslovu 5(x + y)2 =
4(xy + 2).

Rexe�e: Poxto dati uslov mo�emo napisati u obliku ϕ(x, y) = 0, gde je ϕ(x, y) = 5x2 +
5y2 + 6xy − 8, Lagran�ova funkcija F je data sa

F (x, y) = 2x2 + 2y2 + λ(5x2 + 5y2 + 6xy − 8).

Nala�e�em parcijalnih izvoda funkcije F dobijamo sistem za stacionarne taqke

2x+ 5λx+ 3λy = 0

2y + 5λy + 3λx = 0

5x2 + 5y2 + 6xy = 8

Prve dve jednaqine mo�emo posmatrati kao homogen sistem

(2 + 5λ)x+ 3λy = 0

3λx+ (2 + 5λ)y = 0

po x i y. Trivijalno rexe�e tog sistema ne daje rexe�e celog sistema (zbog tre�e
jednaqine). Uslov za netrivijalna rexe�a je
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Izraqunava�em determinante dobijamo kvadratnu jednaqinu 4λ2+5λ+1 = 0 qija su rexe�a
λ1 = −1/4 i λ2 = −1.

Za λ1 iz prve jednaqine je y = x, a iz tre�e x2 = 1/2.

Za λ2 iz prve jednaqine je y = −x, a iz tre�e x2 = 2.

Prema tome, stacionarne taqke funkcije F su: A∗(1/
√
2, 1/
√
2,−1/4), B∗(−1/

√
2,−1/

√
2,−1/4),

C∗(
√
2,−
√
2,−1), D∗(−

√
2,
√
2,−1), a stacionarne taqke funkcije f pri uslovu ϕ(x, y) = 0

su: A(1/
√
2, 1/
√
2), B(−1/

√
2,−1/

√
2), C(

√
2,−
√
2), D(−

√
2,
√
2).

Napomena. Drugi naqin za rexava�e ovog sistema je da se iz prve dve jednaqine (oduzi-
ma�em jedne od druge) dobije jednakost (x− y)(1 + λ) = 0. Zatim se razmatraju sluqajevi
x = y i λ = −1.

Parcijalni izvodi drugog reda funkcije F su:

F ′′x2 = 4 + 10λ, F ′′xy = 6λ, F ′′y2 = 4 + 10λ,

pa je

d2F (A∗) = d2F (B∗) =
3

2
(dx2 − 2dxdy + dy2) =

3

2
(dx− dy)2 ≥ 0

Iz uslova ϕ(x, y) = 0 sledi da je

5xdx+ 5ydy + 3xdy + 3ydx = 0.

Za taqke A i B je x = y, xto daje dy = −dx, pa je za dx 6= 0

d2F (A∗) = d2F (B∗) =
3

2
(dx+ dx)2 = 6dx2 > 0.

Prema tome, u taqkama A i B funkcija f ima lokalni minimum pri uslovu ϕ(x, y) = 0.

Sliqno se dobija za taqke C i D da je dy = dx i

d2F (C∗) = d2F (D∗) = −(dx+ dy)2 = −24dx2 < 0,

xto znaqi da u taqkama C i D funkcija f ima lokalni maksimum pri uslovu ϕ(x, y) = 0.
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