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Zadaci i rexe�a

1. Izraqunati

∫

sin2 x+ 3

cos2 x
dx.

Rexe�e: Ako sin2 x zamenimo sa 1− cos2 x imamo da je

I =

∫

sin2 x+ 3

cos3 x
dx = 4

∫

dx

cos3 x
−
∫

dx

cosx
= 4A−B.

Na integral A mo�emo primeniti parcijalnu integraciju. Za u =
1

cosx
i dv =

dx

cos2 x
je

du =
sinx

cos2 x
i v = tanx, pa je

A =
tanx

cosx
−
∫

sin2 x

cos3 x
dx =

tanx

cosx
−
∫

1− cos2 x

cos3 x
dx =

tanx

cosx
−A+B.

Prema tome, 2A =
tanx

cosx
+ B, xto znaqi da je za integrale A i I dovo	no izraqunati

integral B.

Kako je

B =

∫

dx

cosx
=

∫

cosxdx

cos2 x
=

∫

d(sinx)

1− sin2 x
=

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

sinx+ 1

sinx− 1

∣

∣

∣

∣

+ C,

to je

I = 4A−B = 2
tanx

cosx
+B = 2

tanx

cosx
+

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

sinx+ 1

sinx− 1

∣

∣

∣

∣

+ C.

Napomena. Iz prethodnog rexe�a imamo funkciju

F (x) =
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

sinx+ 1

sinx− 1

∣

∣

∣

∣

koja je primitivna funkcija integrala B. Rexava�em tog integrala drugim naqinima
dobijamo druge primitivne funkcije, kao xto su

F1(x) = ln

∣

∣

∣

∣

sinx+ 1

cosx

∣

∣

∣

∣

,

F2(x) = ln
∣

∣

∣tan
(π

4
+
x

2

)∣

∣

∣ ,

F3(x) = ln
∣

∣

∣sin
x

2
+ cos

x

2

∣

∣

∣− ln
∣

∣

∣sin
x

2
− cos

x

2

∣

∣

∣ ,

F4(x) = ln

∣

∣

∣

∣

tan x
2 + 1

tan x
2 − 1

∣

∣

∣

∣

.

Drugo rexe�e. Poxto je

A =

∫

dx

cos3 x
=

∫

cosx dx

cos4 x
=

∫

d(sinx)

(1− sin2 x)2
,

smenom sinx = t dobijamo A =

∫

dt

(1− t2)2
. Primenom parcijalne integracije na integral

B =

∫

dt

1− t2
, uzimaju�i u =

1

1− t2
i dv = dt, imamo da je B =

t

t2 − 1
+ 2B − 2A. Iz ove

jednakosti sledi da je 2A = B +
t

1− t2
, odnosno

I = 4A−B = 2B +
2t

1− t2
−B =

2t

1− t2
+B = 2

sinx

cos2 x
+B = 2

tanx

cosx
+ F (x) + C.



Napomena. Ako za integral A uvedemo standardnu trigonometrijsku smenu t = tan
x

2
,

tada (nakon du�eg raquna�a) dobijamo da je

A = 2

∫

t4 + 2t2 + 1

(1− t2)3

=
t3 + t

(1− t2)2
− 1

2
ln |1− t|+ 1

2
ln |1 + t|+ C.

Tre�e rexe�e. Ako u integralu I uvedemo smenu sinx = t dobijamo

I =

∫

sin2 x+ 3

cos4 x
cosxdx

=

∫

t2 + 3

(1− t)2(1 + t)2
dt

=
1

2

∫

dt

1− t
+

∫

dt

(1− t)2
+

1

2

∫

dt

1 + t
+

∫

dt

(1 + t)2

= −1

2
ln |1− t|+ 1

1− t
+

1

2
ln |1 + t| − 1

1 + t
+ C

=
2t

1− t2
+

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

1 + t

1− t

∣

∣

∣

∣

+ C

= 2
tanx

cosx
+ F (x) + C.

Napomena. Ako za integral I uvedemo standardnu trigonometrijsku smenu t = tan
x

2
,

tada (nakon zamornog raquna�a) dobijamo da je

I = 2

∫

3t4 + 10t2 + 3

(1− t2)3

= 4
t3 + t

(1− t2)2
− ln |1− t|+ ln |1 + t|+ C.

Qetvrto rexe�e. Ako uvedemo smenu tanx = t (sasvim nestandardnu za ovaj integral),
tada je

sin2 x =
t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
,

pa je

I = 4A−B = 4

∫

√

1 + t2 −
∫

dt√
1 + t2

= 4P − ln(t+
√

1 + t2).

Parcijalnom integracijom se lako dobija da je

P =
1

2
t
√

1 + t2 +
1

2
ln(t+

√

1 + t2) + C.

Prema tome, imamo da je

I = 2t
√

1 + t2 + ln(t+
√

1 + t2) + C

= 2 tanx
√

1 + tan2x+ ln(tanx+
√

1 + tan2 x) + C

= 2
tanx

cosx
+ ln

∣

∣

∣

∣

sinx+ 1

cosx

∣

∣

∣

∣

+ C

= 2
tanx

cosx
+ F1(x) + C.



2. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom

y = x

√

3 ln
1 + x

1− x
i pravama: y = 0, x = 0 i x = 1/2.

Rexe�e: Figura ograniqena datim linijama je krivolinijski trapez koji rotira oko
x-ose Na osnovu formule za zapreminu rotacionog tela imamo da je

V = π

∫ 1/2

0
y2(x)dx = 3π

∫ 1/2

0
x2 ln

1 + x

1− x
dx = 3π I.

Ako na integral I primenimo parcijalnu integraciju sa u = ln
1 + x

1− x
i dv = x2dx, dobijamo

du =
1− x
1 + x

· 1− x+ 1 + x

(1− x)2
dx =

2dx

1− x2
, v =

x3

3
,

pa je

I =
x3

3
ln

1 + x

1− x







1/2

0
− 2

3

∫ 1/2

0

x3dx

1− x2

=
1

8 · 3
ln 3− 1

3

∫ 1/4

0

tdt

1− t

=
1

8 · 3
ln 3 +

1

3
(t+ ln |t− 1|)







1/4

0

=
1

8 · 3
ln 3 +

1

3

(

1

4
+ ln

3

4

)

.

Prema tome,

V = 3πI =
π

8
ln 3 +

π

4
+ π ln

3

4
=
π

4
+

9

8
π ln 3− 2π ln 2.

3. Izraqunati
∫∫

D

3x+ y

1 + (x− y)2
arctan(x− y)dxdy,

gde je D paralelogram ograniqen pravama: y = −3x+ 1, y = −3x+
√
3, y = x i y = x− 1.

Rexe�e: Transformacijom u = y − x, v = 3x + y oblast integracije D preslikava se u
pravougaonik G : [−1, 0]× [1,

√
3], pri qemu je Jakobijan jednak −1/4. Prema tome,

∫∫

D

3x+ y

1 + (x− y)2
arctan(x− y)dxdy =

1

4

∫∫

G

v

1 + u2
arctan(−u)dudv

=
1

4

∫ 0

−1

arctanu

1 + u2
du ·

∫

√
3

1
vdv

= −1

4
· 1
2
arctan2 u







0

−1
· v

2

2







√
3

1

= −1

8

(

0− π2

16

)(

3

2
− 1

2

)

=
π2

128
.
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