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Rexe�a zadataka i rezultati

Dragan �ori�



Zadaci i rexe�a

1. a) Izraqunati

∫ √
x

(1 + x)2
dx.

b) Ispitati konvergenciju integrala

∫ ∞

1

√
x

(1 + x)2
dx.

Rexe�e: a) Dati integral I se lako rexava parcijalnom integracijom. Ako je u =
√
x

i dv =
dx

(1 + x)2
, tada je du =

dx

2
√
x
i v = − 1

1 + x
, pa je

I = −
√
x

1 + x
+

∫

1

1 + x
· dx
2
√
x
= −

√
x

1 + x
+

∫

d(
√
x)

1 + (
√
x)2

= −
√
x

1 + x
+ arctan

√
x+ C.

Napomena. Ako se koristi smena
√
x = t, dobija se I = 2

∫

t2dt

(1 + t2)2
, pa se opet mo�e pri-

meniti parcijalna integracija sa u = t, dv =
2tdt

(1 + t2)2
. U rexe�ima studenata nastavak

je bio slede�i:

I = 2

∫

t2dt

(1 + t2)2
= 2

∫

dt

1 + t2
− 2

∫

dt

(1 + t2)2
= 2 · arctan t− 2J,

gde se integral J nalazio primenom parcijalne integracije na integral

∫

dt

1 + t2
. Inte-

gral J mo�e da se dobije i smenom t = tan s.
Dati integral I mo�e da se dobije i bez parcijalne integracije ukoliko se integrand

f pogodno transformixe. Kako je

f(x) =
1

2
√
x
· 2x

(1 + x)2
=

1

2
√
x
·1 + x+ x− 1

(1 + x)2
=

d(
√
x)

1 + (
√
x)2
− 1

2
√
x
·x+ 1− 2x

(1 + x)2
=

d(
√
x)

1 + (
√
x)2
−d
( √

x

x+ 1

)

,

to je I = arctanx−
√
x

1 + x
+ C.

b) Poxto je integrand f neprekidna i pozitivna funkcija na [1,+∞) za koju va�i f(x) ∼
1

x3/2
kada x→ +∞ i poxto intgeral

∫ ∞

1

dx

x3/2
konvergira, to znaqi da i dati nesvojstveni

integral konvergira. Ovde je korix�ena teorema (sa predava�a) o ekvikonvergentnosti
integrala qiji su integrandi ekvivalentne funkcija kada x→ +∞.

Napomena. Konvergentnost datog nesvojstvenog integrala sledi i iz qi�enice da va�i

F (x) = arctan
√
x−

√
x

x+ 1
→ π

2
, x→ +∞.

Dati integral mo�e i da se izraquna (mada se ne tra�i),

∫ +∞

1

√
x

(1 + x)2
dx = F (+∞)− F (1) = π

2
− arctan 1 +

1

2
=
π

4
+

1

2

i on predstav	a povrxinu izme�u grafika integranda i x-ose na intervalu [1,+∞) (Sl.1).
Obzirom da integral funkcije g : x 7→ 1/x na istom intervalu divergira, povrxi-
na izme�u grafika funkcije g i x-ose je 'beskonaqna', kao i povrxina izme�u grafika
funkcija f i g.
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Sl 1: Grafici funkcija f i g

2. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom oko x-ose figure ograniqene lini-

jama: y = 0, x = 0, x =
2π

3
, y =

1√
2 + cosx

.

Rexe�e: Figura ograniqena datim linijama je krivolinijski trapez (Sl.2) koji rotira
oko x-ose (Sl.3).
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Sl 2: Figura ograniqena datim linijama Sl 3: Figura rotira oko x-ose

Na osnovu formule za zapreminu rotacionog tela imamo da je

V = π

∫ 2π/3

0
y2(x)dx = π

∫ 2π/3

0

dx

2 + cosx
.

Smenom tan
x

2
= t dobijamo da je dx =

2dt

1 + t2
i cosx =

1− t2

1 + t2
, pa je

∫

dx

2 + cosx
= 2

∫

dt

3 + t2
=

2√
3
arctan

t√
3
=

2√
3
arctan

(

1√
3
· tan x

2

)

+ C = F (x) + C.

Prema tome, V = π(F (2π/3)− F (0)) = 2π√
3
(π/4− 0) =

π2

2
√
3
.

Napomena. Naravno, mo�e i smena u odre�enom integralu,

V = π

∫ 2π/3

0

dx

2 + cosx
= 2π

∫

√
3

0

dt

3 + t2
=

2π√
3
arctan

t√
3







√
3

0
=

π2

2
√
3
.



Ako integrand transformixemo,

1

2 + cosx
=

2− cosx

4− cos2 x
=

2− cosx

3 + sin2 x
=

2

3 + sin2 x
− cosx

3 + sin2 x
,

tada imamo da je

∫

dx

2 + cosx
=

∫

2dx

3 + sin2 x
−
∫

cosxdx

3 + sin2 x
= K − L.

Integrale K i L lako nalazimo (prvi smenom tanx = t, a drugi smenom sinx = t)

K =
1√
3
arctan

2 tanx√
3

+ C1 = G(x) + C1, L =
1√
3
arctan

sinx√
3

+ C2 = H(x) + C2.

Prema tome, G(x) −H(x) je tako�e primitivna funkcija za funkciju x 7→ 1

2 + cosx
. Kako

se primitivne funkcije razlikuju za konstantu, to je G(x) − H(x) = F (x) + C. Zamenom
x = 0 dobijamo da je C = 0, xto znaqi da je G(x) = H(x) + F (x), odnosno va�i jednakost

arctan
2 tanx√

3
= arctan

sinx√
3

+ 2 arctan

(

1√
3
· tan x

2

)

.

Specijalno, za x = π/3 imamo jednakost

arctan 2 = arctan
1

2
+ 2 arctan

1

3
.

3. Izraqunati
∫∫

D

ln(x2 − 2xy + y2 + 1)

2x+ 3y + 2
dxdy,

gde je D = {(x, y) : y ≤ x ≤ y + 1, 0 ≤ 2x+ 3y ≤ 2}.

Rexe�e: Transformacijom u = y − x, v = 2x+ 3y oblast integracije D preslikava se u
pravougaonik G : [−1, 0]× [0, 2], pri qemu je Jakobijan jednak −1/5. Prema tome,

∫∫

D

ln(x2 − 2xy + y2 + 1)

2x+ 3y + 2
dxdy =

1

5

∫∫

G

ln(1 + u2)

v + 2
dudv

=
1

5

∫ 0

−1
ln(1 + u2)du ·

∫ 2

0

dv

v + 2

=
1

5
·A(x)







0

−1
·B(x)







2

0
,

gde su A i B primitivne funkcije za

∫

ln(x2 + 1)dx i

∫

dx

x+ 2
. Za prvi integral parci-

jalnom integracijom (u = ln(1 + x2), dv = dx) dobijamo

A(x) = x ln(1 + x2)− 2

∫

x2

x2 + 1
dx = x(ln(x2 + 1)− 2) + 2 · arctanx,

a drugi integral je tabliqni, B(x) = ln |x+ 2|.
Prema tome,

∫∫

D

ln(x2 − 2xy + y2 + 1)

2x+ 3y + 2
dxdy =

1

5
· (A(0)−A(−1)) · (B(2)−B(1)) =

1

5

(π

2
+ ln 2− 2

)

ln 2.



Napomena. Za transformaciju u = x−y, v = 2x+3y nova oblast integracije je [0, 1]×[0, 2],
Jakobijan je jednak 1/5, a sve ostalo je isto. Za nala�e�e Jakobijana ne mora se rexavati
po x i y jer je, na primer u ovom sluqaju,

1

J
=
D(u, v)

D(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

1 −1
2 3

∣

∣

∣

∣

= 5.

BISERI

U radovima je i ovoga puta bilo dosta 'bisera'. Neki su ve� vi�eni, ali ima i novih.

ê

√
x

(1 + x)2
=

A

1 + x
+
Bx+ C

(1 + x)2
.

ê x1/2 + x3/2 = x2.

ê

∫

x2 · 1

1 + x2
dx =

x3

3
· arctanx.

ê

∫ √
x

(1 + x)2
dx =

∫ √
xdx ·

∫

dx

(1 + x)2
.

ê

∫

dx

2 + cosx
=

∫

dx

2
+

∫

dx

cosx
.

ê
t
2/

(1 + t2)
2/ =

t

1 + t2
.
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