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1 Neodre�eni integral

Kolokvijum, 2009

1.1
∫

2 ln2 x+ 5 lnx+ 2

x(lnx− 2)(ln2 x+ 4 lnx+ 8)
dx

1.2
∫

(9 cosx− 10− 3 cos2 x) · sinx
(cosx+ 2)(cos2 x− 4 cosx+ 8)

dx

1.3
∫

(3 sin2 x+ 2 sinx+ 11) · cosx
(sinx− 1)(sin2 x+ 2 sinx+ 5)

dx

1.4
∫

3e3x − e2x + 4ex

(ex + 1)(e2x − 2ex + 5)
dx

Kolokvijum, 2008

1.5
∫

3 sin 2x

sin2 x+ 1
dx

1.6
∫

3 lnx

x(ln3 x− 1)
dx

1.7
∫

3 sin 2x

cos2 x+ 1
dx

1.8
∫

3e2xdx

e3x − 1

1.9
∫

2 sin2 x

1 + 2 cos2 x
dx

1.10
∫

2(ex + e2x)

e4x − 1
dx

1.11
∫

1− cos 2x

2 + cos 2x
dx

1.12
∫

2(1 + lnx)

x(ln4−1)
dx

Kolokvijum, 2007

1.13
∫

3x2 − x− 2

x3 + 8
dx

1.14
∫

4x2 + 3x+ 2

x3 − 8
dx

1.15
∫

x2 − 3x

(x− 1)(x2 − 2x+ 3)
dx

1.16
∫

x2 + 3x

(x+ 1)(x2 + 2x+ 3)
dx

1.17
∫

3x2 + 5x

(x− 1)(x2 + 2x+ 5)
dx

2



1.18
∫

3x2 − 4x+ 1

(x+ 1)(x2 − 2x+ 5)
dx

1.19
∫

x2 + 5x+ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
dx

1.20
∫

−3x− 4

(x− 2)(x2 − 2x+ 5)
dx

Kolokvijum, 2006

1.21
∫

(9 sinx+ 2) cosx

sin2 x+ 6 sinx+ 58
dx

1.22
∫

(7 cosx− 3) sinx

cos2 x+ 4 cosx+ 40
dx

1.23 I =

∫

(5ex + 2)ex

e2x − 8ex + 41
dx

1.24
∫

(3ex − 4)ex

e2x − 12ex + 52
dx

1.25 I =

∫

(9ex + 2)ex

e2x + 6ex + 58
dx

1.26 I =

∫

(sinx− 5) cosx

sin2 x+ 8 sinx+ 97
dx

Kolokvijum, 2005

Kolokvijum, 2004

1.27
∫

sin 2x− 2 cos3 x

sin3 x+ 1
dx

1.28
∫

ln(1 + cosx)

sin2 x
dx

1.29
∫

x · arcsinxdx

1.30
∫

sinxdx

cosx+ cos2 x+ cos3 x

Kolokvijum, 2003

1.31
∫

(1 + sinx) cosx

(1 + cosx) sinx
dx

1.32
∫

sinxdx

sin3 x+ cos3 x

1.33
∫

cosxdx

sin3 x− cos3 x

Kolokvijum, 2002

1.34
∫

1 + lnx

1 + (xlnx)3
dx
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1.35
∫

dx

(tgx− 1)2

1.36 Odrediti vezu izme�u In i In−2, (n ∈ N, n > 2) ako je

In =

∫

arcsinnx dx.

1.37
∫

dx

4 + tgx+ 4ctgx

Kolokvijum, 2001

1.38
∫

arcsinx · arccosxdx

1.39
∫

xe3x
2/2

(

ex2 + 1
)2 dx

1.40
∫

x2dx√
−x2 + 4x− 3

1.41
∫

sinx(1− cosx)

cosx(1 + cos2 x)
dx

Kolokvijum, 2000

1.42
∫

x ln(x+
√
x2 + 1)√

x2 + 1
dx

1.43
∫

dx

sin4 x+ cos4 x+ 1

1.44
∫

x ln(x+
√
x2 + 1)√

x2 + 1
dx

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum nije odr�an zbog bombardovaǌa Jugoslavije od strane NATO pakta.

Kolokvijum, 1998

1.45
∫

dx

sin4 x+ cos4 x

1.46
∫

x lnx

(x2 − 1)3/2
dx

1.47
∫

x sin
√
x dx

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

1.48
∫
√
sinx

cosx
dx

1.49
∫

5ex

e4x − 3e2x − 4
dx
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Kolokvijum, 1995

1.50
∫

arctanx

x2(1 + x2)
dx

1.51
∫

x2 arctanx

1 + x2
dx

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992

2 Odre�eni integral

Kolokvijum, 2009

2.1 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene lini-
jama y =

√√
x · sin

√
x, y = 0 za 0 ≤ x ≤ π2/4.

2.2 Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom oko x-ose krive y = lnx− x2

8 za
√
e ≤

x ≤ e.

2.3 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene lini-
jama y =

√√
x · e

√
x, y = 0 za 0 ≤ x ≤ 1.

2.4 Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom oko x-ose krive y = x2 − ln x
8 za

√
e ≤

x ≤ e.

Kolokvijum, 2008

2.5 Izraqunati povrxinu figure ograniqene krivom y =
1√

x2 + 2x+ 2
i pravama y = 1 i

x = 0.

2.6 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom
y =
√
x cosx i pravama y = 0, x = π/4 i x = 3π/4.

2.7 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom

y =
√

ln(x+
√
x2 + 1 i pravama y = 0, x = 0 i x = 2.

2.8 Izraqunati povrxinu figure ograniqene krivom y =
1√

x2 − 2x+ 2
i pravama y = 1 i

x = 0.

2.9 Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom oko x-ose krive x = 1 +

(

y − 1

2

)2

za

0 ≤ y ≤ 1.

2.10 Izraqunati du�inu luka krive zadate sa x = t2 sin t, y = t2 cos t za 0 ≤ t ≤
√
5.

2.11 Izraqunati du�inu luka krive y = 2 ln(x+
√
x2 − 4) za 2

√
5 ≤ x ≤ 2

√
10.

2.12 Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom oko y-ose krive y = 1 +

(

x− 1

2

)2

za

0 ≤ x ≤ 1.
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Kolokvijum, 2007

2.13 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom

y =
1

2
(cotx− tanx) i pravama y = 0, x = π/6 i x = π/4.

2.14 Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom oko x-ose krive y =
1

2
(ex + e−x) za

−2 ≤ x ≤ 2.

2.15 Izraqunati du�inu luka krive y = ln(1− x2) za −1/2 ≤ x ≤ 1/2.

2.16 Izraqunati du�inu luka krive zadate sa x = a cos3 t, y = a sin3 t za 0 ≤ t ≤ π/2 i a > 0.

2.17 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom
y = lnx i pravama y = 0, x = 2 i x = 5.

2.18 Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom oko x-ose krive y2 = 4 + x za −4 ≤
x ≤ 2.

2.19 Izraqunati du�inu luka krive y = lnx za
√
3 ≤ x ≤

√
8.

2.20 Izraqunati du�inu luka krive zadate sa x = (t2−2) sin t+2t cos t, y = (t2−2) cos t−2t sin t
za 0 ≤ t ≤ π.

Kolokvijum, 2006

2.21 Izraqunati du�inu luka krive y =
√
x2 − 48 + 4

√
6 ln(x+

√
x2 − 48) za 7 ≤ x ≤ 8.

2.22 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom

y = x

√

ln
1 + 2x

1− x
i pravama y = 0, x = 0 i x = 1/2.

2.23 Izraqunati povrxinu figure ograniqene linijama y =
ex + 1

e2x + 1
, x = 0, x = ln 2 i y = 0.

2.24 Izraqunati povrxinu figure ograniqene linijama y =
sinx · ln(cosx)
(cosx+ 1)2

, x = 0, x =
π

3
i

y = 0.

Kolokvijum, 2005

Kolokvijum, 2004

2.25 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko y-ose konveksne figure ograniq-
ene linijama x2 + y2 = x i x2 + y2 = y.

2.26 Izraqunati du�inu luka krive y =
√
x2 − 24 + 4

√
3 ln(x+

√
x2 − 24) za 5 ≤ x ≤ 7.

2.27 Izraqunati povrxinu figure ograniqene krivom y =
1√

10x− x2 − 21
i pravama x = 4,

x = 6, y = 0.

Kolokvijum, 2003

2.28 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom
y = x
sqrtarccosx i pravom y = 0.
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2.29 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom
y =
√
x cosx i pravama x =

π

2
i y = 0.

2.30 Izraqunati du�inu luka krive y =
√
x2 − 48 + 4

√
6 ln(x+

√
x2 − 48) za 7 ≤ x ≤ 8.

Kolokvijum, 2002

2.31 Izraqunati du�inu luka krive date sa x(t) = 2
√
2
√
1− t2, y(t) = t

√
1− t2 za 0 ≤ t ≤ 1.

2.32 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom
y = ln(x+

√
x2 + 1) i pravama y = 0 i x = 1.

2.33
∫ π/2

0

sin3 xdx

sin3 x+ cos3 x

Kolokvijum, 2001

2.34 Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko x-ose figure ograniqene krivom

y =
2x

x2 − 1
i pravama y = 0, x = 2 i x = 3.

2.35
∫ 1

−1

exdx

(ex + 1)(x2 + 1)

2.36 Neka je In =
∫ 1
0 x

2 lnn xdx. Odrediti najpre vezu izme�u In i In−1, a zatim izraqunati
In.

Kolokvijum, 2000

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum nije odr�an zbog bombardovaǌa Jugoslavije od strane NATO pakta.

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992

3 Dvojni integral

Kolokvijum, 2009

3.1
∫∫

D
ye

x√
x2+y2 , D = {(x, y) 1 ≤ x2 + y2 ≤ 16, x ≥ 0, y ≥ 0}

3.2
∫∫

D
(3x + y) cos(π(x − 3y))dxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = −3x + 3,

y = −3x+ 1, y = x
3 , y = x

3 −
1
12 .
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3.3
∫∫

D
arcsin

y
√

x2 + y2
dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 16, −y ≤ x ≤ y}

3.4
∫∫

D
(x−2y) sin(π(2x+y))dxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = x

2+2, y = x
2+3,

y = −2x, y = −2x+ 1
2 .

Kolokvijum, 2008

3.5
∫∫

D
(x2 − y2 − 2xy)dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0, x ≤ y}

3.6
∫∫

D
xey/2−xdxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = 2x−1, y = 2x+3, y = −x

2
−3,

y = −x
2
+ 1.

3.7
∫∫

D
x sin(3x − y)dxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = 3x, y = 3x − π

2
, y =

−x− 1, y = −x+ 3.

3.8
∫∫

D
(x2 − y2 + 2xy)dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≥ 0, x ≤ y}

3.9
∫∫

D
(x+y)2ex

2−y2dxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = x, y = x+1, y = −x−1,
y = −x+ 1.

3.10
∫∫

D

x2y
√

x2 + y2
dxdy, D = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, ;x ≤ 0, y ≥ 0}

3.11
∫∫

D

xy2
√

x2 + y2
dxdy, D = {(x, y) : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≤ 0}

3.12
∫∫

D
(y − x)2 cos(x2 − y2)dxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = x, y = x +

π

2
,

y = −x− 1, y = −x+ 1.

Kolokvijum, 2007

3.13
∫∫

D
(x − y) sin(x + y)dxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = −x, y = −x +

π

2
,

y = 3x+ 1, y = 3x+ 5.

3.14
∫∫

D
sin
√

x2 + y2dxdy, D = {(x, y) : 4 ≤ x2 + y2 ≤ π2

4
, x ≥ 0, y ≤ 0}

3.15
∫∫

D
(x2 + y2)dxdy, D - paralelogram sa temenima A(−1, 1), B(1,−1), C(2, 2) i D(0, 4).

3.16
∫∫

D

√

x2 + y2dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 3y}

3.17
∫∫

D
(y2−x2)dxdy, D - paralelogram sa temenima A(−1, 2), B(1,−2), C(2,−1) i D(0, 3).

3.18
∫∫

D
cos
√

x2 + y2dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ π2

4
, x ≤ 0, y ≥ 0}
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3.19
∫∫

D
(x + y) cos(x − y)dxdy, D - paralelogram ograniqen pravama: y = x, y = x +

π

2
,

y = −2x+ 1, y = −2x+ 4.

3.20
∫∫

D

√

x2 + y2dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4y}

Kolokvijum, 2006

3.21
∫∫

D
lnx2 + y2dxdy, D = {(x, y) : e2 ≤ x2 + y2 ≤ e4}

3.22
∫∫

D

25xdxdy

(y + 3x− 3)(y − 2x− 4)
, D - paralelogram ograniqen pravama: y = 2x + 5, y =

−3x+ 4, y = 2x+ 9, y = −3x+ 8.

3.23
∫∫

D

arctan
√

x2 + y2
√

x2 + y2
dxdy, D = {(x, y) :

1

3
≤ x2 + y2 ≤ 3}

3.24
∫∫

D

64xdxdy

(y + 3x− 3)(y − 2x− 4)
, D - paralelogram ograniqen pravama: y = 3x + 2, y =

−5x+ 5, y = 3x+ 5, y = −5x+ 8.

Kolokvijum, 2005

Kolokvijum, 2004

3.25 Izraqunati
∫∫

D

(x2 − y2)ex+ydxdy ako je D paralelogram odre�en pravama y = −x − 1,

y = −x+ 3, y = x+ 2 i y = x− 4.

3.26 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog paraboloidom 2z = 4− x2 − y2, ravni z = 0 i
cilindrom x2 + y2 − 2x = 0 (unutar cilindra).

3.27 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog paraboloidom x2 + y2 = 2z i konusom 4(x2 +
y2) = (z + 2)2.

3.28 Izraqunati
∫∫

D

dxdy

(x2 + y2)2
ako je D oblast ograniqena krivim linijama x2 + y2 = 4x,

x2 + y2 = 8x, y = 0 i y = x.

Kolokvijum, 2003

3.29 Izraqunati
∫∫

D

xydxdy ako je D paralelogram odre�en pravama y = 2x− 1, y = 2x+ 1,

y =
x

2
+ 1 i y =

x

2
+ 3.

3.30 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog povrxima: x2 + y2 = 2x, z = 2x+ y i z = 0 za
y ≥ 0.

3.31 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog povrxima: x2 + y2 = 2y, z = x+ 2y i z = 0 za
x ≥ 0.

Kolokvijum, 2002

3.32 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog sferom x2+y2+z2 = r2 i cilindrom x2+y2 =
rx (z ≥ 0, r > 0).
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3.33
∫∫

D
x · sin |y − x2|dxdy, D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤

√

π

2
}

3.34
∫∫

D
(x2 + y2 + 2y)dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, x2 − y ≤ 1}

3.35 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog povrxima: x2 + y2 = 2(x + y), z = x2 + y2 i
z = 0.

Kolokvijum, 2001

3.36
∫∫

D
xdxdy
x2+y2 , D - oblast ograniqena linijama x2 = 2y i x2 + y2 = 8 za x ≥ 0 i y ≥ 0.

3.37 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog povrxima: x2 + y2 − 2x = 0, 2z = x2 + y2 i
z = 0.

3.38 Izraqunati povrxinu figure ograniqene linijama xy =
a2

2
, xy = 2a2, y =

x

2
i y = 2x za

a > 0.

3.39 Izraqunati zapreminu tela ograniqenog povrxima: x2 + y2 − 2x = 0, 2z = 4− x2 − y2 i
z = 0 (unutar cilindra).

Kolokvijum, 2000

3.40
∫∫

D

xy dxdy
√

9x2 + 4y2
, D =

{

(x, y) :
x2

4
+
y2

9
= 1, x ≥ 0, y ≥ 0

}

.

3.41 Izraqunati povrxinu ograniqenu linijama

x2 + y2 = 2ax, x2 + y2 = 2bx, y = x, y = 0, (0 < a < b).

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum nije odr�an zbog bombardovaǌa Jugoslavije od strane NATO pakta.

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992
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Uputstva i rezultati

1.1 Smenom lnx = t imamo I =

∫

2t2 + 5t+ 2

(t− 2)(t2 + 4t+ 8)
dt

2t2 + 5t+ 2

(t− 2)(t2 + 4t+ 8)
=

A

t− 2
+

Bt+ C

t2 + 4t+ 8
=

1

t+ 2
+

t+ 3

t2 + 4t+ 8

I =

∫

dt

t− 2
+

∫

t+ 2 + 1

t2 + 4t+ 8
dt

= ln |t− 2|+ 1

2

∫

d(t2 + 4t+ 8)

t2 + 4t+ 8
+

∫

dt

(t+ 2)2 + 22

= ln |t− 2|+ 1

2
ln(t2 + 4t+ 8) +

1

2
arctan

t+ 2

2
+ C

= ln | lnx− 2|+ 1

2
ln(ln2 x+ 4 lnx+ 8) +

1

2
arctan

(

lnx+ 2

2

)

+ C

1.2 Smenom cosx = t dobijamo I =

∫

3t2 − 9t+ 10

(t+ 2)(t2 − 4t+ 8)
dt

3t2 − 9t+ 10

(t+ 2)(t2 − 4t+ 8)
=

A

t+ 2
+

Bt+ C

t2 − 4t+ 8
=

2

t+ 2
+

t− 3

t2 − 4t+ 8

I =

∫

2dt

t+ 2
+

∫

t− 2− 1

t2 − 4t+ 8
dt

= 2 ln |t+ 2|+ 1

2

∫

d(t2 − 4t+ 8)

t2 − 4t+ 8
−
∫

dt

(t− 2)2 + 22

= 2 ln |t+ 2|+ 1

2
ln(t2 − 4t+ 8)− 1

2
arctan

t− 2

2
+ C

= 2 ln | cosx+ 2|+ 1

2
ln(cos2 x− 4 cosx+ 8)− 1

2
arctan

(

cosx− 2

2

)

+ C

1.3 Smenom sinx = t imamo I =

∫

3t2 + 2t+ 11

(t− 1)(t2 + 2t+ 5)
dt

3t2 + 2t+ 11

(t− 1)(t2 + 2t+ 5)
=

A

t− 1
+

Bt+ C

t2 + 2t+ 5
=

2

t− 1
+

t− 1

t2 + 2t+ 5

I =

∫

2dt

t− 1
+

∫

t+ 1− 2

t2 + 2t+ 5
dt

= 2 ln |t− 1|+ 1

2

∫

d(t2 + 2t+ 5)

t2 + 2t+ 5
− 2

∫

dt

(t+ 1)2 + 22

= 2 ln |t− 1|+ 1

2
ln(t2 + 2t+ 5)− arctan

t+ 1

2
+ C

= 2 ln | sinx− 1|+ 1

2
ln(sin2 x+ 2 sinx+ 5)− arctan

(

sinx+ 1

2

)

+ C

1.4 Smenom ex = t dobijamo I =

∫

3t2 − t+ 4

(t+ 1)(t2 − 2t+ 5)
dt

3t2 − t+ 4

(t+ 1)(t2 − 2t+ 5)
=

A

t+ 1
+

Bt+ C

t2 − 2t+ 5
=

1

t+ 1
+

2t− 1

t2 − 2t+ 5

I = ln |t+ 1|+ ln(t202t+ 5) +
1

2
arctan

t− 1

2
+ C

I = ln(ex + 1) + ln(e2x − 2ex + 5) +
1

2
arctan

ex − 1

2
+ C

11



1.6 Smenom cosx = t imamo

I = 6

∫

sinx cosx

cos3 x+ 1
dx = −6

∫

tdt

t3 + 1
= −6J.

Iz jednakosti
t

t3 + 1
=

A

t+ 1
+

Bt+ C

t2 − t+ 1
sledi

t = A(t2 − t+ 1) + (Bt+ C)(t+ 1).

Za t = −1 je −1 = 3A, pa je A = −1/3.
Za t = 0 je 0 = A+ C, pa je C = 1/3.
Za t = 1 je 1 = −1/3 + (B + 1/3) · 2, pa je B = 1/3.

J = −1

3

∫

dt

t+ 1
+

1

3

∫

t+ 1

t2 − t+ 1
dt

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

3
· 1
2

∫

2t− 1

t2 − t+ 1
dt+

1

3
· 3
2

∫

dt

t2 − t+ 1

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6
ln(t2 − t+ 1) +

1

2

∫

dt

(t− 1/2)2 + (
√
3/2)2

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6
ln(t2 − t+ 1) +

1√
3
arctan

t− 1/2√
3/2

+ C.

Prema tome,

I = 2 ln | cosx+ 1| − ln(cos2 x− cosx+ 1)− 6√
3
arctan

2 cosx− 1√
3

+ C

= ln
(cosx+ 1)2

cos2 x− cosx+ 1
− 2
√
3 arctan

2 cosx− 1√
3

+ C.

1.9 Ako je tanx = t, tada je sinx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

, dx =
dt

1 + t2
. Zamenom ovih

izraza u datom integralu dobijamo I = 2

∫

t2dt

(t2 + 1)(t2 + 3)
.

Iz jednakosti
t2

(t2 + 1)(t2 + 3)
=
At+B

t2 + 1
+
Ct+D

t2 + 3

sledi
t2 = (At+B)(t2 + 3) + (Ct+D)(t2 + 1).

Za t = i je −1 = (Ai+B) · 2, pa je A = 0 i B = −1/2.
Za t =

√
3i je −3 = (C

√
3i+D) · (−2), pa je C = 0 i D = 3/2.

Prema tome,

I = −
∫

dt

t2 + 1
+ 3

∫

dt

t2 +
√
3
2

= − arctan t+
3√
3
arctan

t√
3
+ C

= − arctan(tanx) +
√
3 arctan

tanx√
3

+ C

= = x+
√
3 arctan

tanx√
3

+ C.
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1.14 Iz jednakosti
4x2 + 3x+ 2

x3 − 8
=

A

x− 2
+

Bx+ C

x2 + 2x+ 4

dobijamo A = B = 2 i C = 3.

I = 2

∫

dx

x− 2
+

∫

2x+ 2

x2 + 2x+ 4
dx+

∫

dx

x2 + 2x+ 4

= 2 ln |x− 2|+ ln(x2 + 2x+ 4) +
1√
3
arctan

x+ 1√
3

+ C.

1.30 Smenom cosx = t imamo I = −
∫

dt

t+ t2 + t3

1

t(1 + t+ t2)
=
A

t
+

Bt+ C

1 + t+ t2
=

1

t
− t+ 1

1 + t+ t2

I = −
∫

dt

t
+

∫

t+ 1

t2 + t+ 1
dt

= − ln |t|+ 1

2

∫

d(t2 + t+ 1)

t2 + t+ 1
+

1

2

∫

dt

(t+ 1/2)2 + (
√
3/2)2

= − ln |t|+ 1

2
ln(t2 + t+ 1) +

1√
3
arctan

t+ 1/2√
3/2

+ C

= − ln | cosx|+ 1

2
ln(cos2 x+ cosx+ 1) +

1√
3
arctan

2 cosx+ 1√
3

+ C.

1.32 Smenom cotx = t imamo

I =

∫

sinxdx

sin3 x+ cos3 x
=

∫

1

1 + cot3 x
· dx

sin2 x
= −

∫

dt

1 + t3
.

1

1 + t3
=

A

1 + t
+

Bt+ C

t2 − t+ 1

=
1

3
· 1

1 + t
+

1

3

∫

2− t
t2 − t+ 1

dt

I = −1

3

∫

dt

1 + t
+

1

3

∫

t− 2

t2 − t+ 1
dt

= −1

3
ln |1 + t|+ 1

6

∫

2t− 4

t2 − t+ 1
dt

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6

∫

2t− 1

t2 − t+ 1
dt− 1

6

∫

3dt

t2 − t+ 1

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6
ln(t2 − t+ 1)− 1

2

∫

dt

t2 − t+ 1

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6
ln(t2 − t+ 1)− 1

2

∫

dt

(t− 1/2)2 + (
√
3/2)2

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6
ln(t2 − t+ 1)− 1

2
· 2√

3
arctan

t− 1/2√
3/2

+ C

= −1

3
ln |t+ 1|+ 1

6
ln(t2 − t+ 1)− 1√

3
arctan

2t− 1√
3

+ C

= −1

3
ln | cotx+ 1|+ 1

6
ln(cot2 x− cotx+ 1)− 1√

3
arctan

2 cotx− 1√
3

+ C
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Napomena. Ako se uvede smena tanx = t, onda je I =

∫

tdt

1 + t3
i

t

1 + t3
=

A

1 + t
+

Bt+ C

t2 − t+ 1
, A = −1

3
, B = C =

1

3
.

1.34 Smenom x lnx = t imamo da je I =

∫

dt

1 + t3
.

1.36 Parcijalnom integracijom sa u = arcsinn x i dx = dv dobijamo

In = x arcsinn x− n
∫

x arcsinn−1 x√
1− x2

dx = x arcsinn x− n · J.

Ako na integral J tako�e primenimo parcijalnu integraciju sa u = arcsinn−1 x i dv =
xdx√
1− x2

dobijamo

In = x arcsinn x+ n
√

1− x2 arcsinn−1 x− n(n− 1)In−2.

1.41 Smenom cosx = t imamo

I =

∫

t− 1

t(1 + t2)
dt =

∫

tdt

t(1 + t2)
−
∫

1 + t2 − t2

t(1 + t2)
dt.

Dakle,

I =

∫

dt

1 + t2
−
∫

dt

t
+

1

2

∫

2tdt

1 + t2

= arctan t− ln |t|+ 1

2
ln(1 + t2) + C

= arctan(cosx)− ln | cosx|+ 1

2
ln(1 + cos2 x) + C.

1.43 Koriste�i identitete sin4 α + cos4 α = 1 − 2 sin2 α cos2 α i 4 sin2 α cos2 α = sin2 2α, pod-

integralna funkcija se transformixe u
2

(2− sin 2x)(2 + sin 2x)
, pa je

I = 2

∫

dx

(2− sin 2x)(2 + sin 2x)
.

Ako je t = tanx, onda je sin 2x =
2t

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
, pa je

I =
1

2

∫

(t2 + 1)dt

(t2 + t+ 1)(t2 − t+ 1)
.

Iz razlagaǌa
t2 + 1

(t2 + t+ 1)(t2 − t+ 1)
=

At+B

t2 + t+ 1
+

Ct+D

t2 − t+ 1

dobijamo da je B = D =
1

2
, A = C = 0, pa je I =

1

4
(I1 + I2), gde je

I1 =

∫

dt

t2 + t+ 1
, I2 =

∫

dt

t2 − t+ 1
.

Daǉe je

I1 =

∫

dt

(t+ 1/2)2 + 3/4
=

2√
3
arctan

2t+ 1√
3

+ C1,
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I2 =
2√
3
arctan

2t− 1√
3

+ C2,

pa je

I =
1

2
√
3

(

arctan
2t+ 1√

3
+ arctan

2t− 1√
3

)

+ C =
1

2
√
3
arctan

√
3t

1− t2
+ C,

gde je t = tanx.

Primedba: U sre�ivaǌu rezultata korix�ena je formula

arctanx+ arctan y = arctan
x+ y

1− xy
.

1.44 Primenom metode parcijalne integracije, za

u = ln(x+
√

x2 + 1), dv =
xdx√
x2 + 1

,

dobija se

I =
√

x2 + 1 ln(x+
√

x2 + 1)−
∫

dx =
√

x2 + 1 ln(x+
√

x2 + 1)− x+ C.

1.47 Dati integral se smenom x = t2 svodi na integral
∫

2t3 sin tdt. Posle jedne parcijalne
integracije, uzimaju�i da je u = t3, dv = sin tdt, dobija se

I = −2t3 cos t+ 6I1, gde je I1 =

∫

t2 cos tdt

Posle dve parcijalne integracije se dobija

I1 = t2 sin t+ 2t cos t− 2 sin t,

pa je
I = −2t3 cos t+ 6t2 sin t+ 12t cos t− 12 sin t+ C, gde je t =

√
x.

1.48 Ako je t =
√
sinx (x ∈ [0, π/2)), onda je

I =

∫
√
sinx

cosx
dx =

∫

dt

1− t2
−
∫

dt

1 + t2
, t ∈ [0, 1],

pa je

I =
1

2
ln

1 +
√
sinx

1−
√
sinx

− arctan
√
sinx+ C, x ∈ [0, π/2).

1.49 Ako je ex = t, (x ∈ (−∞, ln 2) ili x ∈ (ln 2,+∞)), onda je
∫

5ex

e4x − 3e2x − 4
dx =

∫

5dt

(t2 − 4)(t2 + 1)
, t ∈ (2,+∞) ili t ∈ (0, 2).

Kako je
5

(t2 − 4)(t2 + 1)
=

1

t2 − 4
− 1

t2 + 1
,

to je
∫

5ex

e4x − 3e2x − 4
dx =

1

4
ln
ex − 2

ex + 2
− arctan ex + C za x > ln 2,

odnosno
∫

5ex

e4x − 3e2x − 4
dx =

1

4
ln

2− ex

ex + 2
− arctan ex + C za x < ln 2.
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1.50 Ako je

I =

∫

arctanx

x2
dx, a J =

∫

arctanxdx

1 + x2
dx,

onda je dati integral jednak I − J. Parcijalnom integracijom dobijamo da je

I = − 1

x
arctanx+

∫

dx

x(1 + x2)
= − 1

x
arctanx+ ln

|x|√
1 + x2

+ C1,

a smenom t = arctanx dobijamo da je J = arctan2 x/2 + C2. Prema tome,
∫

arctanx

x2(1 + x2)
dx = − 1

x
arctanx− 1

2
arctan2 x+ ln

|x|√
1 + x2

+ C.

1.51 Ako je

I =

∫

arctanxdx, a J =

∫

arctanxdx

1 + x2
dx,

onda je dati integral jednak I − J. Parcijalnom integracijom dobijamo da je

I = x arctanx− 1

2
ln(1 + x2) + C1,

a smenom t = arctanx dobijamo da je

J =
1

2
arctan2 x+ C2.

Prema tome,
∫

x2 arctanx

1 + x2
dx = x arctanx+

1

2
arctan2 x− 1

2
ln(1 + x2) + C.
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