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M2 - 1. IPEJABAKE

Hparan Topuh

CAIPSRAJ ITPBOI' IEJIA

¢YHRIINJE BAUILE [TPOMEHJLMBUX

IHTAPIHMNJAJIHN M3BOAU N TOTAJIHN ANPEPEHIIWJAJL
UMITJIMHIWTHA ¢YHKIWJA

EJEMEHTW TEOPWJE ITOJLA

TEJITOPOBA POPMYIJTA

JJOKAJIHN EKCTPEMY MU

YCJHOBHU EKCTPEMY MU

OYHKIIMJE BUIIE ITPOMEH/BbUBUX (PBIT)

. CxkynoBu rauaka y R"

. ®BII - ocHOBHU II0jMOBM
3. HuBo nunuje

. I'parnuna BpeHOCT

. Hemmpekun mHoct



1 CxymoBu Tauaka y R"

M3 M1:
® BCeKTOPCKHU IpocTop 7, X = (.1’31_. ..,&y) - BEKTOp, Tauka y " (R(me:re ce
y.. ., Ty, - KOOpIMHATE TAUKE X

u o3nake T,a,..., P, Q,...), 1y
® CRAJAPHMU TTPOU3BOI (:1:._ y) =TIy + Y2 + -+ Tpln

(, )
cey yn)

® CYRIMICKA HOpMa |z| =
Tn) my = (Y1,

e pacrojamse usmelhy rauaka r = (rq,
)2
o+ (T — ).

d(z,y) = |z —y|=/(x1—m)> +--

LO3UTUBAL peajial 0poj

£ OKOJMHA Tadke y 7"
Heka je a npoussosmua rauka y R" u neka je ¢

1. Cxyn U.(a) ceux mavaxa r uz R™ wuje je pacmojame 00 mauxe

Heduaumuja 1
a Mame 00 £ je £-0K0OAUNG MavKe .
2. Cryn U.(a) bes mauxe a je npobyuiena £-0K0AUNG TMAYKE 4 U 0IHAYABA CE CQ

[Ofg (a).
Hakae,
Uca) ={x € R" : d(z,a) < e},
ffe (a) =Us(a)\{a} ={zx e R" : 0 <d(x,a) <}
Cuenmjanuso,

e san=1jelU.(a)=(a—c,a+¢) (unrepnan)

e 3a n =2 je U.(a) yHyTpamLOCT KPYyra ¢ HEHTPOM V @ W MOJIYIPEYHUKOM
€

e 3an =3 je U.a) yayrpammoct chepe ¢ LEeHTPOM Y @ W HOJYIPEYHUKOM

AT T
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OTBOpEeH CKyl

Hedunaunuja 2 1. Tauwka a ckyna A C R™ je ynympawma mavwka ckyna A axo
nocmoju £-okoaura mavke a xoja yeaa npunada cxyny A.

2. Cxyn ceuzr ynwympawnur mavaxa ckyna A je ynympawmocm ckyna A u 03-
Havasa ce ca IntA.
Hepunannuja 3 1. Cxyn A je omeopen ckyn axo je ceaxa we208a MaYKa YH-

ympauta.

2. Ilpaszan cxyn je omeopen cKyn.

ITPUMEPU

1. CBaka c-okosnuna y R" je orsopen crkyu. Arko x € U.(a) u ako je g1 =
e —d(x,a), rana 3a y € U, () Baxn

dly,a) < d(y,z)+d(z,a) < e +d(r,a) =c.
IIpema Tome, Tauka y npunaga ckyny Ug(a), omaocuo

U (x) C Usla).

=
T ey

Ue ~ o b\
- / /r.“ju’ Ex “?(
R A
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\ ¥
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2. NMurepsan je orBoped ckyn y [{, yHYyTpAIImBoOCT KPpyra je OTBOPEH CKYIL Y
R?, yuyTtpammocT cpepe je oTBopen ckyn y R3.
Teopema 1 1. IIpecex KOHAYHO MHOZ20 OMBOPEHUT CKYNOBA je 0MBOPEN CKYN.

2. Ynuja omeopenur ckynoaa je omeopen cKymn.

Okonubna rtavke

Heduaunuja 4 Oxoauna mawke a € R" je ceaxu omeopen ckyn U C R" xoju
cadpacu mauky a. Crxyn U\ {a} je npobywena okoauna mauxe a.



Ha npumep
e S OKOJMHA TAUKe @ je mheHa OKOJMUHA

e OTBOpEn CKYIl je OKOJUHA CBAKE CBOje Taudke

Hedbwuaumuja 5 1. Tauka a € R™ je epanuvna mawka ckyna A axo ceaxa =-
0KOAUNA MaAYKe @ CadPACU U mavke ckyna A u mavwke xoje He npunadajy cxyny
A.

2. Cxyn ceux zpanudHuz mavaxa ckyna A je epanuya ckyna A u o3navasa ce ca
FrA.

Ha npumep
e ['panuna cxynosa (0,1), [0,1), (0,1] u [0,1] je cxyn {0, 1}.

o ['panuna c-OKOJIMHE Tadke a v 1? je KPYHHULA ¢ HCHTPOM V @ U HOJIYIPed-
HUKOM £.

3arBopen Cry

Hedbuauiuja 6 1. Cxyn y R™ xoju cadpxcu cee ceoje 2panuvHe mavke je 3ameope
cKyn

2. Ilpazan ckyn je 3ameopen cxyn.

[Ipumerunmo na je npaszan CKyl U OTBOPEH U 3aTBOPEH.

Hedpuaummja 7 1. Cxyn A C R" je ozpanuyen ako nocmoju no3umueaH peasat
bpoj r maxas da 3a ceaxo v € A samcu |r| < 7.

2. 3amseopen u ozpanuver ckyn y R" je Komnaxman cxyn uau KOMNAKM.

Hus ravaka y R"

Hepununuja 8 Hus (a,) mavaxa y R" xoneepzupa xa mawku a € R" axo ce y
C8AKO0J OKOAUNU MAYKE & HANAZE CKOPO CEU YAAHOBU HU3A (CEU 0CUM KOHAYHO MHOZO
npeur waanosa). ITuwe ce

lim a, = a

n—00

uaAU

ap — a, 1N — 00,
Harie,

e nu3 (a,) KOHBEPIUpa Ka a ako 3a cBaky okosuuny U rauke a nocroju n, € N
Tako na a, € U 3a n > ng

® AKO V3MEMO S-OKOJUHE, VCJIOB KOHBEepreliuje HU3a NocTaje

(Ve > 0)(3ng)(n > ng = d(an, a) < <)



e nu3 (a,) KOHBeprupa ka a ako u camo axko d(a,,a) — 0 kama n — oo,
Mosxe ce moraszatn
l. ma je rpanudna BpeAHOCT HU3A € AMHCTBeHA

2. da HU3 KOHBEPrUpa ako M CaMO aKo K()lleBI)FMI)ﬂj}' HHW30BU ILECTOBUX KOOD-
AdMHAaTa

3. ma Baxku Romwujes kpurepujym 3a KOHBEPTEHHIU]Y

4. ma 30up U NPOU3BOJ KOHBEPreHTHUX HU30BA KOHBEPIUPA]Y

2 &BII - ocHOBHHM 1IOjMOBHI
M3 MI1:
e Oynkmmja [ : XN — Y, 1oMeH, KOJZOMCH, NPABUIIO IPECIUKABAHA
e Cupjekunja (‘'na’) - (VyeY)(Jr e X)y= [(z)
o Nujeknuja ("1-17) - @y #£ a0 = f(x1) # f(x2)
e bujekumnja

e Peamna ¢pynknuja - X, Y C R, odnact gedunncanoctu Dy

Peanna ¢yarnmuja sBume npoMeHJbBUBUX

[Tocroje Beanmuuue, nojase, NPOLECH KOJU 3aBUCC O BUIIC (KOHAYHO WIN

—

YCCKOHAYHO MHOTO ) MeDycoOHO He3aBUCHUX APYTUX BEJIUMUMHA, 110jaBa, IPOLCCA.

e [lospmuue purypa, 3amnpeMuie Tesa
e Lpsuna rena koje ce kpehe

e Bpemnocr espa (y aunapuma)

o ArTmMOChEepPCKN NPUTUCAK

e KpsHu npurucak u nyiuac ojapehene ocode

Nepununmuja 9 Pynruyuja f: X — Y, 20e je X C R" uY C R je peaana pynryuja
BUULE TP OMEHDUBUL.

Bax = (r1,...,0,) € R" u y € R nume ce [ :xX +— y unu f(X) = y nanm
flxy, ..., x) = y. Tlpomenmune ry,To,..., T, CY HE3aBUCHE NPOMEHLUBE WJIH
APTYMCHTH.

Ha npuep.,

o [(x1,...,1,) = ¢ (KOHCTAHTA, KOHCTAHTHA (yHKIU]A)



. f(il"-le---,-il"-n)iifl
L f(Il*~In):I1+I%++T2

o [(xy,x9,23) = sin(x) + cos(xae™))

Yuecro X voske u camo = (f(x) =y) wan P (f(P) =y).

3a n =2 yMeCTo He3aBUCHUX HPOMEHILUBUX X7 U Ty YEeCTO Ce Y3UMajy & U 1,
a ppeanoct Gyarumje ce oznadasa 3a z. Hakae, f(z,y) =2 num z = f(x,y).

3a n =3 yMecTo HEe3aBUCHUX TPOMEHILUBUX T, Ty U T3 YECTO CE Y3UMAajy T,
U Z, a BPEeAHOCT (YHKIU]e ce 03Hauu, Ha npumMep ca u. Hakne, u= f(x,y, 2).

Obaact nedunucanocru PBIT

Rana je pyukumja Buiie 1poMeH/BUBUX OIMCAHA AHAJUTUYKUM U3PA30M Tpeda

ce ONpPEeNeuTA 3a JOMeH (yHKIUje.

Hepununuja 10 Hajee hu mozyhu domen PBII [ 3adame anasumuikum u3paszom
je obaacm depunucanocmu pyrnkyuje [ u onavasa ce ca Dy.

IIPrMEPU

1. fi(zy)— /4 —2%—y? Dy je kpyr (ca xpyxaunom) ¢ nearpom y (0,0) u

NOJAYIPEeYHHMEOM 2.

2. f:(x,y) — arcsin(3—22—1?), Dy je onpebeno yemosuma —1 < 3—r?—y? <1,
Dy je KpysHM IPCTCH KOTa YUHC KPYTOBU NOJMYIPCUYHUKA 2 1 V2.

I'papur ¢BII

Hedununuja 11 'padur dynxyuje [ X — R, X C R" je ckyn 'y C Rt dedun-
ucam ca
Ue={(z1,....200,y) : (x1,...,25) € D, y= fx1,...,20)}.
Y cayuajy n=2wu z = f(r,y) naamo
Iy ={(z.y,2) : (z,y) € Dy. 2= f(x,y)}.

HITO V HEKUM CJIVYajeBUMA HPEICTABILA HOBPUL Y HIPOCTOPY.




Huso nunwuje

Jedpmauiumja 12 1. Cxyn {z € R? : f(x) = c}, 20e je ¢ duxcupan pearan 6poj,
je nueo aunuja pynryuje f: R? — R.

2. 3an>2ckyn {x € R" : f(x) = c}, 2de je ¢ puxcupan peasan 6poj, je Huso
nospw gpynryuje [ " — L.

Ckyn HUBO JuHUja (HOBPIIM) 33 Pa3IMYUTC BPCIHOCTU KOHCTAHTC ¢ YUHU
MPEKY HUMBO Juuuja (LOBPLIK).

v

(@)

IIPUMEPHK

1. f:(z,y)— z* + 4% wuso mumuje cy oapebene ca 22 +y* =c. 3a c < 0 1O
je npasan ckym, 3a ¢ = 0 1o je tauka (0,0), a 3a ¢ > 0 10 je kpyskHULA C
nearpom v (0,0) u noaynpednukom +/c.

2. [ (-I.,y,z) — 3?2+-;_t;2+2'2, HUBO TTOBPIIN Cy ojapehere ca ;E2+j_r;2—|—2'2 =c 3a
¢ <0 1o je upasan ckyi, 3a ¢ =0 1o je tauka (0,0,0), a 3a ¢ > 0 je chepa
¢ nentpom y (0,0,0) u nonmynpednusom /c.

Tepymun HUBO IuHMje je npey3eT U3 KapTorpaguje rie ce KOpuere 1 10jMOBU:
® U30XUIICE - CKYI TAYAKA KOJe UMa]y UCTY HAJIMOPCKY BUCUIHY,

e y300aTe - CKYIl TA4YaKa HA BOAEHUM HOBPHIMHAMA Y KOJUMA je ucta Iy OuHa
BOIC,

e u300ape - CKYHI Tadaka KOje MMA]y UCTHU aTMOCHepPCKd NPUTUCAK,
® U30TEPME - CKVII TAUAKA KOJe UMA]Y UCTY TeMIepaTypy.

Mpesa M30XUIICH Jaje Tperiaenny CIUKY HAruOa 3eMJLUIITA.



3 I'parnuHa BpemHOCT

Tauke gaAroMUIABAILA U N30JIOBAHC TAYKE CRVIIa

Hedbuaunuja 13 Tavwkae a je mavwka Hazomuaasawa ckyna X C R" axo ceaxa
npodYyuLena OKOAURG TayKe a cadpacu mauky ckyna X .

N3 nepununuje cnenm
e (Upe vHyTpallllhe TaUKe CKYVIIA CY TAYKe HATOMUIABAHA TOT CKYIIA.

e Tauka HAarOMHJIABAILA CKYIAa X MOKe Ja IPUIAIA. a MOKe WU Ja He HPUIA Tl
ckyny X (rpanuyba Tadvka Koja He OpUIAa CKYIY).

L CBHHH_ OROJJIMHa Ta4vke HaroMuJaiabalbad CRYILa X cadpirin OeCKOHaYHo MHOTO
Tavaka Crkyna X.
Heduaunuja 14 Tawka a je uszonosana mawka ckyna X ako nocmoju npobyuiena

0KOAUHA MaYKe a4 Y K0Jo] Hema eaemenama ckyna X.

CBaka Tadka CRVYIIa ](-’ NI Tadka Hal'OMHMJJdaBalba MJIKM M30J0BaHa Tadka TO
CRYIla.

I'panuuna speanoct (yvHENMje

[Tpernoctasumo ga je dynsnuja [ achunucana y NpodyIIeHO] OKOJIUHA TAUKe
a € R™.

Hedununuja 15 Pearan bpoj A je 2panuvna epednocm uau aumec gynkyuje f y
mayKky a ako 3a ceaxy oxoauny V b6poja A nocmoju npobdywena oxkoaurna U mavuke

o}
a makea da je f(U) C V. Kaxce ce jow u da | xoneepeupa (mexcu) xa A xada x
MENCU KA G, UMO CE 3ANUCYJE CQ

lim f(r) = A

Tr—a

uAU

flz)— A, x—a.

Y KoJIuKO je GyHrnMnja nepunucana u y TAYKU @, IbeHa BPeJHOCT V TO] TAYKU
HC YTUYC HA DPAHUYHY BPCIHOCT.

W3 oBe nepununuje n qeduHUNIM]e OKOJIUHE CIEIN 14 j& YMECTO HPOU3BOLHUX
OKOJIMHA JIOBOJLHO y3eTn c-orkonune. Jlakmne, A je numec pyurnuje [y Tauku a

ako 3a £ > 0 nocroju 6(2) > 0 Tako na Basku

0<d(x,a)<d=|flr)— Al <c.
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H()TI)HG&H 1 J0BOJbaH yCJIO0B 34 Il()(:T()jdH_)E JIMMECa

Tepymun "o Texn ' aconupa Ha TO 4 Ce T TAYKA a NPUOIMEABA HA HPOU3-
BOJbAH HAYMH, O OMJO KOM TYyTY .

Teopema 2 Peanan bpoj A je epanuvuna epednocm dynwkuuje [ y mauku a axo u

camo axo 3a ceaku Huz mavaka (r,) y Dy xoju mexwcu xa a, nus (f(x,)) mexcu xa
A xada n — .

:g Cx~-> — A’ (hss;_-xz )

e

= .'\ . ‘ /'.l ’/‘ ,'/B:‘”
e

P
~
P

Ha npumep, npase y = kxr ¢y nuso gunuje GpyHKUMU]jE

f(ey) = ==
Ty =———
ke
ca BPEeJHOCTUMA ———.
1+ k2 L
I[Ipema rowme, lin%)f(x1 kr) = wEL na rpasudia spegHoct Gyaruuje [y
r— "

rauku (0,0) He nocroju.
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['panuuna Bpegnoct (yHKIU]jEe HA CKYILY

I'panuuna BpemHocT MOKe Ja ce gepuHunie n y TavdkaMa HArOMUJIaBamha Koje
He npunagajy Dy, OIHOCHO Y IDaHUYHUM TadkaMma ckyna Dy,

Ha npumep, ¢pyurnuja [ (r,y) — nuje pehuHMcana y taukama (r, 1),

AN Te TauKe NPUIALA]Y TPAHUINA CKYIIA Dy. 3a ucnutuBame mocTojama JInMeca
Gyurnuje [y rauru (0,0) HEe MOKEMO IPUMEHUTH IPETXOIHY Ae(UHALN]Y TDAHUUYHE
BPEAHOCTH, jep He nocToju npodyinena okoanna radke (0,0) v kojoj je Gpyurnmja
AeuHucana.

Hedwauruja 16 Hexa je a mavka Hazomuaasama ckyna X C R™ u nexa je dama
dynryuja [+ X — R. Peanan bpoj A je epanuvna epednocm dynxyuje [ y maurxu

O
a wa ckyny X axo 3a ceaxy okoauny V 6b6poja A nocmoju npobyuwena oxoaurna U
o]

mauxe a maxea da je (XN U) C V. Kaxnce ce jow u da [ wonsepzupa (mexncu) na
ckyny X xa A Kada r mexncu xa a, wmo ce zanucyje ca

lim _ f(x) = A.

r—a,rc

2(xn) <V




4 HenmpexkummHaOCT

4.1 INedmHUDUja 1 OCHOBHA CBOjCTBA
Hega je a rpannuna rauka ckyna X C R" u neka je nara pyurumja f: X — R.

Hedbununumja 17 Pynxyuja f je Henpexudna Yy MaAYKU G GKO NOCMOJU 2PAHUNHA
epednocm me Pynxyuje xada r — a Ha ckyny X u axo je

—li}:]clex f(z) = f(a).

T

Ha ocnoBy pedununuje rpadnudie BPpeAHOCTU TO 3HAYM Ja je [ HenpekuaHa
y a € X ako 3a csaky okoauny V(f(a)) nocroju okonuna Ula) tako na Basu

re XNU(a)= f(z) € V(fla)).
Ako je a yuyrpamma Tadka ckyna X, IPETXOMHU YCIOB je
reUla)= f(x) e V(f(a)).

Crenujanno, ako je U jemna € okosmnba, nenpesujganoct (Gpyokiuje f v Tauku a
sHaur jga 3a cpako € > (0 nocroju 0 > 0 tako ga 3a ¥ € X paku

d(x,a) <o =|f(z)— fla)] <

n

Ban=2 = (r,r2) ua=(a,a) To je
V(T —a1)? + (15 — a3)? < 6 = |f(21.29) — flag.as)| < c.

dyurnuja [ je HenpekuIHa Ha CKyIny X ako je HeHpeKUAHA YV CBAKO] TauKu
paroMuiaasama ckyna X. Ha npumep, rkoncranra (koHcranTna (GyHrnmja) je

nenpekuana na R,
Moske ce nokasaru ga je
1. 30up, pasnauka, IPOU3BOJ U KOJUYHUE (Kaj je neuHUCAH) HENpPeKd IHUX

(pyuaKIM]a Takohe HenpexkuaHa (pyHKIM]A

2. KOMIO3MIMja HeNIPeKWIHUX (VHENN]a Takohe HenpekuaHa (yHKIMU]A.

4.2 Tauke, JJMHUjEe, DOBPION IPEKUOA
Tauke crkyna Dy C R" y KojuMa HUCY UCHYEEHU YCIOBU 34 HEIPEKUIHOCT CY

Tauke npexuna pyarnuje [ X — 1.
Ha npumep, dyurnnja

ia)
f . (ZF._ U) . _T2J;i.2: ('1' U) :/é (00)
0, (x,y)=(0,0)
je nepunucana y R?, amu y taukn (0,0) Huje Henpexuana jep He MOCTOjU TPaHUYHA
BpeAHOCT (pVHKIUjE V TO] TAUKHU.
Tauke npekuga mory na obpasyjy auduje wian noppmm y R Ilpu pas-
MaTpamny nperuia GyHEHUje Tpeda ys3eTu Yy 003Up caMo Tauke HAOMUJIABAHA
AoMeHa pYHEIUje, 003UpOoM Ia je V M30JI0BAHUM TaukaMa (pyHKIU]a HelIpeKU JHa.



4.3 CBojcTBa HenpeKUAHUX (YHKIMja HA KOMOAKTHUM CKyIIOBHUMA

Henperunne ¢yHENN]e HA KOMIAKTHUM CKYHOBHMA MMA]y CBOJCTBA KOja Cy
AHAJIOrHA CBOjJCTBUMA HEINPEeKU e peadie (yHKIU]e jedHe peaie IPOMeHLUBe
HA OJCEYKY.

Teopema 3 Axo je K xomnaxman cxyn y R" u axo je [ : K — R nenpexudna
dynruuja na I, mada saxnce caedeha mephema.

1. dynxuuja [ je ozpanuvena wa IN.

2. dynxywja f docmuace na K najmany u najeehy epedHocm.

M2 - 2. [IPEJABAKE

Hparan bHopuh

4.3.2000.

ITAPIUMJIAJIHU MU3BOJIN N TOTAJIHN IUPEPEHIINIAJI
PYHKIIMJA BUIIE IMTPOMEHJ/JbUBUX

1. IMapnujaaau uzBoau npsor peaa PBII
2. Hudpepennnjaduanocr P BII
3. Hudepenuujan ¢BII
4. Tlapnujanau nzBomy Buiier pena PBII
5. Hudepennujasm Bumier pema PBIT
1 ITapuujanau n3Bomu npsor pena PBII

[Mapunjannu npupamraj ¢BII

Hera je X C R™ orsopen ckyn, f: X — R, r € X u neka je Ar; npupainraj
He3aBUCHEe POMEHILUBE T; TaraB Aa (T, ..., 01, T + Arg, 2, ..., 1) € X

HNepununuja 1 Iapyujaanu npupawmaj A; f(x) dyxyuje f y mauku v = (xq,...,2,),
no npomennusoj r; (zenepucan npupawmajem Ax;) za i € {1,..., n}, je paszauxa

spednocmu pynrkuuje [ xoja odzosapa npupawmajy Ax;, -

Aif(z) = flor, .. wimq, @+ Az, wiqq, 0 @) — f(21, 00 Tt T, T, oo, Ty

Ban=2wu f:(r,y) — z napumjaanu u3zsoan Af u Aof o3nauanajy ce u ca

ArfuAyf,

Apfzyy) = fle+Azy) = flay), Ayf(ey) = flo,y+Ay) — flo,y).



() C+ A
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Cuanuno, 3a n =3 u [ (r,y,2)— u je
Aoflz,y,2) = fle+ Ax,y,2) — f(z,y.2),

Ayf(z,y, z) = flo,y + Ay, 2) — flo,y,2),
A f(xy,2) = fle,y, 2+ Az) — f(x,y, 2).

—

o2

Iedununuja napumnjaaHor U3BO A

Ai X .
Hedpununuja 2 Axo nocmoju lim J( ), oHOa My e8pPedHOC 308EeMO NAPUUJAA-

x;i—0 IZ

HuM u38000M Pyrryuje f no npomensusoj r; y mawku T u oznauasamo ca f, (r)

of (x) . of ().

UAU —
Ban=2u [:(ry) — z umamo

Or; dx;

. Ay f(xy) . fle+Axy) — f(z,y)
! . _ ,_’.f . _ T _ T -
fely) = 2wy = Jimy =70 = Jim, A
ooy o Ay fy) L ey + Ay) — f(ry)
Fla,y) = z,(x,y) = lim, TAy Am Ay '

W3 nepunnnuje cuaenmn na je napuujanuu usson ®BII no nupomenmusoj x; yor-
Bapu MU3B0I QYHKIU]E jedne NpoMeHmuBe (;), IPpU 4eMy ¢y OCTAJEe He3aBUCHE
nposMensbuBe Gukcupane. To 3HAUYM Jla 38 HPAKTUYHO HAJAKCHHC HAPIW]AJTHUX
M3BOJA MOTY JIa Ce KOPUCTEe CBA HPABUIA OOUUHOT M3B0aa ((YHKIM]Ee jeaine mpo-

MEHJLUBE ).

TTocTojame mapnujadanx N3BOAA Y HOKO] Tadkn He obezbehyje HenTpeku IHOCT
dhyHurmUje v Toj Taukd (IITO je U U OUEKMBAHO jep ¢e 3a HAPUU]aJHe U3BOIe He
pasvarpajy ¢se Tauke n3 oxkonune). Ha npumep, ¢pynarnumja

f(z.y) _{ %:Ug (z,y) # (0,0)
0, (z,9)=(0,0)

nma napuujanaae uisogae v (0,0),

. f(Az,0) — f(0,0) . 0
! — —
[2(0,0) = lim_ o = Jim = =0,
. f(0,Ay) — f(0,0) ) 0
! .
fy(DT 0) = Alill.lo Ay Agn;lo Ay .

a nuje nenperunna y (0,0).



['comeTpujcka unrepuperanmja

Ban=2mwu f: (r.,y — 2z 0ocroju jacHa reoMeTpPUjCKa WHTEPIPETAL]a
napumjanuux ussoga fp u fyy tausu (a,b). Ako je p(r) =
rpadur QyHruuje @

= f(x,b), Tana ce
HOBPIL) U PABHU

(kpuBa (') mobuja v upecery rpadura Gpyuuuje f (Heka
b.

—

Py - o . ’l// .b a2 s Mg ,1.}"_
% (a,L .
>, ; =i, '
7’/ tam k= L(/ (Q) == :é;:»(_ (q\v L‘ﬁ)

Kako je fi(a,) = f

(@), To 3maun ma f.(a,b) onpebyje nomomaj Tanrente
a, opnocuo y radku (a,b, f(a,b)) nospum (rpapura gyn-

fifab).
2 JTndpepernnujadumaoct PBII

kpuse C' y Tadkud &
kumje f).

Canuno Baxu U 3a

Hebununuja

Hera je X C R"™ orsBopen ckyn, f: X — R, v € X u neka je

Ar = (Azy, ..., Axy)

BEKTOP IPUpAIITA]ja He3aBUCHUX NPOMEHLUBUX Takan na © + Ar € X.

Hepuannuja 3 Tomaanu npupawmaj Af(x) dyxyuje f y mavku x, eenepucan npu-
pawmajem Ax, je pazauka gyrnkyuje [ y mawkama v+ Ax u x.
Iakumne,

Af(z) = flz+ Ax) — f(z).
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Hedununuja 4 Pynxyuja [ je
1. dupepenyujabuana y mauxy r axo je
Af(z) = AjAxy + AyAxy + - - - + Ay Az, + o |Az]), Az — 0,
2de cy Aq,.... A, peaane xonmanme.

2. oupepenyujabuana na X axo je duepenyujabuana y ceaxoj mavwku cxyna X.

3an =2 pynrumja [ :(r,y)+— z je mupepenumnjadunna y tauru (r,y) ako je
Af(z,y) = AAx + BAy + o (\/A:v? n Ayz) . (Az, Ay) — (0,0)

3a A, B € R. Axo je JAr? + Ay? = p, yeaos qudepennnjabuaaoctu je
Af(x,y) = AAxz+ BAy+o(p), p— 0.

Heonxoann ycmoBu gedepeHnnjaduianocTu

Hera je nara ¢pysrumja f: X — R, roe je X C R™ orBopen cryIL.
Teopema 1 Axo je [ Jufepenyujabuana y mawku xr € X, mada [ y mauku r uma
cae napyujaare uzsode npaoz peoa.

Joka3. M3 npernocraBke aupepeHnnjaduIHOCTI cIenm aa je
Af(x) = A1Azy 4+ AyAxy + - + A Az, + o|Az]), Az — 0.

3a
Ar=(0...0Az;0...0), Ar;,#£0,

rae je i € {1,...,n}, umamo na je |Ax| = |Ax;|, a Totamanu npupamraj Af(zr) ce
CcBOMM Ha napuujasnu npupamrtaj A;f(r) 10 IpoOMEeHILUBO] ;.
M3 jeqnakocTu
A f(z) = AjAx; + o |Az,))
n00OUjaMO
Aif(x)

lim ’ = A;.
Azi—0  Ax; ‘

. . . ’l p . . . i
[Ipema tome, nocroju f, (1) n jemnax je A;. W
W3 reopene caenn na 3a upupanrraj audepennujadunne (pyHKIUA]E Y TAYKU

£ BaysM

Af(z) = fo (x)Azy + -+ fo (2)Azn + o(|Az|), Az — 0.



Teopema 2 Axo je pynxuyuja [ oudepenyujabuana y mawku a € X, mada je ona u
HENPERUONA Y MAUKY (.

Hokas. W3 npernocraske audepeHnnjadUIHOCTI M HPETXOAHE TeopeMe CJiequ

Af(a) =" [l (a)Ax+o(|Ax]),  Ax — 0.
k=1
Kako napaujassnu ussoam nocroje, to je
lim A =0,
Al B =0
OMHOCHO 38 Ar = x —a je
f(e) = f(@) + Af(a) — f(a), ©—a.

[Tpema Tome, f je menperkumuna v tauku a. W

Iakme, neonxoauu yciaosu audeperHnujadunnoctu GyHrnuje [ vy Tadyku a cy:
® [IOCTOJAIE NMAPHUJAJHUX U3BOJA Y TAYKU «

® HENPEKUIHOCT (PYHKIUjEe V TAYKH @

Hujenan on oBux veaosa, HUTH 0oDa 3aje g Ho, HUCY TOBOJLHU 3a JU(pepPeHIm-

jaduanoct pyurnuje [ v Tauyku a.

HoBomuu yeaosu gedepenunjaduianoctu

Hera je X C R™ orsopen ckyn u neka dyuruuja f: X — R nma cse napiu-
jajHe M3BOJE HNPBOT peaa Yy OKOJUHU Tadke a € X.

Teopema 3 Axo cy ceu napyujarnu uzsodu npeoz peda Pywkyuje [ y mauru a
Henpexudnu, mada je pynxuyuja [ oudepenuujabuara y mauru a.

Hoka3. Panu jegnocraBHocTn nat je Aokas 3a N = 2, a AHAJOTHO Cce IJOKa3yje u
ONIITU CJydaj.

Ako je a = (z,y), pyvurkumja f uMa napuujadne uU3Boje v CBAKO] Tadyku (T +
Ax.y+ Ay) sere oronune Us(a), upu gemy cy v ¢amMoj TAQYKA @ OHU HEIPCKUIHU.
[Ipmvenonm Jlarpamsose Teopene (3a Gynrnujy jeane nposvensmsuse) na [, r+Ax]

(omuocno [+ Az, x| ako je Az < 0) una [y, y+ Ay| (omocno [y + Ay, y| aro je
Ay < 0) modujamo

Af(z,y) = f(z+Az,y+Ay) — flz.y+Ay) + f(z.y + Ay) — f(z.y)
= [alcLy+ Ay)Ar + fy(x, c) Ay
= (fl(a,y) + )z + (fi(z.y) + B)Ay
= file,y)Ax+ fi(e,y) Ay + aAr + FAy

riae je ¢ € (v,x + Ax), ¢a € (y,y + Ay) n rae cy o = oAz, Ay) u 5 = 3(Ay)
Oeckonauno mMase peaudunne 3a (Ax, Ay) — (0,0).



Kako 3a p = |(Az, Ay)| = /(Az)? + (Ay)? Baxn

oAz + BAy| <
P

Al
o] —

+ |3

A\
1290 < ap 1181 — 0
P

upu p— 0, 1o je

aAx + Ay =o(p), p—0,
na je f audepennujadbunana y rauku a = (r,y).

Cryn cux dyurnuja [ X — R koje y cBakoj tauku a € X nMajy HCIPCRUIHE
CBE maplUujajdne UsBoje NPBOT peia osnadasa ce ca CHX). M3 teopeme caenu
na cy ¢yarouje us cxkyna CHX) mupepenujadumnne.

3 udepernujan ¢BII

Hedpuannnja

Hera je X C R™ orBopen ckyn u Heka je dyornuja f: X — R mudepennmja-
OustHa y tauyku r € X.

Hepununuja 5 Juneapnu deo (y odnocy na Axr) momaarnoz npupawmaja @ym-
xyuje [ y mavwku x je momaanu dupepernyujan uau camo dudpepenyujan gyrnxyuje f
Y mauky T u o3navasa ce ca df ().

Kako je

Af(x) = fi (x)Axy + -+ fI (2)Ax, + o|Ax]),

TO je

Af (x) = f1, () Ay + -+ fi, () A,

HITO 3HAYM Ja je audepennujan jeanosnadno oapeben. 3a f(x) = x; nodujamo
na je df (r) = dr; = Az, na qudepennnjan Moke Ja ce 3aluile Uy 0OIUKY

df (z) = fo (z)doy + -+ fo (x)dx,,

IIpU YeMy je fi,z_darz- napuujannu gudepennujast GyHrnuje [ v TAYKU T KOJU Upe-
craBpa auHeapuu neo napuujananor npupamrtaja A;f(x) dyurnuje [ v taukwm .

Ban=2u pyusuujy [ :(r,y)— 2z miamo na je
df (w,y) = [, y)de + [, (x,y)dy,
asan=3u pyukuujy [ :(r,y,2)— uje

df (v, 4y, 2) = folw,y, 2)de + [ (v, y, 2)dy + fl(x,y, 2)dz.
CsojerBa audepennujasta

3a mupepennujan PBII Baske ucra npasuiaa kao 3a guepenuunjasa @yHKIL]a
jemHe npoOMCHILUBE.
Ha npumep, 3a f,g € CY(X) u ¢ € R Baxn

f

d(cf) = cdf, d(f+g)=df+dg, d([g) = [dg+gdf, d (‘) B It L

e (g #0).

9



4 ITapumjamamu n3Boou Buiaer pena PBII

[Tapuujanau usBoaum aApyror pemna

Hera ¢yormnuja f: X — R, X C R" uma y okonuau U Tadke a napuujaianu
ussox f, (). Tama je on takobhe dpymrnuja n npomenmusux, f, U — R.

Hedpununuja 6 Axo nocmoju napyujasnu uzeod gynxyuje [, no r; y mauwru a,
308eM0 2a NAPUUIAAHUM U38000M 0pY202 peda Pynryuje [ y mawku a U 03HA4ABAMO

92 f(a)

O ;0x;

ca [y, (a) uau

Hakumne,
foa, (@) = (17,)3, (@)

napuujagHux M3BoJa APVIOT pera. 3a i # j ¢y

92f(a)

Oyuknuja [ uMa VEYHIHO 12

MENIOBUTU HAPIN]ATHN U3BOIN, & 3a 1 = j KOPUCTU Ce O3HAKA f;’z(a.) NI
i

dr?
2. ¢ o (s ~ . " " " 1
Ban=2wu f:(r,y) — z nmamo f R vy
2, _ . . ~ B " 1 " " " 1 " " "
Ban=3u [:(ry z)—wumano [, [ L Jons Toys Ty [l S0, 0 J1.

[lapuujanuu n3soau k-tor pena

[Tapuujannm mwzsomm k-tor pema (k> 2) ce gedunumy Kao Hapiujaanu
uszBoau k — 1-Bor pena.

n 1 "
zx Jzyr Jyz

MOMEMO O[ApednTI IIdI)L[deHHI{I n3BOI0 110 T U IIE’l[)LI,IJdeHHI{I HU3BO/ 11O . Tako

Ha npumep 3a f: (x,y) — 2 33 ¢BAKM OJ] HAPUN]ATHUX U3BO I u

"
yy ; i
nobujamo 8 (= 2°) napuujannux nssoga tpeher pemga

fﬁf " fH.F " f:":"f fﬁf "t 1"
adr Jaty Jawyws Jxy? Jya? Jyay JyPxr Sy

16 (= 24) mapnmjannux M3BoIA YETBPTOL PEa,..., 2k napumujajgaux u3somaa k-tor
peaa.

-]eﬂHi—lH()(lT MEIIOBHUTHUX IIH.I)LLMjH.I[HMX N3BOda

Teopema 4 Hexa je X C R? omeopen ckyn u nexa gynwyuja f : X — R uma y

oxoauny U mauxe (a,b) € R? napyujaane uzeode Jos gy [y Lo A0 cy dynmyuje
" "

u nenpexudne y mayuxy (a,b), mada je

Ty yx
72, (a.b) = flu(a.b).

Iokas. Mzabepumo § > 0 tako na 3a |Az| <0 u |Ay| < 0 rauka (a + Az, b+ Ay)
npunaga okoguau U, Tana je na (—4,0) x (—4,6) nepunncana (pynxumja

g(Az, Ay) = fla+ Az, b+ Ay) — fla+ Ax,b) — f(a,b+ Ay) + f(a,b).

Ako je
p(x) = f(x,0+ Ay) — f(x,b),



Taga upusenom Jlarpauskose Teopeme nooujamo
g(Ax, Ay) = pla+ Ax) — p(a)
= ¢(c)Ar
= (faler.b+ Ay) = fr(c1,0)) Az
= [a(a1, ) AyAz,

rae jea<c <a+Arub<cy<b+ Ay.
Cauyno 3a
U(y) = fla+ Ax,y) — fla,y)
MMAMO
g(Azx. Ay) = U(b+ Ay) —(b)
= W(e)Ay
= (fjla+Ax,c5) — fy(a,cs)) Ay
= [fye(ca, c3)AxAy,

rne je b<c3<b+Aywmua<ecy <a+ Ax.

[Ipema ToMme,
f«‘fjfy((jl: CZ) - f;;n((_?zl_. Cg),

Kako e,y — a vana Ar — 0 u c9,c3 — b kana Ay — 0, u3 "wenpeknanoctu

. " " .
(hyHEIU]A n vy rauku (a,b) caenu jeanakocT

Ty yz
f:;;(a‘ b) - f;’;(({ b)

wro je u rpedano noraszatu. W

[Ipunienom oBe Teopeme godujamo

e Aro dyurmuja f: X — R, X C R" nva menpekuie napuujajiine U3BO e
" "
Ii‘rj .?L‘_.)G'L‘.i

y raukn a = (aq,...,a,), Taga je

(@) = f2 ().

&

e AKO Cy HENPEKUIHU MENIOBUTHU HapIU]jaldHu U3BOIN BUIIET Pea OHa BaKe
aagorge jegnaxkoctu. Ha mpumep, 3a n =2

H m Uy
a2y = f.rya: = fya:?'

Y toMm cayuajy yaecro 28 mvamo b+ 1 pasmmuuTux nmapimjalHUX U3BOIA
pena k.



Y €JI0B HEUPEKUIHOCTU MEMIOBUTUX HaAPLIUjaJHUX M3BOJAa je Heonxogan. Ha
npuMep, 3a

fag) =4 e (z,y) # (0,0)
0, (z.y) = (0,0)

70,0 = —Lu f7,(0,0) = L.

5 Ilndpepernujasnu Bumnier pena PBII

Hudepenumnjan apyror peia

Hera je ¢pynrnmja f: X — R, X C R" audepennujaduiana y OKOJIUHN TAUK
x. Axo je df anpepennujadunna Gyusnnja y rauku x, taga ce df(r) neguunca
ca
& f(x) = d(df (+))
30Be qupepeHnujan apyror pega Gpyuaknuje [y radukm . Y tom emucay ou df (-
OUoO MupepeHnmnja npBor Pea.

M3
—~0f(x) ,
If (x
df () = 2o, T;
ciaeau
. od
d*f(x) = (f dl idx;.
g=1 =1 i=1

3a ersucTennujy dzf(ﬁ[‘-) HEONXOIHO je NOCTOjale HapIUjallHUX U3BOIa IPY
ror pemra, a JOBOJLHO J€ da TU W3BOIU OVAY HENPEeKUIHU YV TAYUKU .

Ha upumep, 3a n =2

BEf = d(fide+ fldy)
= (fodz + fidy)yde + (frdz + f,dy),dy
finda® 2 f7 dedy + f,di?
Moxe n

0 o\’
o &*f(x,y) = (d dzr + duda) f(z.y), rae je

2 , 2
0
(C)C;(h) = [ da®, (dz du) = fo,dy?
26— (qw gy (T T} (4F
= (7 57) (i)



Cuauuno 3a n = 3 goduja ce

0 0 o\
df = (dlda“—l—ddu+d d) f

= foda®+ fody’ + 7 dz? + 2/ dedy + 2 [ dedz 4 2 f) dyd=

fow oy fo2\ [dr
= (dv dy dz) | fo. Toy [ dy
I 12, L) \dz

Hudpepennujan k-tor pena

d*f(z) = d (d* ' f(z)) .

Basxn

0 G, g
d*f(x) = (d—rlda,l + -+ 5 d:z:n) f(x),

)T

rie je

dx; dxm '

I3

( 0 (ll‘) = d dzl*,  dx" = (dx;)™.

3an=2uk=3 nodbuja ce

3
Bfr.y) = (j au+§dq) f(,v)

_ f”%i +_3fm d$2dy'+:iﬂ;2dxdy2_+‘ﬂﬁdy3

M2 - 3. IIPEJJABAILE

Hparan Hopuh

11.3.20009.
I/IMH.HI/IHI/ITHE PYHEINJE
1. IMapuujasHu M3BOAY U AU(PEPEHITAjaJI CIIOKCHUX (PYHKIUjA

2. Er3aucrennuja m auepeHnujaduIrHoOCT UMIIIUIIATHE QYyHKIIAje

3. TaHrenTHa paBaH M HOpMaJia IOBPIIN



1 ITapnujasan n3Boau U M epeHINjaJI CI0KEHNX QYHKIUja

Tapumjanan ussoan pynkuuje g : (x,y) — [(u(z,y))

Axo je g(x,y) = f(u(x,y)), Taga ¢, modujaMo 10 TPABUIY M3BOIA CIOKCHE
dyukuuje jeane npomenssuse (x), 1ok je apyra ¢urcupana (y). Cuaumuno 3a g;.
Hakme,

9o = futly, 9, = fouy,
Sa nmudepennnjan dg Bakn
! . I 7 r ! . r o ! ’ . I 7 /
dg = gydx + g,dy = fude + fu,dy = [ (u,dr +w,dy) = f,du.
Y )
Ha opumep, 3a g(x,y) = arctan = u u(r,y) = = umamo g(z,y) = f(u) = arctanu,
T T
na je

dg = fldu
1
= ——-du
1+ u?
1 y
- ()
1+ y?/a? T
B 1 xdy — ydx
1+ y?/a? 22
Y T
= ——dr + dy.
22 4 2 22
W3 nocnenme je JHAKOCTHU CJaeqd ga je
' Y / €

(] e . — T A a4
Yz .EQ + {}2 ' gy _];2 + yQ

Wssoxn ¢pyuruuje g:x— f(u(x), v(x))

Heke ¢pyvurumje jenpe NpoMEHBUBE MOKEMO HOCMATPATH KAO (VHKIU]E OBE]Y
(Wan BUIIe) TPOMEHJLUBUX, [IPU YeMYy apryMeHTH 3aBuce oJ jexne (ucre) npo-
venspuse. Ha npumep, 3a ¢pyaruujy g :x — "% Momemo yzetu

g(z) = flu,v) =u", wu=ux, v=sinxz.

Ropucrehu napuujanue ussomge ¢yurimumje [ MOKEMO JEIHOCTABHUJC OAPCIAUTH
n3Bok (pyHKUU]E g.

Teopema 1 Axo cy gynkyuje v : [a,b] — R u v : [a,b] — R dupepenyujabuane y z,
a gynryuja [ X — R, X C R? dupepenyujabuana y mawwu (u(z),v(x)), mada je
pynrkuuja g - x — f(u(z),v(x)) dudepenyujabuana y mavky r u 8axncu

¢ (2) = f(ule), o(@)e (@) + f(ule), o(z))(2).



JTOKA3.

e [Ipupawmraj Ar oapehyje upupamraje Au u Av.

e I3 npernocraske audepeHnnjadbuaHocT 3a [ UMamMo
Ag=Af = [l(u,0)Au+ [l (u,v)Av+ 0 ('\/ Au? + AUQ) . Az — 0.

o |3 InpeTxoagHor CJaeamn

Ag ! AU. ! A'U AU- 2 A"U 2
Ax ”AJ:+ ”AI+O (AI) - Azx ’ .

L] I/II‘} lIperTinocraBre ,E[M{i)e[)EHLUAjdﬁMHH()(STM 3a U M U, Kala AI — D ,E[U(')L‘Ij A MO
! rot ot
g :fuu' +fvl"‘ .
Ha mceru nauunn ce ,EL()HHLT%_’_\;’je da 3a {1)}-’HHHM‘1}’ q ,Z[e{l)I/IHIA(ZaH_V ca

g(r) = fluy(z),us(x), ... up(x))

BaAHN
!/ / ! ! ! !
q :f14.1u'1+fugu'2+”'+funu'n'

[MTapuunjamau ussoau pyusuuje g : (z,y) — flulx,y),v(z,y))

[IpernocraBumo cana na je g(x,y) = flu(z,y),v(r,y)). Purcupamem upo-
MEHJLUBE 1 MMaMO HapUUjaJHd U3BOA QyHKUMUje ¢ 0O & Kao U3BOH (yHKIUje
jense npomensuse (nperxomnu coaydaj). Camdno U 3a HapuujaJHyd W3BOI HO Y.
Iakne,

= S+ F ol = fal, + 0,

Ha npumep, 3a g(z,y) = e®sin(z + y), u(r,y) = xy v v(x,y) = r + y umamo

glz,y) = f(u,v) = e*sinv, na je

I 1o 1o
g:c — uu':_c + fvl’m
wo ; u
= e sInv-y—+ € cosv

= e™(ysin(x +y) + cos(x + y)),

r_ 1o ]
gy - fuuy + fvl'|y
e'sinv-x+ e“cosv

e™(xsin(x + y) + cos(x + y)).

Ha mern naunn 3akmydyjeMo 1a 3a GyHEOU]Y ¢ deQUHUCAHY ca

glz,y, z) = flu(z,y, z),v(x,y, 2), ..., w(z,y, z))



BaXRU
= Fil o S+ fa,
ro 1o ron
9, =, + Lo, + -+ fLwy.
9o = furz + fvs + -+ fuw.

Hunpepenmmjaa pyuruuje g: (v, y) — flulz,y), vz, y))

Aro y dg = g dx +g;d-y 3aMEHUMO U3pase 3a ¢, u g; 100ujaMo
dg = (fouy + fool)de + (fou, + fiv,)dy
= fuluyde +wdy) + f(v,dz + v,dy)
= fldu+ fldv

I[Ipema Tome, muepeHnnjas je MHBAPU]JAHTAH HA TO JIa JU CY apTyMeHTHU
(HVHEIU]e He3aBUCH UK ¢y (VHRKOUje IPYTUX NPOMEHLUBUX .

2 Ersucresnuja n mudpepeHnNjadMNJJIHOCT UMIJINIUATHE (yH-
KIje

Mynaunuraa pynknuja

Jemnaunna F(r,y) =0 ca ase nenosnare r U y MOKe Y CKYILY PEAJIHUX OPO-
jeBa ma MMma jeHo WIKM BUIIE pellema, a MOyke M Ja Hema periema. Ha npumep,
jemnaunna 2 + y* = 0 uma camo jeano peweme (0,0), jeanaunna =2 +y* +1=0
HeMa pemema, a jeadaunba 2 + 42 — 1 = 0 uMa HeCKOHAUHO MHOIO pellema.

Jemnauuna % + y? — 1 = 0 gepunume dap ase pynrnuje (Ha npusep, y y
sapucnoctu on x) na [—1, 1]. Ha npumep,

frrx—=V0I—2%2 g:o2——VI1-—212

Ha nu jenquauunna e’ +y— o+ Inx =0 gepunnme nexy dpyuruujy (y y 3asuc-
HOCTU O T WM OOpHYTO)?

Y COBU er3ucTeHiuje UMINIMIUTHe QYVHKIU]e jeJHe HPOMEHILUBe

Teopema 2 Hexa je X C R? omeopen ckyn u nexa dynxyuja F @ X — R uma
caedeha ceojcmea:

1. F' je nenpexuona dynxyuja na X,
2. nocmogu (7o, 1yo) € X 3a xojy je F(xq,10) =0,
3. F; je nenpexuona pynruuja na X,

4. F,(ro,y0) # 0.

Tada nocmoju okoauna U x V' mauxe (g, 1y) v jednosnauno odpehena nenpexudmna
dynryuja f 1 U — V maxea da je f(xp) =yo u F(x, f(x)) =0 3ax € U.



Jokaz. [Ipernocrasumo na je Fy!(ﬂf(]:y(}) > (0. 300r wenperugnoctTu yHkrnuje F;
HOCTOjU OKOJIMHA Tauke (To,yo) KOja je y X my kojoj je F)(z,y) > 0. Ako je
[xg—av, zo+a] X [yo—b, yo+b] npaBoyraonuk y toj okoaunu, tana je F(xq, yo—b) < 0
u F(z0,50 +b) >0 (jep je F(xo,y0) =0 u F(x0,y) >0 3a y € [yo — b, yo + b]).
300r menpekuaHoctu GyvHEOUje F amamorme Heje IHAKOCTH Bayke U Y HEKO)]
OKOJIMHU TadKe Tg, a TO 3HAUM M Y HEKOM OJACEUKY [To — a, o+ al. llakme,

Flz,yo—b) <0< F(z,y0+b), x € [1rqg—a,xq+ al.

3a dukcupano v € [1g— a, ro+ al pynkuuja F(z,y) nepunume pyuruujy no y ua
[o—b, yo+b] KOja na KpajeBuMa MMa BpeAHOCTU PA3IUYUTOT 3Haka. [Ipema Tome
nocToju Bpesuoct Yy € (yo — by + b) 3a kojy je F(x,y) = 0 (Komn-bonnanosa
TeopemMa 3a (yHEOUje jeane npomenssuse ). Ta spennoct y medunume (yHKIU]Y
[:U—=V.rue je

U= (ro—a,z0+a), V=(y—buy+b), flr)=y, [flzo)=1o.

Jlorasknno jom ma je ¢pyurmuja [ menperkumgna na U. JloBomno je mokaszatu
HEHPEKUJHOCT Y TAUKU Lo Jep CY UCTU YCJOBU U Y ApyruM tadykama ckyna U,
[To koncrpykuuju Gyuknuje f je

|f(x) = f(xo)| = |y — wol,

mwro 3sayun ga je [ wenpexuga vy ro. N
HapaBno, npoMensuBe & 1 ¢ MOTY Ja 3aMeHe yiiore.

JTupepeHnunjadnaHocT UMIANIUTHE QYHRIK]E jeHe TPOMEHIBUBE

Teopema 3 Heka saxce ycaosu npemroone meopeme u Hexa je jow dynryuja F,
nenpexudra na X. Tada je pynryuja [ u3 npemzodne meopeme nenpexudno dupep-
enyujabuara wa U u eaxncu

_Fix, /()
Fyfe, [(2))

Hoka3. 3a x € U nocroje ¢ € (v,0 + Ax) u ¢ € (y,y + Ay) (Jlarpamwkosa
TeopemMa) TAKBU ja je

) =

AF(z,y) = Fle+Ar,y+Ay)—F(z,y+ Ay) + F(z,y + Ay) — F(z,y)
= F(cr,y+ Ay)Ax+ F(x,c3)Ay
Karo je AF(x,y) =0 (300or koncrpyknuje gpyurnuje [), To je

Ay  Flle,y+Ay)
Ar Fé(a?. c)

: nl) nlj :
W3 npernocraske o Henpekuanoctu Gpyurnuja F, u Fy cread ga je

o Fury)
f(i)iiiFé(m,y)' |



WNynmunutoaa ¢yHEOM]a BULLE TPOMEHLUBUX

3a (YHKOMU]Y BUIIC TPOMCHILUBUX KOja je AeUHUCAHA UMINIUIUTHO BaMKU
anajgoruo tpbheme. Panu jemnocraBnocTtu, oBae ce mgaje gopMmynanuja onaro-
Bapajyhe Teopem 3a GVHEUU]Y IBe HPOMEHJLUBE.

Teopema 4 Hexa je X C R® omeopen ckyn u nexa dynryuja F 2 X — R uma
caedeha ceojcmaea:

1. F je nenpexudna ¢pynxyuja na X,

2. nocmoju (ro, Yo, 20) € X 3a xojy je F'(xo, 10, 20) = 0,
3. F je nenpexuona gynryuja na X,

4. Fl(zo,y0,20) # 0.

Tada nocmoju oxoauna U xV maure (o, yo, 20) U je0noznawno oopehera nenpexuona
dynruyuja f: U — V maxea da je f(xo.y0) =20 u Fl(x,,y, f(z,y)) =030 v U.
Y3 0odammnu ycaos, F € CH(X), sa dynwyujy f eamcu f € CH(U) u

Fiz.y f(zy) J () = Ry fxy)
Fiz,y f(z.y) 7 Fi(z,y, f(x,y)

Hakmne, ako je pyurnuja [ (r,y) — 2 gepunucana uvnannnrao ca F(x,y, z) =

Laey) =

0, raga je (y ckpahienom 3anmcy)

I
ﬁ:;é.ﬁ:

Fy
-2

Jlamwum juepedyupamemM 10 T, OJHOCHO ¥, H00K]aMo

[ ~FLF2 428 P — P FY
z2 ?

Fr2
"o o2 & " ! / 1" ,2
,  —FuF2 4 2F.F,F. — F4F,
v Fr‘z !
" 12 " I nl " I nl " IRl
ff.’ _ 7Fq3sz +F$2FUFZ+FLFZFZF27FZQF$FQ
Ty sz2 .

CucreM KOjU AeduHUILTE BUIIEe UMITAIUTHAX (YHKIN]A

[Ton onpebenum ycaosuma cuctem
Flz,y,z)=0, G(x,y,2)=0

()ﬂ])eb_\"ie JBe MMITIHMIIMTHO ﬂe{i)MHMCE‘lHe {1)VHKL[M]8 f . = y un g L r =z Y
OKOJIMHIM HCEC Ta4KCe,
~ ! !
Miﬁ OBOT cHMCTeMa e JO0OMu]a CHUCTEM 3a f n g

Fl + F;y' + Fl2 =0,

G+ G‘;y’ + G2 =0.



3 TamrerTHa paBaH M HOpMAaJia NOBPIIN

Heka je S nospm y upocropy u neka je M(xg, yo, 29) Tauka T¢ HOBPILX.

Taurenrna paBal

Jlepuaunuja 1 Axo nocmoju pasan T, K0joj npunadajy MarzeHMe CBUT AUHUIA
xoje cadpace mauxy M u xoje cy na nogpwu S, onda je T MaH2eHMHA PABAH NOBPULU
S y mauxku M.

[MTpernocrasumo aa je nospur S rpadus Gyuruuje f @ (r,y) — 2z gare mum-
naunutao ca F(x,y, z) = 0.

Teopema 5 Axo je
1. dynryuja I oudepenyujabuarna y mausu M,
2. (Fy(M),F,(M),F.(M)) # (0,0,0),
mada mavzenmua pagar T nospwu S y mauwku M nocmoju u mena jednaduHa je
F/(M)(x — ) + FI(M)(y — yo) + FI(M)(z — 20) = 0.
JTOKA3.
e Jlunuja C' na nospmm S MOKe Ja ce OIuIle mapaMeTapCeky ¢a
r=ux(t), y=uylt), =z==z(t), tEe€la,bl,
upu demy cy koopaunare rauke M oapehene ca tg.
e Bexkrop (2'(ty).y'(to). 2'(to)) je BerrOp Tanrente kpuse C'y tauxn M.
e 3a rtauke (w(t),y(t), 2(t)) kpuse C Bawn
F(x(t) y(t), 2(t)) = 0.
e Jlupepenuupamen o t godujamo ma je y raukum M
FI(M)z'(to) + F;[ﬂf)y’(tg) + FI(M)2'(tg) = 0.

e 3 nperxoane jelHAKOCTH CJIeM JIa je BeKTOp TanrenTe kpuse ' HopMaan

na sexrop (FL(M), F, (M), F.(M)).

e Kako TO Bamu 3a CBAKY KPUBY Ha MOBIIKU S, paBaH T IIOCTOjU, a IPETXO IHU
BEKTOP MOKEMO y3eTu 3a BexkTop HopMmasie Te pasau. W
Ako je nospum rpadur eKClIMIUTHO gate dyuknuje [ (x,y) — 2, Taga je

Flz,y,z) = f(z,y) — =
Kako je
(M) = [i(z0,40): F;(ﬂ” = f;(ﬂ’oeyoL (M) = —1,

jeqHAUYMHA TAHTEHTHEe PABHU je

z =20+ frlzo, yo)(x — o) + fo (0. y0) (¥ — yo)-



lNeomerpujcra nntepuperanuja audepennujaaa

Ako je pyuruuja f:(r,y) — 2 qudpepenumnjadbuana y rauru (a,b), rana je
dz = fi(a,b)dx + f,(a,b)dy.

[Mospu koja je rpadur pynkuuje f uma y vauku (a,b, f(a,b)) ranrenrny pasan
ynja je jegHadvnHa

== flab)x —a)+ fi(a.b)(y - b),

OJHOCHO

Az = fl(a,b)Az + f;(a_, b) Ay
3a Az =x—a, Ay=y—bu Az=2—c.

[Tpema tome, 3a Ar = dr n Ay = dy duhe u Az = dz, mro 3naum ga je
npupaiiraj Taureatae pasuu y tauku M jennak nmudepennujany v taurm M.

Hopmana nospim

Hedbunuruja 2 Ilpasa | xkoja cadpacu mawxy M nospwu S u xoja je nopmaata Ha
maHzenNmHYy pasan T me nospwu y mawku M je mopmana nospwu S y mauku M.

[Tpu ycaobuma nperxogne reopese HopMadaa nospmu S y ravykun M nocroju
U HLEeHA JeHadYuHA je
£ — T Y — Yo Z =0

Fi(M) ~ F/(M) ~ F/(M)’

OJHOCHO
& — Iy Y — Yo 220

filzo,0) f1 (0, 40) ]

38 eKCILIUIUTHO gary (pyuruujy f.

M2 - 4. IIPEJABAILE

Hparan bHopuh

18.3.2009.
EJIEMEHTHU TEOPUMJE IIOJLA
1. I'pamujeHT 1 M3BOA y CMEpPy JAAaTOr BEKTOpa

2. BekTopcke (pyHKIMje CcKaJIapHOT apryMeHTa

3. CraJjiapHo 1oJne



1 I'pamujeHT M M3BOO y CMepPY OaTOTr BeKTopa

[TojmoBu zpadujenm U w3800 y cmepy 0amoz 8eKmMOpPa e KOPUCTE YV TeOPUjU
nosma. OpBae ¢y 0BU HOJMOBU JATH Y OUIITUJEM CJyda]y, OAHOCHO 3a (yHKIMU]e
BUIIE TPOMEHILUBUX.

['pagujent

Hera ¢gyurmmuja f: X — R, X C R" uma napuujanue ussome y tadkn r € X.

Hebununuja 1 Bexmop napyujaaruz uzgoda pyrnxyuje [ y mawku x je epadujenm
dynxyuje [ y mavwku x u oznauasa ce ca grad f(x) uau V f(z).

Hakae,
grad f(z) = (fz, (), fr,(x), ..., [z, (@)).
Ban=2wuf:(r,y) — z je

grad f(x,y) = (fo(x.y). [ (z.y)).

Ha npumep, 3a f(r,y) = e nvamo fo(z,y) = ye™ u f,(r,y) = ze™, na je
grad f(1,2) = (262, ¢%).
Ban=3uf:(r,y,2) —uje

grad f(x,y,2) = (fo(x,y,2), f(x.y,2), fL(x,y, 2)).
Ha npunmep, 3a f(z,y,z) = ryz je
grad f(x,y,z) = (yz,xz, xy).

M3 nedununmje rpagujenta v cBOjeTaBa HAPHUJAJTHUX U3B0JIA JUPEKTHO CJIe 1
oa Barku

1. grad(f + ¢g) = grad f + grad g,
2. grad(cf) =c-grad [,
3. grad(fg) =g -grad [ + [ - gradg,

f g-gradf— f-gradg
4. grad = = 5 .

g g

Ako je {e,...,¢e,} jeana opronopmupana dasa Eykauackor npoctopa R,
grad f(x) = f (x)er + fo,(x)ea + - + [ (2)en.
3a n =2 jenna takBa dasa je {i,j}, na je
grad f(z,y) = f(x,9)i+ fy(x,9)],

a 3a n =23 wu dasy {i,j,k} nmamo

grad f(x,y,2) = fu(x,y,2)i + fi(x,y,2)j + fi(z,y, 2)k.



MZSBU,E{ VYV CMepy HdaTol BerRTopa

Heka je X C R? otsopen cryn, [: X — Ru (xg,10) € X.

Snanvo ga napuujannu u3son [1(rg, yo) oapelyje Opzuny npomene Gpyurnuje
NyA TpaBe Koja canpsku Tadky (Tg, o) U KOja je nmapaJenna T OCH.

Ila mu voske ga ce ofgpenau 6p3uHa nposede GyHKIUje 1V TPOU3BOJLHE IPaBe
KOja CanpAEU TAUKY (l‘osi,f}o)?

Heka je v = (v,,r,) jeannnunu sextop (|v] = 1, oanocno v? +-U§ =1).

Hedpuaunuja 2 Axo nocmoju epanuuna epednocm

’ f(zo + tve, yo + tv,) — f(xo, o)
im .
t—0y t

ona je uzeod Pynryuje f y mawku (To,yo) Yy cMepy 8exkmopa v u 03HAMABA CE Ca
of

I(IO Yo) wAU f;(ilfoa ;UD)-

Wssox [, yvupaso oapehyje Opsuny nposmene GpyHKOUje Iy:K Opase ge(uH-

ncaHe BEKTOPOM U My cMepy BekTopa v. 3a v = (1,0) je fl = fl a3a v=(0,1)

T
: I !
]e fy 7 fy'

3a nocrojame U3BoAa [, 3a HPOU3BOJBAH BEKTOP U HUjE JOBOJLHO HOCTOjAHEe
napuujasnux ussona f, u f.

IIPUMEPHU
1. Axo [: (z,y)— ¥ry, Tana je

f(tvg, tv,) — £(0,0) B YTvoatv, - Y0y
t t It

na uzson y rauru (0,0) y npasuy Bexkropa (v, v,) nocroju jeauno 3a v, =0

i 3a v, = 0, OJHOCHO caMO HOCTOje Hapuujatnu ussoau (pyuruuje f v
rauku (0,0).

2. Aro [ (z,y) — \S/ITU Taza je
[t 1) = J0.0) _ PRy _ oy

t t
na n3son y Tavkn (0,0) mocToju y npasiy ¢Bakor BeKTOpa (U, U,) U jenHak
je /v2v,. MeDhyrum, pysruuja f y taukn (0,0) #uje mnpepennujabumrna
(uposepurn! ).

Ako cy am 3 yraosu uznehy BekTopa v u koopauaataux oca Ox u Oy, tana
je v = (cosa,sina), na je

flag +tcosa,yo + tsina) — f(xg, yo)

fu(o. yo) = lim ; :




Ha ucru nauun gepunuine ce u usson f/(a) y cMepy jeaunudnor Bekropa
v="(v,...,0,) (J[v| =1) y taukn ¢ € X C R* ¢yurumje [ X — R

() = 1 L0 0 = J@)

i—04 t

Ha npumep, 3a n =3 u a = (29, yo, 20). v = (Vy, vy, v.) Onhe

To + tvg, Yo + tvy, 2o + tv.) — [T, Yo, =
fi(a) = tli%] /(o Yo v’ ? ) — f(xo, yo 0).
—o. i

Axko s HMje je,ZLMHM‘-IHIA BEKTOD, OHIOa C¢ OH OJe/LCH.CM Ca MHTCH3UTCTOM CBOIOHN
S

Ha jeJIMHUYHU BEKTOD U = H BEKTOpA S, a ce 101 u3BoaoM fl(a) nogpasymesa

usson fl(a).
Curnenehia Teopenma maje ZOBOBAH YVCIIOB 3a IOCTOJARE U3BOJA Y HPABILY 1aTOT
BEKTODA.

Teopema 1 Axo je gynkuuja | : X — R (X C R") oupepenyujabuara y mavwku
a € X, mada

1. noecmojgu f! sa npoussoman jedunuvwnu eexmop v € R",
2. uzeo00 f, je epednocm oufepenyujana Pynruyuje [ y mawku a na sexmopy v,

3. eaxcu jeonaxocm (eesa ca zpaaujeumoM)
f»i(a) = grad f(a) - v.

JIOKAS.

1. M3 npernocraske audepennujadunnoctu dyuruuje [ 3a npupamraj h = (v
(mys npase ogpehene BeKTOPOM ©) UMaMO ga je

fla+h)=fla) = fohi+--+ fo hn+o(|h
= U(fo, o1+ + [ v.) + ot

). =0

). t—0

[Tpema Tome,

lim fla+tv) — fla)
t—0 t

! !
= Jpu1+ -+ S Uns
’ .
na f(a) nocrojn.
2. T'spbheme cnenm 13 hopae n3pasa Ha JJECHO] CTPAHU IPETXOIHE JeTHAKOCTH.

3. Tephemwe caenu u3 jeqmarkocTu

fov1 4+ fo va=grad f(a)-v. N



NsBon v ecvepy rpaaujenTta

Ako je ¢pynrnuja [ aupepennujadunua y tauku x € R u aro je v = grad f(x),

grad f(x)
- | grad f(x)]

| grad f(x)|?
grad [(z)]

= |grad f(z)|.

fi@) = gradf

N3 ose jepnakocru u wejeauakoctu (Kowwu-Bywakoseku, « -y < |x||y|)

grad f(x)-v < |grad f(z)||v] = | grad f(z)]

ciaemu Ja ce Hajpeha BpPeJHOCT M3BOJA Y HEKO] TAYKM J00Uja v CMepy T'paiu-
jenra y To] Tauku. pyrum peduma, (yHEUM]a HAJOpAE pacTe y CMepy Ipaiu-
jenta. Mowe ce nokasatu ga HA y JeJHOM APYTOM cMepy (YHKIMja HE pacTe
TAKBOM DOP3UHOM Kao y cMepy rpamjenTta. Mero tako, Gynknuja najopsxe onana
y cMepy Bekropa — grad f(x) (anTurpaamnjent).

2 BekTopcre ¢yHEKNOUje CKaJIApHOT apryMeHTa

Hepuaunmja BekToOpCcke (pyHKIM]e

Berropcra ¢yurnuja ckamapuor aprymenta je ¢gyvoknuja f @ X — R", rae
je X C R. Osgme ce orpanmvasamMo Ha caydaj n = 3 u ymecto f 3a GpyHEIU]jY
KOPUCTUMO O3HAKY 7 (LIpeMa O3HALM 38 PAU]yC BEKTOD ).

Hebpumumuja 3 Pynxuuja r: 1T — R3, T C R woja npecaurasat €1 y (x,y,z) €
R? je sexmopcka $ynryuja cxaraproz apzymenma t.

Bat €T numenmo 7t — (r.y,z) nam r(t) = (r,y.z). Banpaso u x, y, z cy
rakoDe Gyurmuje on ¢ (rkoopaunarne pynrnuje). Awo je T = [a,f] u ako cy
(hyHELUje

it x(t), yit—ylt), z:t— z(t)
HEIPEKUIHEe, Tala BPEIHOCTU (YHEOU]E 7 IPEICTABBHAJY KOOPIMHATE Tadaka
HEeKe JIMHUje V IPOCTOPY.

Kakxo exement (z,y,z) us R? momenmo nomcrosetutn ca taukom M(x,y, 7)),
OJIHOCHO PAIAjyC BEKTOPOM m 3a BpeNHOCT (YHKIM]e T ce y3uMa M cama
rauka M uiu D110 KOJU BEKTOD JeJHak Paiu]yc BEKTOPY OM. Hexa je v matnLeM
BpeaHoct GyHkuuje 7 dam BeKTop (OPUjeHTUCAHM) TPOAUMCH3MOHAIHOL LHPOC-
Topa, rit—r.

3a BEKTOPCKY (YVHKIU]Y MOTY #a ce Ae(UHUILY MHOTU MOJMOBU KOJU CY
AHAJIOTHU TOJMOBHAMA 34 CKAJAPHY (YHKOU]Y (FPAHUYHA BPEIHOCT, HEIPEeKN -
HOCT, Au(epeHnn]aduianocT,. . . ).



'panuuna BpegHOCT UM HEHPEKWIHOCT BEKTOPCKe (hyHLIuUje

Heka je pyunrumja r gepunucana y npoOyeHo] OKOUIMHK Tadke {p U Heka je
a BEKTOP.

Hedpununuja 4 Bexmop a je epanuvwna epednocm Pynkuyuje r xada t — ty axo
8aMCU

lim |r(t) —a| = 0.

t—tg

[Mumeno tlinl;’l r(t) =aumm r(t) — a (t — to).
— L0

Ako je

Taga 13 Je THAKOCTH

[
—_—
o
—
=

o
—
()

r(t) = a] = \/(@(t) = a)? + (u(t) — a,)2 + (

caenu ga je a = lim ?‘(t) AKO M CaMO AaKO je
t—itp

) = o 0 = s = 0.

W3 nejennakocTtu
lr(®)] = lal| < [r(t) —al
CHeIN A BakU
th_;% r(t)=a = th_%lo |r(t)| = |al.
3a craJapHu U BEKTOPCKU TPOU3BOI ABe]y (DVHKIU]A 7'y U Ty BAXKE JeTHAKOCTH

Jim (r4(1) - 72(1)) = lim 74(7) - lim 72(7).

tlﬂltlo(‘?"l(ﬂ x ro(l)) = flﬂg ri(t) x th_I% ra(l).

Hedununuja 5 Bexmopcra pynryuje © xoja je dedunucana y oxoaunu mavre tg
je Yy moj mavwku Henpexuona aKo uMa zpaMuuHy 8pedHocm U axo je

tlgg r(t) = r(ty).

M3 ekBUBaATEeHTHOT YCIOBA 3a TPAHUYHY BPEIHOCT CIEAN A je 7" HeIPEeKU JHa
v lp arko 1 caMo ako ¢y (YHENUje T, y U z HeIpeKkuaHe y lg.



W3Bon BekTOpCEe (hyHKIM]E

[Tpupamraj Ar Bexktopceke GyHROUje v Tauku | je AaT ca
Ar=r(t+ At) —r(t).

HNepununuja 6 Konauna zpanuvna epedrnocm (ako nocmojiu) KoAUNHUKG NPUpa-
maja Ar u npupawmagja apeymenma At, kada At — 0, je uzeod sexmopcre pynryuje

Ty mawku t u o3navasa ce ca d;(:) uau ca 7(t). Bexmop dr(t) = 7(t)dt je dudep-
enyujan dynxyuge 7.
Hakrne,
#(t) = Altlﬁ}:o r(t+ AA:)L 7(1‘,)‘
Kako je

Ar = (x(t+ At) —x(t). y(t + At) — y(t). z(t + At) — 2(1)),

u3 aeduHULK]e TPaHuydHe BPEeJAHOCTH ciean Aa 3a gudepennnjaduine GyHrIM]e
T, Y U Z BaKHU
. ! : ! . !
r(t) =2 ()i+y (1)) + ='(t)k.
Ba u3Boa BeKTOpCke GyHENMje (Kao M 3a M3BOI CKagapHe (YHKNMje) Barku
JUuHeapHocT

d . .
a(ﬂ:’]?'l(t) + GQ?'Q(t)) = (11" (t) + O’QT’Q(]ﬁ),

a 3a CEaJapHW, BEKTOPCKWM WM MCHIOBUTHW IIPOM3BO O Baike jeﬂHi—lK()(lTM

(_l
dt

d

E(ﬁ(t) X 1o(t)) = r1(1) X ra(t) + -r‘l(t) X T (t),-
d

a[?‘l(t)."rg(t): ra(t)] = [F1(t), ro(t), m3(t)| + [r1(t), 7o), m3(t)] + [r1(t), 72(t), 73(1)].

3 CrajtapHO IOJbB€

(r1(t) - ra(t)) = 71(t) - ra(t) + 71(t) - 72(t),

HHepununuja ckamapHor nosma

[Tojam ckasapHOD 1IOJba Cce YIVIABHOM Be3vje 3a crajgaphHe (pyHKHuje jaeuH-
ncaHe Ha CKYIY Tadaka TPOIMMEH3MOHAJHOT ((U3MUKOr ) TpocTopa.

Hedununuja 7 Hexa je () cxyn mavaxa y npocmopy u nexa je I’ cxyn xoju npeo-
cmas.na 8peme.

1. dynxuywa g : Q2 — R je cmayuonapro ckaaapHo nomse Uil CAMO CKAAAGPHO
noswe.

2. Pynxuuja g : Q2 x T'— R je HecmauuoHapHo cKaaapHo Nose.

OBU DOJMOBU CY Y 4YeCTO] VIOTpPeOU y MeXaHUIKU, MEeTeOPOJIOTUjU, eJIeK-
TPOTEXHUIIM U JAPYTUM 0DJACTUMA NPUMEIheHe MaTeMaTUuke.



Ako je y mpocrtopy mar koopauHatHu cucrem (Oryz, Tama CBAKO] TAUKN
P npocropa omrosapa Tauka n3 R° koja npencraBmba KoopAaMHaTe Tadke P,
Cramapuo nome ¢ je taga jeanosnadno oapebeno ¢ymrumjom f @ X — R, rme
X C R? omrosapa ceyny ). ®pyurnuja f penpesentyje ckamapHo Home g.

Cpojersa pyuruuje f (Henpernanoct, qupepeHnnjabuIHOCT,. .. ) MOAKEMO DU~
nucatv U QYVHKIUJU ¢, OTHOCHO CkagapHoM nomy. Ha npumep, cramapno nome
g je kmace C! ma Q ako je gpyvormuja [ kmxace C'! ma orsopenom ckyny X.

Nunak, jemnocraBuuje je ma u GyHEOU]Y [ 30BEMO CKAJAPHUM HOBEeM. Y TOM
CMUCIY CKAJAPHO HOJbE J€ CAMO CHeNUjaJaH ciay4daj (UHKINje BUIIe TPOMEHILI-
BuUBX (3a n=3).

Y npumenama ce 4ecTo KOPUCTE HU80 nospwu pyHkuuje f, OJHOCHO CKATAPHOT
110JbA.

Kopucru ce u nojam pasmnoz ckaaapHoz nosa y ciydajy ga je () cKymn tTadaka
y paBuu. TaksBo nosse penpesenryje (pyHKIM]a ABE]Y IPOMEHILUBUX.

I'pamujent cramapHoOr mosna

Aro ¢yurnmja [ penpesenrtyje CKAIAPHO MOJLE YV OPTOHOPMUPAHOM KOOP-
JUHATHOM CHUCTEMY ca OpTOBUMAa 1, J 1 K, Tajga je rpaidjenT CKaJapHOor MoJba
3AIPABO TPAIUjenT (pyuenuje f, npu uyemy je

- _ /. I !

grad f = i+ f,J+ .k
Ha npuvep, ako je cragapno nosne gaeuaucano kao pacrojame tauke Py, z)
OJT KOOPJAUMHATHOT TOYETKA, TAIa je OHO PEenpe3enToBAHO (YHKIII]OM

filzy, z) = Va2 +y* + 22
HanamemeMm napumjaaomux m3Bomga 1001MjaMo
T ) Y ) z
\ -1+ ]+ ‘ -k
Vat+yr+22 a4y 422 a4yt 422

Huso nospiim oBor ckKaJapHOr HU/ba CY KOHLUEHTpuUu4dHe chepe duju cy HeHTpu

grad f =

y (0,0,0). Murensurer sekropa grad f je jeanak 1.
Teopema 2 [I'padujenm y mauxu P(xg, Yo, 2p) ckarapHroz noma [ je Hopmaaa Hueo
noapwiu xoja cadpxucu mauxy P.

Jlokas. Kako je HuBo HOBPII Koja caap:ku Tadky P IaTa UMIUIMIUTHO jeIHauM-
nom F(x,y.2) =0, rae je

F(‘l d)’Zj = f(']“"/ Z) - f(;r‘OT Yo ZO)?

TO je (f;(;ro,yg.zo),f;(;ro,yngo),f;(i,‘g.;_r,ro,:z())) BeKTOp HopMmaJsie Te nospmm. Me-
Dyrtum, 1o je ucrospemeno u rpajgujent Gynkuuje fy rauku (rg, 4. z0). N



Y paBHoM CEAJapHoM L0JLY Koje 3a rtauke P(z,y) aedpunnume (pynsuuja f oo
(x,y) — 2 BEeKTOP
grad f = fii+ f;_]
je oproronaian na HUBO nunuje pyurnuje f.
Ha npumep, ako je pasHo ckamapso nome oapeheno gyukmmjon f o (2, y) —
22 + 97, Tana cy nuso muunje kpyssmune a2 4+ y? = C. Kako je

grad f(z,y) = 2xi + 2yj,

3a radke HuBo Juuuja je |grad f| = 2vC.
V3Bo1 CRAJapHOr 1OJLA V CMepy JATOT BEKTOPA

Basmna kapakTepuUCTURA CKAJIAPHOT 0JbA je OP3UHA IPOMEHE HOJbA Y Y JaTOM
cMepy. O ToMe yHPaBo rOBOPU U3BOJ CKAJAPHOT H0Ba (OIHOCHO (PYHKIMje KOja
ra peupeseiryje) y cMepy JaTor BEeKTOPA.

Heka je crkamapno nosme pedunucano audepeHIujadumIHoM (yHKILjoM [
(r,y,2) — w 1 HeRa je mar BekTop v. AKO je Ug JeJAMHUYHU BEKTOD BEKTOpa v,

.

OIHOCHO Vg = , Taga je (Kao mTo je paHuje JT0Ka3aHo )

fl=gradf - .

. . If . .
W3 nepunnimje cKaapHoOr NPOU3BOAA BEKTOPA clenn Aa je f, IpojeKuuja rpaim-
jenta Ha BerTOp v. To 3HAauM ma je U3BOI Vv cMepy BekTOpa v HajBelinm ako cy

v u grad f napamnennu. llpema tome, najseha speanocr ussona v cmepy (y ma-
, a najmama —|grad f|. JIpyrum pednma, ckagapHo HOLe

T0] Taukn) je |grad f
Hajopske pacte y cMepy rpaiujeHTa M Hajopske onaga y CMepy CYIPOTHOM O
cMepa rpajudjenTa.

Axko cy a, 3 u v yraosu uzmely BekTOopa v U KOOPpIUHATHUX OCa, Taiga je

vy = cos ai + cos (7 + cos vk,

na je
f e f; COS v + f; COs .I,;-_:,) + f; oS 7.

v

Ha npumep, ako je ckamapHo nmome AepUuaucAno () yHKIU]OM
[y, ) — a? = 2y° + 322,

1 ako je gar sexkrop v =1+ j— k, Traza je

1

grad | = 2x1 — 4yj + 62k, vy = v,

%

na je
¥ 4 15

V3 VB VB

fl(=1,1,2) = grad f(—=1,1,2) - vg =

| =
oIl @@
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1 Teopema o cpenH,0j BpeoHOCTU

Jlarpamwkesa TeopeMa 3a QYHKOU]e jeaHe NPOMEHJLUBE MOMKE JIa Ce YOIIITH
38 (DYHKLOM]Ee BULIE IPOMEHJLUBUX.

Hera je D C R? oTrBopen ckyn u Heka je ¢yarnuja [ : D — R mudepennuja-
ounna vy D.

Teopema 1 (O cpedwoj epednocmu) Axo cy mauxe A(xg, yo) u B(xy,y;) maxee da
dyxnc AB npunada obaacmu DD, mada je

f(B) = f(A) = f(&n)Ax + f,(&,m) Ay,
20e je (£.1) ynympawma maura oyxcu ADB u 20e je Av = 11 — 19 u Ay = y1 — .
Tokaz. dyukumja F :[0,1] — R nedunucana ca
F(t) = f(xo + tAx,yo + tAy)

je mudepennujadunua na [0, 1] (kao komMunoszunuja audepenuujaduanux Gy Humja ).
Ako va gyukunjy F npusvenunio Jlarpamxosy reopemy na [0, 1] nobujamo

F(1)— F(0)=F'(d), 0<f<1.
Kako je (n3pox crosene qymkmmje)
F'(t) = filzo + tAz, yo + tAy)Ax + f) (xo + tAT, yo + tAy) Ay,
10 je
F'(8) = fo(wo+ 0Ax, yo + 0Ay) Az + f) (w0 + Az, yo + 8Ay) Ay,

OJHOCHO
F'(0) = [1L(& ) Az + f1(&,n)Ay.

Bamenom uszpasa 3a F'() v jemnarocr uz Jlarpamsose reopeme, vz F (1) = f(DB)

u F(0) = f(A), caenn repheme. N



e 3a tspheme TeopeMe HUje HeNXOMHO Aa pyHKIMUja Oyae audepennujadbumna
ua ). Jlosomno je ma Oyme Henpeskumna na ayxu AB u mudepennuja-
OunaHa y YHYTPAIIILUM Tadkama Te Jay#u (To ¢y yeaosu 3a Jlarpansony
TeOpeMy ).

e Ako ymecro tavaka A u B y3memo rauke (z,y) u (x+h,y+ k), Teopema o
cpemmhoj BPEJAHOCTH aje jeTHAKOCT

flx+hy+k)— flz,y) = fo(&mh+ (& )k,

OJHOCHO
Af(z,y) =df (&)

e I3 1Teopene HenocpeaHo ciend na je nupepennujaduana (yHKOUjA HA
HEKO] 00/acTU KOHCTAHTHA AKO M CAMO aKO CY HeHU HAPUU]jAJHA U3BOIU Y
TO] oOsmacTu jeanakn nyiau. Haume, ako je (yHEIM]a KOHCTAHTHA, OHJA CV
HapUUjaJHy U3BOMU jeTHAKU HYJIU, & AKO CY HapHIUjaJIHU U3BOMIU jeIHAKU
HYJU, OHJA je Hpupamraj (pyHKIUje jeqHar HYJIu.

e Ha nern maumn ce nokaszyje ga y cayuajy DD C R, [ : D — Rwu a =
(@1,...,an), b= (b1 ...,b,) € D Baxu jepnaxocr

f(b) T f((L) = g?‘ad f(C) ’ (bl — Qy, b? — Qg ... rbn - a‘n):

rae je ¢ = (c1,...,¢,) HEKA yHyTpallha Tadka cerMenta |a,b], oanocno rae
je

C‘k:akJr@(bk*ak). k:1,2....,ﬂ
3a neko 0 € (0,1).

Ako ymecto radyaka a u b y3amemo rauke x = (r1,...,7,) u ©+ Az, rae je
Az = (hy, ..., h,) naanvo jeanakoct
Af(zy,...,x,) = grad f(zy+60hy, ..., xn+60hy) - (hy, ... hy)

= d f(xy+60hy, ..., 2, +6h,)



2 TejoopoBa ¢opmyia

Tejnoposa dopmyaa 3a pyaruujy [ jeane OpOMCHIBUBE MOYKC A CC HAITUIIC

F(ro + Aa) = (o) + df (7o) + 5 F(r0) -+ " f(z0) + Ru(Ar).

Canuno je u y cayuajy ¢yurnuje sunie npoMenssusux. Panu nakmer npaliema,
aaje ce Doras 3a (yHKIU]e IBe IPOMEHJLUBE.

Teopema 2 Axo je D C R? omeopen cxyn u axo gynxyuja F' : D — R uma
Henpexuone napyujaane uzsode peda n + 1 y oxoaunu mayxe P(xg, 1), mada 3a
mavwky (o + Ax,yo + Ay) us me okoaune saxncu

Flr+ Ao+ Ay) = f(P) + df(P) + S (P) -+ f(P) + Ro(r, Ay),

20e je

R, (Ax, Ay) = A f (o + 0Az, yo +0Ay), 0 <O <1

(n+1)

Jokas. Pyuknuja [ pepunucana ca
F(t) = f(xo + tAx, yo + tAy)

je n+ 1 nyra qupepennujadunna y orkonunun uyie. [Ipnmvenon Tejnopose dop-
mMyuse "Ha Fomodujaso

F(t) = F(0)+ F'(0)t + ;F”(U)tQ 44 iF(“)(O)tn + FOFD (gg)m+t,

2 n! (n+1)!

rae je 0 < 6 < 1. Hupepenuupamen Gpyuruuje F' aodujamo (u3Bos cuaoxene
hyHEIM]E)
F'(t) = filwo + Az, yo + tAy) Ax + f, (w0 + tAZ, yo + tAy) Ay,
na je
F'(0) = fo(P)Az + f(P)Ay = df (P),
npu yemy je mupepennujan cpadysar 3a Ar u Ay.
Cuuuno ce poduja na je

F(0) = f1a(P)AS? + 2f7 (P)Axdy + fo(P) A = f(P).
Munykumjom ce mokasyje ga je

FFO)=d*f(P), k=3,.. . .,n

FOrO(0t) = d L f(ag + 0t Ax, yo + OtAy).
Ocum Tora.
flwo+ Ar,yo+ Ay) = F(1),  f(ro,y0) = F(0).
W3 oBux jemuakoctu u Tejunopose popmyue 3a F (3a ¢ = 1) caean Tejaoposa
dbopmyaa za f. A



WM3pas ma mecHoj ¢TpaHl jeHAKOCTH U3 Teopeme je TejmopoB noambom
crenieta n no Ax u Ay. 3amvenom Ar = — 9 u Ay = y — yp noduja ce
nomuuom 1, (x,y) kojum ce anpokcumupa f(r,y) y oromuan tauke (Lo, yo).

Ocrarak [, nu3 reopene je Jlarpanxos o0suk ocratka. Kao n ko pyHENM]A
jesiHe IpoMeHJbUuBe HOoCcToje u Apyru oosunu ocratka. Ha npumep. [leanos
0OJINK je

Ru(Az, Ay) =o(p"), p—0.
W3 reopenme 3a n =0 godujamo rspheme o cpeamo] BpeaHoCTU.
3a n =1 nodbujamo

[lxo+Aw,yo + Ay) = [(zo,yo) +d [(xo,y0) + o(p)
~ f(xo.y)+d f(xo,yo).

Ha npumep. sa f(z,y) = /2? +¢? y okonuun Tauke (12,5) umamo
flz,y) = f(12+ Az, 5+ Ay) ~ f(12,5) + fL(12.5)Azx + f;(lZ. 5)Ay.
Kako je f(12,5) =13 u

T
— ], r,y) =
V2 + 12 ol

sa Ar = 0.0l u Ay = —0.02 godujamo

Y

Jelw,y) = ——
) Va?+y?

12 10
12012 4082 ~ 13+ = — 2 130015
v - T 1300~ 1300 ’

Ba (xg,yo) = (0,0) kopucre ce nasusu Maxaopenosa gopmyaa n Maxaoperos
NOAUHOM.

Ananoraa Gopmysia Basku u 3a QYHKUU]Y TPU WIKA BUIIE HPOMEH/LUBUX.



3 JlokamHU ekcTpeMyMu

Heka je mara ¢yurnuja f : D — R, rae je D orBopen ckyn y R"™ u neka
Tauka a = (ay,...,a,) npunaga ckymy D.
Hedmaummumja 1 Pynuxuyuja f uma y mauxu a

1. aokaanu marcumym axo nocmoju okoauna U(a) maurke a maxea da je

flz) < fla), xel,
2. A0KAAHU MUHUMYM ako Yy I. ymecmo < cmoju =,
3. cmpo2u A0KAAHU MAKCUMYM ako 1. ymecmo < cmoju <.
4. cmpozu A0KAAHU MUHUMYM ako Y 1. ymecmo < cmoju >.
. AOKAAHU eKcmpemMym axo aaxncu 1. uau 2.
6. cmpozu A0KAAHU eKcmpemMyM arko eaxncu 3. uau 4.

3.1 Heonxomuamu ycJioBu

3a mudepennujaduiane GyHKOUje HOCTOJU je IHOCTABAH HEOHXOJAH YCJIOB 3a
JORKAJIHNU eKCTPEeMY M.

Teopema 3 Axo dupepenyujabusna fyrnxyuja [ uma y mawky a A0KGAHU EKCPEMYM,
mada je df (a) = 0.

JTokas. Heka je Ula,r) jeana r - OKOJIMHA TAUKe 4, V KOJO] j€ UCHYHEH YCJIOB
noranHor ekcrpemyMma pyuruuje f. Tama 3a k = 1,...,n dyssunja [ @ (ap —
r,ap + 1) — R nepunucana ca

Jelze) = flag, oo ap 1, Tp, Apyq, oo osay)

UMa ¥ TAYKUW () JOKAJHU EKCTPEMYM, 11a je ILeH U3BO YV TO] TAYKM JeTHAK HVJIN.
Kako je To ncrospemeno napuujasiu u3Bog Gpyaknuje f v Tavyku a, TO je

! ! !
faila) = fo,(a) == f; (a) =0,
onnocuo V f(a) =0, omnocuo df(a) =0. A
e Jemnarocr Vf(a) =0 Baxku u ako GpyHrnuja nuje nudepennnjadunana, anm
MMa [MapIUjaHe U3BOAE V TAYKU JIOKAJHOD ekcTpemMyMma. Mero tako ako y

TAYKU JIOKAJHOT CKCTPEMYMa MOCTOJC CAMO HCKU HAPIUJAJIHU U3BO MM, OHU
CY V TO] TAYUKM jeHAKN HYJIN.

e Y cayuajy n = 2 ranrenrna pasan nospmm z = f(x,y) v rauku (a,b, f(a,b),
(rae je (a,b) Tauka JOKAJHOT cKeTpeMyMa) je napasuenna pasau Ozy.

e Ycmosu us teopenme aucy popossan. Ha npumep, za f(x,y) = zy je df(0,0) =
0, a v (0,0) auje JOKaJIHU EKCTPEMYM.

e Tauke y KOjUMa CY UapUUJAJIHU MU3BOIM jeHAKUM HYJW CYy [HOTEHIW]aJHe
Tauke JOKAJHOL eKCTpeMyMa ( cmayuonaphe mayxe).



e OVHKIM]A MOAKE UMATH JJOKAJHU CKCTPEMYM MV TAYKU Y KOJO] HUje audep-
eHIM]A0MIHA WIKM HEMA HEeKU [HapUUjadHn U3BOJL.

e Kpumuune mauke pyHEIUje CY ILEHE CTAIMOHADHE TAUKE WK TAUKE V KO-
JUMA HEKM HAPUUJAJIHU U3BOI HE HOCTOJU.

3.2 IloBosbHM ycJ/I0BU 3a GQyHKON]y OBE IPOMEHJBUBE

Heka je mata ¢ymenuja f : D — R, roe je D orsopen ckyn v R? u meka
je Pol(ro.yo) crammonapna tauka Gynknuje f. Ilpernocrasmmvo ma y taukm Fp
HOCTOje HMAPUUjAJHA WM3BOIM MPBOT M APYIOr peaa U aa ¢y HenpeKugaHu, Ipu
qeMy je

a=fl(F), b= f;’y(Pg): c= f;,z(PD).
Teopema 4 V3 nasedene npemnocmasxe sa fynxuyujy [ saxcu:
1. Axo je ac —b* > 0w a < 0, gynkyuja y Py uma 20Kaany MaKCUMYM.
2. Axo je ac — b > 0w a < 0, dynryuja y I uma A0KAAHU MUHUMYM.

3. Axo je ac — b* < 0, dynxyuja y Fy nema aokaanu excmpemym.
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1 KBanparaa ¢popma

Hepununuja 1 Hexa je A = (a;;) cumempuuna mampuya peasnus bpojesa. Pynxyuj
Q) : k" — R defunucana ca

T
Qry, ..., x,) = Z ;50
ij=1

HAUBA CE KBAOPATHOM HOPMOM NPOMENDUBUT T, . .., T,. Dpojesu a;; (a;; = aj;)
cy xoeduyujenmu, a mampuya A je mampuya xeadpamme gopme.

Ako je camo jenna nposensmuna, 1y (nam x), onpa je Q) = (1111"? nJiu

Q(x) = ax?.
Ako ¢y JBe nposMensmuBe, Tp U Ty (Mau T u y), onga je

Vo o 2 . - 2 .2 ‘ 2
Q(:Ll: :Lg) = a1y + 19T1T9 + A91ToTq + (99T = Q11T + 2(1.12;1-'1;1-'2 + (1925

NI
Q(z,y) = azx® + bry + byx + cy® = ax® + 2bxy + cy*.

Ouuraenno je Q(0,0,. .., 0) = 0. Mebyrunm, @) mosxe yiumatu ppeanoct (0 u
3a Jpyre BpejaHocTu npovensmusux. Ha npuvep, ako je Q(wx,y) = 22 + 2zy + 1i/°,
Ttaga je Q(1,—1) = 0.

Hepnnunmja 2 Keadpammna dopma je

1. nosumueno dedunumna (dedunucana) axo je

3. ucmoz (cmaanoz) 3nara axo je uAu NOFUMUSHO defunumna usu HezamusHo
deurnummna

4. nenezamusHo dedurnumna (nosumusno noaydegurumna) axo je
Q(y,...,7,) =0, (x1,...,2,) #(0,...,0)

5. HenozumusHo defunumna (Hezamusno noaydedurnumna) axo je

6. NpoMEHDUBOZ FHAKG (MEBA 3HAK), aK0 He 8axcu Hujedar 00 ycaosa 1.-5.



2 CunBecTepoB KPUTEPUjyM

Hera je A(Q) = (a;;) matpuna (cunmerpuuna) ksagpartnoe popme Q@ R* — R
u neka ¢y A (E=1,...,n) meHu raaBau MUHODU,

a1z
141:(!.11, AQZ PR A'ﬂ.: 44|.
21 (23
Teopema 1 Ksadpamna gopma () je
1. nosumuero defurnummna axo u camo axo je A >03za b =1,....n

Ay >0, Ay >0, A3>0, ..., A, >0

2. neeamusno dedunummua axo u camo axo je (—1)*Ar >03ak=1,...,n

Ay <0, Ay >0, A3>0, ..., (=1)"A4,>0

Ioka3. (Camo novemar) Y HOKa3y ce KOPUCTU METOJ MaTeMATUYKe UHIYKIHU]E,
yv3 norofue TpanchopuManuje kpaapartie GopMe U CBOJCTBA JETEPMUHAHTH. 34
N = 2 yCJIOBU 3a NO3UTUBHY JACPUHUTHOCT cileie U3 JeIHAKOCTH

2 2
Q(;l‘-l.l-'g) =ayn | 1 + a—.I-'Q + | 99 — a— 5.
11 11

- 12
3a 19 = 0 umMaMo HeouxomaH ycaon aqp > 0, a 3a 11 + —79 = 0 umMaMO HEOUXO-

a1
a‘%z
daH YCIoB az — —— > 0. Hapasro. oBM yCa0BM Cy AZOBOBHU 3a IMO3UTUBHY
a

nepunuraoct. lakme, Q(xq1,ry) je NO3UTUBHO AEGUHUTHA AKO U CAMO AKO je

(11 12
(ip1 (a2

app > 0, > 0,

OJHOCHO
2
ay > 0, (11090 — (9 > 0.
CHMqHU Ce 3a HeraTrMmpBHy ﬂelI)MHHTH()(:T ,Z[()()I{I]H_ [I()TI)H()HH 1 JOBOJLaH YVCJIOB

11 Q12
(21 (322

1] < 0, > 0,

OJHOCHO
app < 0, 119 — (552 >0. N

Kako cojersa kBajparne dopme 3aBuce caMo 0OJi HheHe MaTpuile, TO ce U
38 CUMETPUYHY MATPUIY KOPUCTE MCTU HOJMOBU AepuHUTHOCTU. Tako je cu-
Merpuuna Marpuna A nosumueno dedunummua axo je oarosapajyha ksaaparna
dopma nmosutusno gedunuria. Ilpeva CuasecrepoBoM KpUTEPUJYMY, CUMET-
pUYHa MATpPUIA je MO3UTUBHO Ae(PUHUTHA AKO CY CBU IHLEHW TJIABHU MUHOPU
HO3UTUBHU.



3 Ipyru mudepennujasa kao KBanpaTHa dopMa

Heka je () kBazpaTna dopMa 4uju cy KOeQUIUJeHTH a;; JaTh ca

ij = [y, (M),

a nposmenssuse Az, ..., Ax,. Aro je Ar = (Axy, ..., Azx,), Taga je

PFM) =3 fr, ArAry = Ar- A AT = Q(Ary.... Axy,).

i=1 j=1

Marpuna A = (a;;) je nosnara kao Xeceosa marpuna (ynsnuje f y tauku M n
osznauasa ce u ca [7(M).

[Ipema tome, d?f(M) je kBaapaTHa GopyMa NPUPAIITAja HE3ABUCHUX IPOMEH-
muBux y tadkn M ca XeceoBOM MATPUIIOM,

Pf(M) = Az f"(M) - AzT

To 3HauM A4 HO3UTUBHA U HeraTUBHA Ae(PUHUTHOCT APYror aupepeniunjaia 3a-
BuCe 10 XeceoBe MaTpUle.
Ha ocnopy CuasectepoBor KpuTepujyMa MMaMo Ia je ApYyTryd Au(epeHImjat

d2f(M)

1. nmosurusno ,Z[Hli)I/IHMTHLH akO M CaMO ak0o Cy CBU TJIaBHKM MMHOPDKW MaTpHKUIe

A= ["(M) nosurusuu,

A >0, Ay >0, A3>0, ..., A, >0

2. HCTATUBHO JCHUHUTAH AKO U CAMO AKO DIABHU MUHOpU Marpune A mams-
MEHUYHO MEHA]y 3HaK,

Ay <0, Ay >0, A3>0, ..., (-1)"4,>0

4 JIoBOJbM YCJIOBU 3a JIOKAJHU €KCTPEMYM - OIMITU CJIyua]

Herka f : D — R, rme je D C R™ oTBOpeH CKyI, UMa CTAIUOHADHY TAUKY

M e D.
Teopema 2 Axo je [ € C*(D), mada eamxncu:

1. [y mawku M uma aokaany murumym axo je xeadpamna gopma d*f(M) nos-
umueno depunummna,

2. [ y mauku M uma aokaanu maxcumym axo je xeadpamna dopma d*f(M)
Hezamuero defurumma,

3. [y mauwku M nema aokaanu excmpemym axo je xeadpamua dopma d>f(M)
NPOMEHDHUBOZ 3HAKA.



Ioka3s. (Camo ckuya) Ha ocnony Tejmopose dpopamyne uvano

Af(M) = df(ﬂ[)+%d2f(ﬂ[)+o(p2)

— %d‘zf(ﬂf) +o(p?)
2

Pl e, :
= 5 (pzd f(ﬂ-[)%—o(l))

e Ako je rBaapartna dopma d*f(M) nosutusno mepuHUTHA, Tada NOCTOjU
okonuna rauke M y kojoj je Af(M) > 0, na ¢pyurumja f v rauku M uma
CTPOTH JIOKAJIHU MITHHMY M.

e Ako je kBaapatna popma d?f(M) meratusHo mepUHUTHA, Taga TOCTOjU
okoauna tauke My kojoj je Af(M) < 0, na ¢pyurumja f v rauku M unma
CTPOTH JIOKAJIHU MAKCHMYM.

e Ako wBagparna gopma d?f(M) vMema 3HaK, Taga Y CBAKO] OKOJUHU TAUYKE
M npupamraj Af(M) mema 3uak, na pyuknuja [ v rauku M Hema joKanHK
EKCTPEMY M.

Y 0BUM 3aKLYUNUMA KOPUCTH Ce HEeIPEeKUIHOCT KBajaparne (popme, KAO U CBO-
jerBa Henperuane pyoenuje Ha kommakTtHoM cryny. [l

Y cayuajy kana je ksaaparua Gopma d>f(M) noayaedunurna, gpyukuamja f
MO®E & M He MOpa MMaTW JIokaJduu excrpemyM. Ha upumep, M(0,0) je cra-
nuonapua ravka Gyvoknuja f, g u h gatux ca

fley) =2 +y°, gley) =a"+y', h=—g,
npu gemy je d2f(M) = d?g(M) = d®h(M) = 0). Mehyrau, v taukn M dyusiunja

f Hema mokaJIHM eKCcTpeMyM, (VHKIU]jA § UMa JIOKAJHA MUHUMYM, a (VHEIOUja h
UM JIOKAQJIHU MAKCUMYM.

Arxo je A = (a;;) matpuna ksaapatne popye d*f(M),
(t.i-j = f:‘_:;:cj (A.[).

u ako cy Ay, ..., A, BEHU MIABHU MUHOPU, Talad HA OCHOBY HPETXOJHE TCOPCME
n CunpecrepoBor kpurtepujyyva unvamo ciaeneha rophema.

e Oyvuknuja [ v raukn M uma cTporu MOKaaHKd MUHUMYM AKO je
Ay >0, Ay>0, A3>0, ..., A, >0

e Oyuknuja [y Tauku M umMa ¢cTPpOru JOKAJIHU MAKCUMYM aKO je

Ay <0, Ay >0, A3>0, ..., (-1)"A, >0



5 loBOJbM yCJIOBH 3a JIOKQJIHU €KCTPeEMYM (YHKIVje NOBe
IPOMEHJLUBE

Hera je, y cayuajy (pyurnmje ase nposmenmuse, df(M)=0wun
a= fl(M), b= f;’y(ﬂ-f). c= f;’g(ﬂ-f), D =ac—*.
Teopema 3 Pynuxuuja [ y mauwxu M
1. uma aokaanu munumym axo je D >0 u a > 0,
2. uma A0KaAHU Makcumym axo je 1) > 0 u a < 0,
3. HeMa aokaaHu exempemym axo je DD < 0.

Jloka3. XeceoBa MATPUIA U Audepennnjan apyror peaa gpyarnuje f v taurm M

MOy Ja ce u3pase upexo a, b u ¢

J(M) = (b ﬁi)

de(*‘n“r) = adz? + 2bdxdy + CdyZ‘

1. M3 Teopene 0 JOBOLHOM VCIOBY 34 JOKAIHU eKcTpeMyM caenu na je v M
gokaanu MuaumyM ako je d? f(M) nosurusno aeduunran. Ha ocnony Cuir-
BECTEPOBOTI KPUTEPU]YMA TO j€ MCHYILEHO akO ¢y TIaBHU MUHOPU XeCceoBe
mMarpune nosurusHu. Jlakae, axo je a > 0 u ac — b* > 0, (pyasuuja [ vy

Ta4dvEN :'l[ UMa CTPOTrv JORAJHM MHAHWUMYM.

2. Conuno kao y 1. caean nz CuaBecrepoBor KPUTEPUjYMa U TEOpeMe O
JOBOJLHOM VCIIOBY 34 JIOKJAHU MAKCUMYM.

3. W3 jennakocru

b\’ b2
d?f(ﬂ[) =a (d;r + —dy) 4 (C _ _) dyQ
a

a

b

crema na je d*f(M) < 0 3a de+ —dy=0u d*f(M) > 0 3a dy =0 (dz # 0).
a

[Mpeuva Tove, d? (M) vema sHak, na peMa TeopeMu O JA0BOBHOM YCIOBY

3a JIOKAJIHU ekcTpeMyM (pyuknuja f v tauku M nema JOKAJHU eKCTpeMyM.

Y cayuajy D = 0 ne mokeMo pumTa 3akmyvuuTi. PyHrmmja Moke a U ne
MOPa [ UMa JIOKAJHU CKCTPEMYM (IPUMCPH 34 TO €y HABCACHU DAHUjC).



6 JloBodbu ycCJIOBM 3a JIOKQJIHM €KCTPeMYM (YyHKOUje TPU
IIPOMEHJLUIBE

Hera je, y cayuajy ¢yuruuje tpu upomenssuse, df(M) =0 u nera cy Ap, Ay
u Az raasun Mmunopu Xeceose MaTpuie

1M 1, (M) L)

PM) = | (M) (M) fi(M)
1) 1) (M)

N3 CunpecrepoBor KpUTepujyMa U TeOpeMe 0 JOBOJLHUM Y CIOBUMA 38 JTOKAJIHY
CKCTPEMYM UMAMO:
1. Aro je Ay >0, Ay >0, A3 > 0, onga ¢pyvurnuja f vy tauku M uma Joramau
MUHUMYM.
2. Aro je A} <0, Ay >0, A3 <0, ouma ¢pyuruuja f v taukn M uma gokamnu
MAKCUMY M.
Moske ce nokazaru ga y caydajy As < 0, kao u y cayuajesuma Ay > 0, A3 < 0
u Ay <0, Az > 0 anpepenunjan apyror pega d>f(M) smema suak. IIpema Tonme,
BayKM U:

3. Aro je Ay <0, onga pyarumja fy radrn M nema JIOKJIAHU €KTPCEMY M.

4. Ako je Ay > 0 u A; < 0, onpa dyuenuja [y raukn M wmema jgokmanu

EKTPCEMY M.
5. Ako je Ay < 0 u Az > 0, onga dyurnuja [ y raukun M #ema gokmanu
CKTPCCMY M.
Y ocramum caydajesuma (#a npusmep, A; > 0, Ay > 0, A3 = 0) norpedua cy
yvunopehuBama ca spegnoctumMa GyHEUje v orogannu tauyxe M.
IIPMEPU

1. 3a ¢yurnujy
fi(zy 2)— 2>+ + 22
y cramronapuoj rauku (0,0,0) je A > 0, Ay > 0wn A3 = 0, a pynrnuja y
TO] TAUKU OUUTIICIHO UMA JIOKAJHU MUHUMYM.
2. 3a ¢pyurOUjy
fi(zy, 2) = 2y + 22
y crammonapuoj tauku (0,0.0) je Ay > 0, Ay > 0wu A3 =0, a pysrnmja y

TOj Tauky HeMa JMokagnu ekctpemyM jep je f(0,0,0) =0 u f(0,0,z2) = 22,

3. 3a ¢pyuruujy
Iz y, 2) — 227 4 y* — 322

y crammmonapuoj taukn (0,0.0) je Ay >0, Ay > 0 u A3z < 0, ma pyurnuja vy
TO] TAYKM HEMA JIOKAJHU €KCTPEMYM.



M2 - 7. IPEJABAILE

Iparan Hopuh

8.4.2009.

2. IledbwuHUIIMja YCIOBHOT €KCTPEMyMa

3. YcuoBHU ekcTpeMyM (GYHKIMje ABE IMIPOMEHJIbUBE

1. Y ca0BHU €KCTPEMYM - OMIITUA CJIyuaj]

5. Hajmama m majBeha BpemHocT QyHKIIUje HA KOMITAKTY

2 IledwmHUnOuja yCcJIOBHOrI eKCTpeMyMa

Y onmrrem caydajy, 3a Gpyuraujy uuju je nqomen A vy R™ ycaoBu mory ouru
00 IUEA

oz, ... ) = 0
wa(x1, .. x,) = 0

Om(1, . x,) = 0

rae je m < n.

HMepununuja 1 Pynxyuja [ A — R y mauxu a € A uma yeaoswu (esanu, peaa-
MUBHU) AOKAAHY MAKCUMYM NPU YCA08UMA

p1=0, w2=0, ..., @r=0

axo nocmoju okoauna U(a) maxea da saxcu

v €U (a), pr(e) = - = pmla) =0 = [(x) < [(a).

Ananorno ce gepuHUNIY OJMOBY JTOKAJIHA YCIOBHUM MAHUMY M, CTPOCY JTOKAJHA
YCIOBHU MAKCUMYM, CTPOIHM JIOKAJTHU YCJIOBHU MUHUMYM .

OapebuBame mokannor ycaoBHor ekcrpemysa (yvarnuje [ @ A — R npu
JATUM YCJIOBUMA je MO3HATO U KAao 3a0amak ycaoeHnoz excmpemyma. Arxo ce
YBELY O3HAKE

r=(T1,..,Tn), ©=(P1,-)Pm

3aaTak YCIOBHOD CRKCTPEMYMa CC KPATKO ISH.I.IMC_V_]E ca

upu demy je [ dynryuje yuma.



3 Y caoBHU eKcTpeMyM (yHKIHUje OBEe NPOMEHJEUBE

3.1 Teopema 0 HEONIXOTHOM YCJIOBY

Heka je A C R? orsopen ckyu, M(a,b) € A n neka cy ¢pynrunje f,p : A — R
HENPEeKUAHO audepernujaduiate v okoaunn tauke M.

Teopema 1 Axo dynruuja [ y mawku M uma nokaanu excmpemym npu ycaosy
oz, y) =0 u axo je V(M) # 0, mada nocmoju A\ € R 3a koje samxcu

fi(a,b) + Ao (a,b) = 0,
fola.b) + g (a.b) = 0,
pla,b) = 0.

Hokaz. M3 yenosa V(M) # 0 caemn ga je 6ap jeflan o DapUUjalHUX U3BOJIA
e 3 ;o r P N, o r € i ( /
dywsknuje @y taukn M pasmuant og nyne. Heka je ¢ (a,b) # 0.
Ha ocuoBy Teopese o ummaunurao] Gpyaxnuju jeanaxoct p(x,y) =0y HEKO]
OKOJIMHU Tayke & = a AeGUHUIIEe UMILIMOUTHO Aaty Gyuruujy y = h(z) koja je
HENPEKUIHO TU(epPeHInjabUIna U 338 KOJY BAKH

o (. y)
M) = )
‘)"’y &) J

Arxo [y maukn M wuma nokanHu exkcerpemMym npu yeaoBy @z y) = 0, tana
dyuruuja g(r) = f(z.h(z)) nva nokaanm ekcrpemMym v tadkn r = a. HKako
je g u mudepennujadunna (komnosunuja aupepennujadunnux), to je ¢'(a) = 0
(HEONXOJAH YCJIOB 3a JIOKAJHU eKCTpeMyM jJudepennnjaduane GyHrnuje jeamne
IPOMEHJLUBE ).

Hudpepennupamen pyHEIU]e g 10OU]JAMO

9’((5) = fsfc(a:b) + f;(a’b)hr(a)
— [i(a,b) — [!(a,b) ), (a,b)

/
ﬁmm%%%%ww
YBohemenm
N
@, (a,b)
A0DMjaAMO

fyla.b) + A (a,b) =0,

a u3z jeqnakoctu ¢'(a) =0 nodbujamo
fi(a,b) + Agl(a,b) =0,

Cnuuno ce aokasyje u y cayuajy @h(a.b) #0. B



3.2 N'eomeTpHujcka MHTEpPOpETAIja
:%E‘lKJ'byLli‘lK nperxoine TeopenMe MORe M OBakO [Ja Cce q.)()pI\I}"HL’IU_[(‘}:

EKoopouname a u b u 6poj A npedcmas.pajy pewemwa cucmema

fole,y) + Mg (e, y) = 0,
folay) + Mg (x,y) = 0,
0.

ple,y) =
OBaj cucreM MOKe Ja ¢e 3alliile Uy OOJIUKY

pley) = 0.

AKO Ccy y TAYKM YCIOBHOD €KCTPEMYyMAa MCHYHEeHU YCIOBU HPETXOIHE TeO-
peme, Taja ce HUBO Junuja u kpusBa ojgpehena ycaosom @ = 0y TO] TAuKMU
AOIUPY]Y.

Ha caunm neso ¢y upukasane tpu tadke P, (Q m R v tpu muso aunuje
V3 HPEeTIOCTABKY Aa je ¢1 < ¢o < c3 (v craamy ca rpaaujenrom ¢yaenuje f).
Y rauku P je ycuaoBHM JIOKaJHU €KCTPEeMyM (MakCUMyM), HOK y Tadkama ()
1 [ "Hema YCIOBHOD JIOKAJIHOT €KCTPeMyMa OO3UPOM Ja Yy CBAKO] OKOJUHU HA
KPUBO] MMa Tadaka ca MamOoM M Tadaka ca sehowm Bpemnomhy (QyHENMUje HEro y
HOCMATPAHO] TAYKH.

Ha cnunu mecno je mata tauka Py K0jo] je MCHYIEH HEONXOHAH VCIOB 3a
JOKAJIHU €KCTPEMYM HAa KpUBO] oapehenoj yeaosom ¢ = 0 (KOIUHEAPHOCT T'PaIn-
jenara (pyeEOUja [ U @), aJU Y KOJO] UMAK HUJe VCIOBHU JIOKAJHU €KCTPEMYM
(HpY MCTUM HPETHOCTABKAMA 3a HUBO JMHUjE KAO HA CJIUIU JEBO ).




3.3 Jlarpau:koBa ¢yHKIUja

Axo yBegemo (pyHKIM]Y

L(z.y,\) = f(z,y) + Ap(x, y).
OHIOa CHUCTCeM K()j]/l III)(—E,ZLCTH.BJLH. HCOIIXOdaH _V(:J’I()B ‘Y(:.TIUBHUF eH(:Tpel\IyI\Id rJIaclH
! . . / . . / _, ) _
Ly(x,y,A\) =0, L,(x,y,A\)=0, L.,(x,y,A)=0.
[Ipobaem onpebhuBama yCIOBHOT €eKCTpeMyMa

fe,y)  —  cxtr
p(r,y) = 0

CBOJAM C& Ha (),ELI)EBMBH_HJH CTAllMOHAPDHWUX Tadaka [i).\_FHHLlee L 1M HMCIIMTUBAILE [dd
JIM Y THUM TadvkaMa II()(;T()jIJI JJOREAJIHM €RCTPEeMY M.

Pynkumja L ce sose Jazpanxncosa pyrnxyuja, a 6poj A je Jazpanxcos myamu-
NAUKAMOP.

3.4 IloBodraH yCJIOB

Axo npernocrasumo ga [ u @ Ha A MMajy HENpeKuIHe HAPIUjaJHe U3BOIE
AOPYTOD pena, Tajla U3 jJeIHAKOCTH

1
h' = (pmg + ZY:Cyh + \,,” h’g)

Lf’y

"= f;’ f h + (f + f;’; h") h + f;,h”
nodujamo ga je
!
:f;’ +2f n' +f”f’2——(y$2+2p n er h'z).

Py
Oyukunja [y tauku (a,b) nma gokamHy ckerpemym npu yeaosy p(r,y) =0
aKO (VHEKNMU]a ¢ V Tadyku a uMa JokaygaHH exkcTpeMmyM. V3 M1 smamo ma g y
TAUKU @ UMa JOKAJHU MUHUMYM ako je ¢”(a) > 0, a JokaJIHM MAKCUMYM ako je

g"(a) < 0.

N3pa3s 3a ¢” moxke na ce 3anuime u y hopmu

I W,

1 0 Y Fy

I A 1 "
g =5 |¥=z ng L';r:y
!

19 @, Lgy LZZ

Ako je (a,b,\) cranuonapua tauka Jlarpamsose (Gyurnnje L u ako je

0 wg(a, b> 2yla,b)
A = |pgla,b) Lia(a,b,A) L7, (a,bA)
Py la,b) Lgy( JA) LY (a, b, )

TAala Ce JOBOJLAH VCIOB 34 JIOKAJHU YCJIOBHU EKCTPEeMYyM MOMEe jeJHOCTABHO
U3PA3UTH HPCKO jgerepMubanre A,

COyurnuja [y taukn (a,h) uma JOKATHW yCAOBHU MakcuMyM ako je A > 0,
OJHOCHO JIOKAJIHU YCJIOBHU MUHUMYM ako je A < 0.



4 Y croBHU eKCcTpeMyM (YHKIHje BUNIE IPOMEHJbLUBUX

4.1 Ilorpeban ycJioB

Canuno ce U3BoJe HEOHXO AHU YCJIOBU VCJAOBHOD EKCTPEMYMA V OHIITEeM CJIy -
qajy.

Ha npumep. 3a n=3u A C R pynsnumja f: A — R una JOKaJIHU €KCTPEMy M
y raukn M(a,b,c) € A upu yecanony o(x,y,z) =0 (13 kojer nanazunvo z = h(x,y))
AkO (hyHENMU]A

gz, y) = flx,y, hz.y))

mva y Taukn M mokamnu ckerpemys. M3jenpadaBamenM napnujadHUX U3BOIA
GvHEIMje ¢ ca HYJIOM (HCOTXOJAH YCIOB JOKAJTHOD CKCTPEMYMa 3a (), y3 YCIOB
o (a, b, c) # 0, noGujamo

fot Al =0, fi+Ag, =0, fl4+Ag. =0,

rie je

fl(a,b, c)

¢.(a,b,c)
[Tpema tome, Tauka M je cranmnonapua tauka Jlarpamkose yarnuje L = [+ Ap
1 Baykm

A=

V(M) = —AV(M).

4.2 IloBossaH ycCJiOB

Axo je d’L(M) > 0, tana ¢pyuknuja L v tauku M uma JOKAJHU MUHUMYM a
pynknmja [ nokagnu yeaosnu munuvym. Axo je d2L(M) < 0, tana dpynrumja L
y taukn M mnMa JOKAJTHU MAKCUMYM a GVHEIU]A [ JTOKAJHU YCIOBHU MAKCUMYM.

MeDyrum, OBM YVCIOBU €Y CYBUIIE JaKW 34 YCJAOBHU €KCTPEeMyM. Y MHOIUM
caydajeBuMa y KOJUMAa I[MOCTOJU VCIOBHHM JIOKAJHU €KCTPEMyM OHM He MOpajy
oury ucnymwenn. Y rtom cvmucay Hu CuiBecrepoB KpUTEpU]yM KOJU Jaje 1no-
BOJLHE YCJIOBE 34 MO3UTUBHY (HEraTuBHY ) Ae(PUHATHOCT APYTOT AUpePEeHIjaia
najuemthe nuje ynorpedmus 3a NpoBepy AOBOJLHUX YVCIOBA JIOKAJHOT YCIOBHOT
EKCTPEMY MA.

YaecTo Tora, nposepy 3Haka Apyror aupepeHnujasa y CTAlMOHAPHO] TAYKU
a=(ay,...,a,) rpeda paguTu UpU YCIOBUMA

dpi(a) =0, dps(a) =0, ..., dpyla)=0

koju oapeDyjy ranrenrayd upoctop 1y Tadyku a HOBpIIKM AepUHUCAHE VCIOBUMA

9:’120 ..... Om =



To 3maum na 3a npupamraje dry, drs, ..., dr, ys3umamMo v o03up Bese gare

JeMHAKOCTHMA
Op1(a dp1(a doy(a
%drl + %(2)([12 + o+ %i)drn = 0
Opa(a) ,  Opa(a) Opa(a)
ﬁ(le—Fdeg—‘——Fden = 0
Opmla) | Opmla) Opmla)
———dr; + ——dry+ -+ ———dr, = 0
Dz, ar, + Dy To + + Oz, ar

Marpuna osor cucrema je Jakobujesa marpuna ¢'(a) 3a kojy ce nperno-
craBba da MMa panr jeanak m. To 3Havm ga U3 TOD cucTeMa MOjke Ja ce

OApend M IpUpallTaja HpeKo HPeocTanaux n — m, ua upumep dry,...dr,, upeko
dT,aty ..., dT,.

Kana y d?L(a) 3amenumo oarosapajyiie Bpegnoctu A, .. ..\, 3a CTALMOHADHY
TAYKY @ U eJUMUHHUIIEMO upupamraje dry,...,dr,. 1001jaMo

dQL(a.)T = F(dtpmsq, ... dr,).

JloBOMHM YCIOBU 3a JIOKAJIHU eKCTPeMyM (VHIKU]je [V TAUKU a IPU YCIOBUMA
1 =0,....90m =0 nMory ga ce uckarxky nomohy rsaxparne Gopme F.

—

Axo je F nosurusno aedununucana, rajga f y a UMa JOKAJHU YCIOBHU

MWMHWMY M.

2. Aro je F wmerarusno nedpununucana, tama [ vV a MMa JOKAJIHA YCJIOBHU
MAKCHUMYM.
3. Ako F mema 3nak, raga f y a HeMa JOKAJHU YCJIOBHUA €KCTPEMY M.

4. Y ocranum (ZJ'I_\__f"-ldjeBMI\Id Ce HEe MOMAEe HUIITa ITOYV301aHO 3aK/bYYUTH, OJHOCHO
f Y a4 MOEEe a 1 He MOpPa UMaTKW JJTOKa/JHKM YVCIIOBHM CCTPCMYM.

4.3 llocrynak 3a HaJjlakeH€ JIOKAJHOT YCJIOBHOT €KCTpeMyMa

1. Ba nary ¢pyurnujy [ u yeaose p; = 0,..., 9, =0 dopuupa ce Jlarpamkona
dyurmmja Ly, ... 20, AL, A )

2. Hanaskemem napuujannux nssoga Gyvukuuje L popmupa ce cucrem o n—+m

jeaHadnna
of Dp1 0P
A e+ A — = 0
ory * 101’-1 * - Oxy
of | O Opn
—— 4+ AN+ F A= = 0
dr,, * 16)-;1".n ™ - Oy,
5..;1(’11 ..... il'ﬂ) = 0



3. PemaBamenm goOujenor cucremMa JoOMjaMO CTALMOHAPHE TAYKE,
4. 3a ¢BaKy CTALMOHAPHY TAUYKy ILPOBEPABAMO Ja JIM j€& UCHYVHLEH J0BOJLAH
YCeaon.
5 Hajmama u Hajseha BpenmHOoCcT QYHKNMje HA KOMIAKTY

KRao mro je nosnaro, Henperknaia GyHKIM]A HA KOMIAKTHOM CKYILY ITOCTHUAE
VM MMHMMYM M MakKCHUMYM (d[l(:()ﬂ_\_ﬁTHM).

Kaxo odpedumu me excmpemHe 8pedHoCmu U mavke Yy Kojuma ce one docmuancy?

[Toctynak ce cacroju y oapehuBamy CBUX KPUTUUHUX TAUYAKA Ha JaTOM
CKyny u ynopehuBama BpegHocTU GVHKIUje ¥ TUM Tadykama.

N EPpUTHUYHE Ta4dke (:Ili-‘lﬂi"lj‘\_r’ EPpUTHUYHE Ta4YKe M3 VHVTPallILOCTHU JaTe odIacTu
(cranquonapHe Tadke M Tadke y KojuMa (pyHEIMja HUje audepeHnujaduirHa) u
EPpUTHUHYHE Ta4dke Ca I'paHudle [daTe obaacru ((SI'E‘].U,HUHH.PHE Ta4dke IIPU YCJIOBUMA
kOju oapeDyjy menoBe rpanuie U rpalddie Tavyke Ie0Ba IPDAHULE ).

Y onmrrem caydajy je nHOCTYIAK TEHIKO ONUCATHU, a V HPUMEpPUMa ce 0DUYHO
ocJIalba Ha Fe()l\IeTI)Mj(SH_V npengcranpy gaTe KOMIIarkTHEe 00IACTH.

M2 - 8. IPEJABAILE

Hparan Bopuh

WNHTEIrPAJ
®YHKIIMJE JEIHE I[IPOMEHJLUBE

1. Oapehenn maTerpan

2. Heonpehenn naterpan

J. Muarerpanmnja HeKMX Kaaca GyHKIIM]a
4. Herke mpunMeHe MHETET pajia

5. HecpojeTBeHEM MATET paJg

OJPEBEHW MHTEI'PAJI

o ledmnunmja oapehenor unrerpasia
o Fuace unrerpatmianmux v aKINAja
e Ocobmme oapebenor murerpasa

e Cpemna BpeanocT UHTer pasa

Besa unrerpaa 1 M3noaa



1 Hepurumuja onpebheror pmrerpana
Hera je nara dgyvarnuja f:[a,b] — R 3a nponssomwny nongeay Wzg, zq, ... 2y
cermenta [a,b] (a = zo < 11 < ... < zp = b) peanunne Az; (i = 1,2,... n)
aedmnreane ca
Azi(Il) = ; — @i
sapuce o 1L
Mapamerap (wmjamerap) nogeae IT je AII) sedunncan ca

AIT) = max Axz;(11).

1<i<

Yuecro Axi(I1) w M), pamn jeanocrasnoctn, mucahenmo nonexan u Ar; n
A

AKO HA CBAKOM cerMenTy [r;_p, ;] nsadepeso no jeuny rauky & (i=1,...,n),
nobuheno cxyvn & = 48,8, ..., &} Ha raj naumn mvavo nogeay (I, €) cernenta
[a,b] ca nsadbpanum raukama ;.

Hedpmaumuja 1 3a damy dynwyujy f @ [a,b] — R u damy nodeay (I1.£) abup S,

deunucan ca

Su(£,11,€) Zf{-a Az;

i=1
aoae ce unmezpaana uau Pumanosa cyma gynnyuje f.
Morusanuja m reoMeTprjeka MOTePIpeTannja 3a oBakas 30Mp ce MOry BUIeTH
HA TPUMEPY HO3UTHUREHE (VHKNWje duju rpadguk ca npasavMa ©=a, t=bu y =10

OUPANMYARA KPUBOJIMHH] CEI TPATes.

f\}"

y=/ix)

Heduaunmmja 2 Axo 3a caaxo £ > (0 noemoju 4(2) > 0 maxao da 3a caaxy nodeay
(I1,£) 2a xojy je A1) < § aaxncu

|Sn(fjn'-{) - jr| <&,

mada xaxcemo 0a je [ unmezpabuana y Pumarnosom cmucay uwau R-unmezpabuana
na [a,b]. Bpoj I ce nasuea Pumaros uau odpehernu unmezpaa gynwyuje f na [a,b]
U oanauasa ca f; f(x)dz.



Punvianon unrerpas je. Jak/e, PPaniydia BPeJiocT MHTerPAaIiny cVAa Koja
ce poouja npu A(IT) — 0 (v cvmcay nare geduaunmje), 1mTo ce cMOOJIMYKNA
3ANMCY]e V ODJAWEY JeHakoc Ty

I'= lim S,(fI1,¢§).
A(IT)—0 T

Karo je nperxoanom geduaummjos uorerpal gedgunucan 3a a < b, v cavuajy

a="bwua=bon ce gedunume ca

lﬂf(:a]d:r =0, lﬁ flz)dz = — ﬁﬂ f(x)dz.

Cryn epux unrerpadbmamnx gyusnnja na [a,b] ce osnauvasa ca Rla,bl.  Lpo-
jesn a 1w b oy poma W ropma rpanvia uorterpada, dynenvja foje nogmnre-
rpagia GpVHKOMja uan unrerpan, uspas f(z)dr je noaunrerpasnu uzpas, a
NPOMENBUBA T J¢ WHTel PANHOHA TPOMECHLUBA W OHa Ce MOEE 3aMeHuTH OWI0
KOJOM JIPDYEOM.

Harae, 3a nere gyvnrnuje ogapehenn unTerpas TocToju, a 34 Heke He TOCTO .
Mowe ce nokasamm ga sasun caegehe rop heme.
Teopema 1 [Hompeban ycaoa da gynwyuja [ byde R-unmezpabuana na |a,b] jecme
da je ona ozpanuyena wa [a,bl.

Ja venos orpaniuenoct nuje JoBOLAR Tokasyvie npusep Jlupuxacone fivi-
K1V €.

-

2 Knace mHTErpadmiHNX QyHKOHIja

Ja xoje cee Pynryuje nocmoju Pumanos unmezpaa?
Hera je f:|a,b] — Rorpannuena gyurnMja u 0eka oy 3a TPOUSEOLITY TOMeLY
[l sesmamme m; u M; (i =1,...,n) nredgunucane ca

mi(Il) = inf  f(z), Mi{Il)= sup f(z).

TE[Ti—1.54) TE[ri—1.2:]
Hedmanmmja 3 3bup
T
1. 5, degunucan ca S, = Z m;Ax; 308e ce doma UHMEZPAIHA CYMA,
i=1
T
2. S, dedunucan ca S, = Z M;Ax; z08€ ce zopma unmezpaana cyma
i=1

sa gynxyujy [ wna [a,bl.



Kako je m; < f(&) < M; 3a i =1,...,n. u3 gedununuje caean aa je
5, <5, <5,

30 cpaky npupogan Opoj n. Hus gomux upnrerpadnmx cyMa je orpannuden
OJO3I0, A HU3 FOPILUX MOTerpadiiy cVMa je orpaniden oo300, Ma MOHEeMo
gedunucary cvopesya I, npeux, oanocno uadeisiva 15 apyvinx, nopu geay je

Eﬂ{_:f*{_:-f*igﬂ-

Yenos Runrerpaduanocti Moke ce M3pasiuTl noyolly veaosa 3a 1opiLy u
JOHILY MHTerPAJHY CYMY.

Teopema 2 Jfosoman ycaoe sa R-unmezpabuanocm gynwyuje f na [a,b] jecme da
za caaxo £ > () nocmoju & > () maxeo da 3a ceaxy nodeay Il za xojy je A(Il) < &
aaxcu

§ﬂ(f~l—[) _in(fjnj < E.

Horaz. M3 veaosa caenn jga je
0<Ir-I.<S5,—-85,<¢

3a cpako £ > 00 mro spnaun na je L, = 1" Aro opy speapoct ospaunso ca [
ragauz S, <1< S, u S, < Sy <8y caenn na je |Sy, — I < &, mro snaun na je
f varerpatnana. B

Maoske ce jorasaTi ga Jo VOIoB YV TeopeMd M HoTpeDal, oJHoCHO JIa CJe i
s npernocraske f € Rla, b].

Homohy opor venopa co Jgako Jokasyv]e MOTerpadianoct jejgde kaace divi-
K] .

Teopema 3 Axo je pynnyuja f nenpexudna na |a, b, onda je ona u R-unmezpabuana
Ha [a, b].

Joraz. [lpeva Kanropono] reopesu hvirmija [ je papnosMepio Henperi s na

la,b], na 3a cakw Gpoj £ > 0 nocroju 6Gpoj § > 0 rakas na sa csaxy nogeay 1
qa wkojyv je AI) < 8 sassn

E

1) = fa")] < =

sa cse o', x" us neror nogunrepsasa [rp_p, rx|. Hopen rora, sa csaku nogun-

repBan [rg-1, rx] nocroje &, Mk € [Tr1,Tk] 38 koje je f(&) = Mi, f(m) = my.
Jarne za £ 1 N Bakn

=
M —my = f(&) — f(m) < —,
b—a
na je
T
— £
Sp— S, = E (M — mg)Azk < . (b—a)=-=.
—a
k=1
IHpesma nperxomno] reoperi ro snaun aa je [ unrerpadbuana. B
Hocroje u orpanngene GyAKIMje KOje HUCY Henpesiane, a jecy R-uperpabuiane.
Ha npusep, sonorone gynkndje oy uarerpadbuine na |a, bl



3 CBojcTBa ompebeHor mHTErpaia

Teopema 4 (fNuneaproct) Axo f,g € Rla,b| u o, 7 € R, mada aof + Fg € Rla,b| u
aaxcu jednaxocm

f:(f:rf{:r) + Bg(x))dxr = r:r/: f(z)dx +|3£65(EHI_

Horaz. Tepheme caenn w3 jeanakocty

k1

Sn(af+pg) = D _(af(&)+ Bg(&))Az;

i=1
1'1 n

= ‘J‘Z f&)Az; + .SZ g(&)Ax;
i=1 i=1

= &Sn(f) +35ﬁ,(§) u

Canano BaxkW W 34 Judeapuy koumdunanujy gvokmmja fi, ..., fn. Mebyru,
w3 unrerpatmwiamoctn 3oupa [+ g #we caenn unrerpaduanoct cabupara. Ha
npusmep, ako je f Jlupuxaeosa dyvuaruuja u g = —f + 1, rana je (f +g)(z) = 1,
ann f uu g nuey unrer pabuime.

Teopema 5 (Tlogena wurepeana wnterpaunje) Axo f € Rla,c] u b € (a,c), mada
f € Rla,b] u f € Rlb,c| u samncu jednarxocm

fa ) [h " fla)dz f " f(x)dx.

Howasz. W3 unrerpabuanoctu gynrnuje f na |a, cf caenn uarerpadbuanoct na [a, bl
3410 HITO je PASJANEA FOPIbe M A0ILe UHTerpaite cyyme na |a, b mama nero oaro-
papajvha pasiauka wa [a,¢]. WMero sasn u sa unrerpadwimoct na [byc. Hape-
ARV JeaHakocT AoDHjarMo TAKO NITO TOCMATPAMO WHTErPAJIHE CYVMEe 38 00
koje canpxe rauky b Ml

M= ope reopene nodujamo caenehe repheme.
Teopema 6 Axo cy a,b,c € R xpajesu mpu odceuxa u axo je [ unmezpabuana Ha
najeehiem 00 muzx, onda je unmezpabuara U Ha ocmana dea U BANCU

l " fe)dr f " f(e)dz + / " f(z)d.

loxkas. Hera je a < b < c. W3 nperxoane reopese n jeUANIAje WHTEIPAILA Y
CAVHEA]Y KEaJl e Joma rpanuina selia o ropme coean gaje

/:f(:-':]ld:s :/:f(:r-]d:r— /:f(x)d:c = j:ﬂm}dr‘i_fcbf(x}dr'

Communo ce gokasyje ¥ 3a OO Koju Apyin pactnopesn a, b u o



Teopema T (Moxotonoct)

1. Axo f € Rla.b] u f(z) > 0 3a = € [a.b], mada je
b
f flz)dz = 0.
2. Awo f,g € Rla,b] u f(x) < g(z) na [a,b], mada
b b
[ 1wz < [ g
3. Axo f € Cla,b| u axo je m = mingcpp fx), M = max,cpp f(x), mada
]
m(b—a) < / flz)dz < M(b— a).

Nokaz. 1. Hako je f(z) =0, 1o je I =5, = 0.

. . b
2. Aro je h=g— f. ranawns 1. caeam na je [ hiz)de = 0. omocno

ﬁ (2 ﬁ ’ )z > 0.

3. Karo je m < f(z) < M w3 2. caenn jna je

b b b
mf d:.s-i_if f{x]dmiﬂfff dr,

ogakse jgodnjamo napegene nejeanackocru. Ml

4 Cpensa BpeoDHOCT MHTErpaJa

Teopema 8 Axo f € Cla,b|, mada nocmoju £ € (a,b) maxsa da je

b
f f(z)dz = £(6)(b—a).

e

1




Horaz. M3 tadke 5. Operxolie reopene caein Jga je

/ﬂ b f(z)dr < M.

~—h—a

hA TOME, J"I'JI o LW TAKO Jif je
[pesa rome, nocroju p € [m, M| raro na je

bialbf[:r.}dx:

Kako je f wenperxumna, npeva Homwm Bosananoso] teopesu nocroju £ € (a,b)
rako ga je f(€) = p. W3 ose jeanakoctn caean jeapakoct us reopese. B

Aro yuecro f € Cla,b] npernocrasnyo camo f € Rla, b|, ransa nocroju spei-
noct p € [inf,cqp f(2), 8upycey f(2)] raxsa na je

b
f flz)dr = p(b — a).

Basn u onnrruje repheme.

Teopema 9 Axo f € Cla,b] u g € Rla,b] u axo je g(z) > 0 3a = € [a,b], mada
nocmaju £ € (a,b) maxo da je

ﬁ ' F@)ga)dz = £(6) f @)z

Horaz. W3 nenpernanoctu I]]\IIhIIH]'{ f cacmmn na nocroje Gpojesn m ou M 3a
koje je m < f(x) < M 3a x € [a,b]. Kako je g(z) >0, 10 je

mg(x) < f(x)g(z) < Mg(), = € [a,b],

/ x)dx {/ flz)g(z)dr < Uﬁbg{x)dz,

Aro je f g(z)dz =0, rana jen fﬂ flz)g(z)de = 0. na repheme sazu. Y cvapor-

[EPIRERS T B L8]

HOM e Jf:l glr) = 0. na je

flx 9(55 )dx

r =
e

M3 Homw-Boananose reopese nvavo ga nocroju £ € (a,b) rakso aa je

J) f(x)g(z)de
2 g(x)da

M.

f&) =

(SIS IR TR LS

b b
[ 1@y = 1@ [ o@ar.

Teopesma pamkn n y cayuajy glxz) < 0.



5 Be3za maTerpasa m m3sBoma
Axro je dgyurnuja f warerpaduana na [a,bl, rana je ona wnrerpadmana u na
T
la,z] 3a = € (a,b), a f(t)dt ce sone oapebhenn uurerpad ca npoOMeRLUBOM

i
ropion rpanvnoy. Opaj murerpad je sanpapo GyVHOKIM]a OJ T, O3HAMUMO jo ¢a

'-'[’. .“_HHJI{‘.. .
(I?(:r.}:/ fOdt, z € (ab).

Mose ce nokasatu jga je @ menpernana pyvoxnuja na [a,bl. Y cavuajy wan
je dvarnmja f nenpernana voHero] raurd vuaso jade rsp heme sa @ owoono
npeacraBba Besy uavmehy M3Boia M MHTerpada.

Teopema 10 Axo f € Rla,b] u axo je f nenpexudna y mauwu = € (a,b), mada je ¢
dudepenyujabuata y mauku r u 8ancu

. . . Ad(z
Hokaz. llpeva jgedununuju uzsoga je @(z) = lim J
' ' Ar—0 Az

sa) = [ g [ wa= [ s

NPUMEHOM TeopeMe 0 CPefibo] Bpeanocti 3a unrerpadte gobuja ce Ad(z) =
fE)Ax 3a nexo £ € [z,x+ Ax]. llpema tome

Faro je

A®  f(E)Az

na je
'(z) = lim f(§) =f(z). W

Aax—0

Opa reopema je nosHaTa Kao ocHoeHa meopema dufepenyujoaroz u urme-
2PanHoz PadiHa.
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HEOJIPEBEHW MHTEI'PAJI
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Meronga cumene

Merona mapomnjaage Marerpammje

Perkvpentae dopuyie

Hovrn Jlajonunosa dopayvia
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1 IlpuvuTuBEA PyHEOUja U Heonpe hean mATErpan

Hedmanmmja 1 Jupepenyujabuana pyrunyuja F je npumumuena za dyrnwyugy f -
(a,b) — R axo je F'(z) = f(x) 3a = € (a.b).

[ITPUMEPH

1. F(z)=sinz 3a f(r) =cosz na R.

2. F(r) = arctanz 3a f(x) = 1_: = na R.
2

3. F(r) = uzr.l"r:‘ccuﬁl sa f(x) = ! na (0, 400).
T 1+ 2?2 '

4. F(r) = uzr.l"r:‘ccuﬁl sa f(x) = —— na (—o0,0).
T

1+

5. F(x) = z|z| 3a f(z) = 2|z| na R.

Aro je F npuvanmusna dyvornuja sa f, ounraemo na je mw F+C (C € R)
rakohe npunvmrusna sa fo Hlvapume, cpe npuvmrusne gyvaknmje ce vebyveodno
PARIMEY]V CAMO 34 KOHCTAHTe.

Teopema 1 Axo cy Fy u Fy npumumene gynwyuje 3a f na (a,b), mada je muzoea
pazauxa Ha MOM UHMEPEALY KOHCILAHINHA.

Hokas. Awo je F = Fy — Fy, rana je F'(z) =0 3a = € (a.b). na je F(x) = C ua
(a,b). W

Ha npunvep, npuvimnmmsne gyasnmje ws npusepa 4. w2, ce pasaueyjy sa
na (—oc,0). a us npumepa 2. u 3. cy jeanare na (0, +oc).

WMz ocnopne reopese auepennujagior 1 MHTerpadnor padyia Hero cpe o
caenn aa je gyarmja © pedmmmrcana ca

P(x) = /I ft)dt

jeana npuvurtusna gyeknmja sa f ako je f nenpexuana na [a,b]. Hpewa tone,
CBAKA HENMPeRHa GVHEIN]a Mya TPUAMTITHELY.

CEyn CBUX OIPUMUTHBHUX (VHEIM]a 3a gaTy vHEIA]Y (veEoyvayvjvhn n @) ce
nocenHo W3ABaAja.

Hedmanmmja 2 Cryn ceur npumumusHur pynxyuja pyruxyuje f Hazusa ce wHeo-
Opelienu unmezpan fynxyuje f u oamavaea ce ca [ f(x)dr. Pynxyuja [ je nodun-
mezpaana Pynxyuja uau unmezpand, a f(x)dr je nodunmezpaanu uspas.

Harne,

/f(:a}d;r _ {F(z)+C|C € R}



rae je Fonera npuvmruena sa f. Yaecro osor, kopuern ce kpahii sanmc

[ f(z)dz = F(x) + C.

Clam nocryvonar ogpe hupama npuMurusie §yvaKnUje, OJH0CHO HHTerPaJLa, HA3HBA
ce uarerpandja.  'padur cpake npuMUTHUBHe PVHENHje je MATerpaaia EpHUBa
dvarmje f.

M3 cane pedununuje varerpasia caean Ja je

[ ()= f@)+C, = f f(z)dz = f(z), d [ f(z)dz = f(z)dz.

2 Tadmuna mETErpaJa

Mstopou npuvmmrusne gpyvurnuje Faodujavo uarerpas dyvusnmje F'. Ha taj
HAYIH MOAECMO HOPMUPATH TPOM3BOLIO AVE coucak unrerpada. Ha npusep,
jesan mMann cnucak (Tabauna) UHTerpaiaa je:

$a+l
1. rdr = ' —1.
/I‘ T &+1—I— ,
dx
2. | —=Inlz|+C. z<0wum =0
T
a.T
3. fard:r-:—+f»'._ a=0,a#l
Ina '
1. ferI:eT-i—C'_
5. /sinmd;r:—cos:r—l—C.
6. /coszd.r:sinz—l—ﬂ'.
7. fsinhi".d;r:coshi"-+6'_
5. /coshzd.r:sinhi"-—l—@.
d
9. f—id;r:ta.ni‘-—k@.
cos? T
d
10). f :; = —cotx +C.
SIN- T
d
11. —I:arct.an:r—l— C.
1+ 22



12. /d—l-g = tanhzx + C.
co

sh®z

dx
13. = —cothz + C.
fsinhg-r. COMLE

14. —arcsinr + C, |z| < L

dx
— ad ]

d
dx 1 r—1
17. =1 C, 1.
F fﬂ—l 2 "7 +J+ l=| #

Hocroje u eaenvenrapne gyaRIMje YMjU ce MHTEDPAJIN HE MOUY M3IPASUTH Y
Eonadnon oDanky nosvohy exesenrapnux divornmnja. Ha npusep,

fe dr. f —dz. f /Smxdx. fcos;rd_r. /sinxgdr. /cos;rzd;r_
Inz’ T T

ITpumepu unmezpaaa xoju ce caode na mabauune

/Fdr_f 1“’3+£_"

b

2. f :'Idr_f(es}rd-r.: +C:E?—|-C.

In e 5

3 CBojcTrBa HeonpebheHnor maTerpama

Teopema 2 Axo c € R\ {0} u axo f uma npumumueny dynxyujy, mada saxcu

/ ¢ fla)dz = c- f f(a)dz

Hoxaz. Hexa je F(r) npuwaurusna dyaxnuja dynsmmje f(r). Tama je

e F@) = ¢ f(2),
na je
[C - flz)dr =cF(X)+ D, c- ff[r}d;r = c(F(z) + C).

Sa D =c-C podujanvo repheme reopene. Wl
Coodonnuja GopuyiIanija oBor CBOJCTEA Je: KOHCTNAHMG UIMA3U UCTPed UH-
mezpanda.



Teopema 3 Axo fyuxyuje [ u g umajy npusmumusne, mada je

/[_f(:r:] + g(x))dxr = /f{r}dx - [g(:r]ldr

Hoka3z. Hera je F npunvmrusna sa f u G npuvurusna 3a g. lTana je F+ G
npuvurusna 3a f 4+ g, na je

/{f(l"] + g(x))dr = F(z) + G(x) + C.
hako je
[roi=r@ <, [g@i=ca e,

sa U= C1 4+ Ca nodbujano mepheme reopese. W
Tepheme pasn v 3a sunte o ase pyvornuje. Cooboanmja Gopuyiaanija osor
CBOJCTBA jo: UMMEZPaa Npoaadu Kpos 3oup.

W3 nperxomna aBa cBojeTBa el AuHeapHocm Heodpelenoz unmezpaaa.

Teopema 4 Axo gynruuje f u g umajy npumumuere Ha HEKOM UHMEPSALY U aAKO
cy a u 3 peaanu bpojeeu, maxeu da je o + 3 > 0, mada na mom unmepaany u
dynryuja af + Fg uma npumumusHy u eaxcu

f(af(:r) + Ag(z))dx = crff(x]d:r—l— ,ng(r)d;r.
Tepheme pasn v 3a punte o ase pyvormvje. Cooboanmja Gopuyianija osor
CBOJCTRA je! UHMEZPAA AUHEAPHE KoMbuHayuje pynryuja je auHeapHa KombuHayuja

uHmMeZpara MuT PyHryuja.

IIpumepu y xojuma ce xopucme auneapnocm u mabauya (pazasazame unmezpanda)

9
1. fI +Id:r:/:r‘n'“xgd:r—k/Ilﬂdxzzxsﬁ+gx3ﬁ+6'.
VT 5 3

r’dx 1+22-1 dx
9 fm_/de_/dx—/l+xg_I—a,rct.an:r—i—C.

3. Raro je

. 9
9 SN~ T 1 —cos®x 1
tan®r = - = 5 = 5 1
COS- T COs- T COS* T

1
TO je

/tang.rd:r =tanr —x + C.

4. Raro je
1 sin” x + cos® x 1 1
2 rcosx cos?

- 0 9 — P ]
S1I° . CO8~ X =111 xr Sln- T

TO je

dx
ﬁ:t&ﬂI—CDtI—FG.
Sln” r cos= T



Teopema 5 Axoje F' npumumuena gynxyuja 3a f u a,b € K, mada je
1
f_f{ar +b)dr = —F(ax +b) + C.
i
Horas. I'spbeme coaenn us jeanakocti

E%pmx+by:me+bya:afmx+m. m

arne, u3 jeanarkoctn

CIeN JeNHAROCT

H/Hmwﬁwx=éme+m+c.

Teopema 6 Axo je ff(:r)dr = F(z) + C na unmepsaay A u axo je u : A — B
dufepenyujabuana fynryuja Ha unmepaaay A, mada je

fﬁm@:Fm+a

Nokas. Hexa je F npunvmrusna dyvarmmja govnenmnje fo Tana je sdor uasapn-
JAHTHOCTH (e ern) aia

dF (u) = F'(u)du = f(u)du,
na je
[f{u}d-u: [dF(u] =Fluy+C. N
Hocaenma jeanakocT Mome jga ce HATWIEe WV 00JdHEY
/f(u{r}}u’(;r]d:r = F(u(z)) + C.
5 MeTonma mapoujajyHe MHTEr panje

Teopema 8 Heka cy u u v dufepenyujabuane gynwyuje. Awo gynryuja uwv' uma
npumumuseny gyuryujy, mada v ynxyuje u'v uMa NPUMUMUEHY PYHRYUTY U 8aHCU
jednarxocm

]ﬁ@mﬂﬂ:uuwuyi[mﬂmu;

Hokaz. Tepheme coenn us jennakocru d(uv) = udv + vdu. B



4 Meronma cMmeHe

Teopema 7 Axo je gynryuja [ nenpexudua Ha unmepsaay A u axo je ¢ : B — A
dynryuja xoja uma Henpexudan w3800 pazauvum o0 Hyae Ha B, mada je

f f(z)dr = Gy~ \(x) + C,

zde je G npumumuena ynryuja sa gynxuujy g : t— fp(t))'(t).

Iokaz. 30or cranuor 3paka GyarOUje . GVAKIAjA @ je cTporo MOHOTOHA, T8
nMa unpepsay. Hako je

o)) =) —— =IO _ ) = fla
O @) =G0 —o = 50 = (o) = 1(2),

dvasmmja G Hz)) je npmintusna 3a dyvasamjy f. W

Opa reopema gaje morvhHocT aa yMecto OPUMUTHBHE 3a f. VEOJINKO He
MOEMO Jako ga JohesMo 10 me, TPAEUMO TPUMITUBAY 3a QVHKIU]Y g Kojv
nodujanro rako mro v ogyvokmajn f veeseso oxveny x = (t).

6 PekyperTHe dhopmy e

AKO METErPALL 3ABUCH OJ] TPUPOAHOD Dpoja 1, Tajla U MHTerPad 3aBUCH 01
7, A LA MosEeno osnadunte ca Lo Hpuvenon napuujasiane unrerpanmje decto
ce Moke ogpeanTi esa u3mehy, na npusvep In v In—y wam Iy v Lo vum Iy, In
u I, 9. To cy pervpenrne hopuyiie.

7 Ibyra JlajoanmmoBa dpopmyia
Caenehe mspheme cy mesasucno jesan on apyror gokasam Hoyon u Jlajo-

AT,

Teopema 9 Hexa je gynxuuja [ nenpexudna wna [a,b] u nexa je F' mena npumu-
muena gynryuja. Tada je

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Hokas. Kako je ®(x) rakobe npuvurusna gyvnknmnja sa dyvakonjy f, 1o je

/I f(t)dt = F(z) + C.

M3 ope jeanakoctn 33 r© = a gobuja ce
il
0 :[ f(t)dt = F(a) + C,
i

onarae je C = —F(a). llpeua toue,

onaknae ce 3a © = b noduja spheme reopene. W



8 CmeHna mpoMeHJEUBe Y onpebeHOM MHTErpasy

Teopema 10 Hexa je gynruuja f : [a,b] — R mnenpexudna u nexa gynxuuja o :
(v, 3] — [a, b] uma nenpexudan uzeod, npu wemy je (o) = a u p(3) =b. Tada je

b 8
[ 1@z = [ sewns o

HNokas. Axo je F(z) npuvumrusna 3a f(z) na [a,b], rana je Fle(t)) npuuumrusma
sa fe(t))@'(t) na o, 5], na je

8
| 1) @t = F(3) - F(p() = F®) - Fla). ™

Hanomena Arxo je ¢ crporo vonorona ropheme pasm uosa gyvornmjy f koja
He sMopa OUTH nenpesniana, seh cano R-unrerpaduana.

M2 - 10. IPEJABAILE

Hparan bopuh

29.5.20009.

MNHTEIrPAIILIA
HEKNX KJIACA ®YHKIMJA

1. Muarerpanmuja panmmoHaJdanx GyHREIM]a
2. Marerpanmja HEEMX TPUTOHOMETPHM]CKMX (YHEIIN]a

. Marerpanmja HeKMX MpanyuoHadHnX GyHKIM]a



1 VaTerpanuja pamuoHAJHUX (yHKOIHIja
1.1 Hera cBojcTBa mosrmHOMA

Teopema 1 (Ocnosna reopema aaretpe) Caaxt noAuHoOM CMENEHA TL €O PERAHUNM
KoePuyUjERMUMA UME TNAYHO TL HYAG (PEGAHUT UAU KOMTAEKCHUT).

Teopema 2 (darkropucame noaunona) Heka ey o, ao,...,0p, Hyte noaurnoma P,

20e je
1

P(r) = anz" + an 12" " +---+air +ag, an #0.

Taoa je
P(z) = ap(z —aq)(z — ag) -~ (x — ay).

Hokas. Tepheme caenn us nperxoane reopese W duibenune ga je Pr) neaur
ca T — o ako 1 cado ako je Pla)=0. -

Mebhy nyviaumMa DoamHOMa MOEe OUTH W jeamakux.  AKO CV a1,..., 0y Che
pasauunTe Hyae noaudosma P, rana je

P(x) = ap(z — )" (x — ag)™ -+ (x — ap )",
rae je ky+ -+ kyp =n. bpoj b je pea nyae o; (i=1,...,m).

Teopema 3 Axo je bpoj a + Ji nyaa noauroma P ca pearnum roeduyujenmuma,
onda je u 6poj o — 3 nyaa moz noaunoma.

Hokas. Hewa je z=a + Fi. Tana je P(Z)=P(z)=0. =
IHpernocrasumo ga oy z1 = a+ Fi u 20 = a — Fi nyae noaunova P Hako je
_ 2 a2 _ 2 2
(z—z)z—2)=(z—a)+ 3 =z +bx+ec, b —4dec<,

. o
W3 TpeTxodne Ase Teopexe ciaean ga je noannosm P oaenns ca o= +br+c. [lpens
ToMe, noannon P ouvoske ga ce npeacrasu voobJanky

P(z) = an(z — a1)* -+ (x — ap)**(z® + biz + 1) - (2% + bgz + )™,

re je ki 4+ kp 42 442 =nubl —4dei<03ai=1,...,q.
1.2 Heka cBojcTBa pamuoHAJNHUX (yHKIUja

Hedwnaummja 1 Hewa cy P u () noaunomu.
1. Payuonaana gynryuja peaarne npomernuse je gynnuuja I dedunucana ca

P(x)
Qz)’

R(x) =

20e P u () nemajy sajednuuxur wyaa.



2. Awo je st(P) < st(()) ¢ynwyuja R je npasa payuonaana dyrxyuja.

Teopema 4 (Paznarame pannonasane gyurnuje) Ceakxa payuonaana gyruyuja je
3bup noaunoma U Npase PAYUOHAAHE PYHKUUTE.

HNoxaz. Hera je st(P) = st(Q). Jlememen noammona P ooosaunonon € aodujaso
P(z) = 5(x)Q(x) + Pi(x),
rae je st(Py) < st(Q). lpeua roue,

P(z)
Q(x)

Pi(x)

Jeanocrapnu npusepr panuona iy yHEIMja oV dyvHEEIN]e gedunucane npoc-
THUM PAZJIOMITMMA.
A Bz +C

u :
(r —a)f (22 +bx+ )k
HAUAAJY CE NPOCMU UAU NAPUL]AAHY PAIAOMUL

20e je b> —4c < 0

Hedmanmmja 2 Pazaomyu obauxa

Teopema 5 (Pasnarame npape pammonanne gyvukmije ) Ceaka npasa payuonaata
pynryuja je 26up napyUjaAHUT paziomara.
Noxaz. (Hoeja)
3a peaany nyay a pega k noamnoma @ rpeba NOKA3ATH A BAKH
P(x) A N Pi(x)
- . 1
Qx) (z—a) (z—a)**Quz)

rae je A koncranrta, (Qq kouanunuk npu gemesy Q ca (r—a)fu 1 <s <k
Coanuno saskn 1 axo je (22 +bx + ), rae je b — 4e < 0, parxrop noaumonma
Q. =
Hoaunom Q mose ga uma darrope oomka (r — a)f win (22 + br + o), rue
je 22 4+ bz + ¢ necvomus rpunom, omnocno b —4e < 0. Hpuankom pactasmsama
npase panronansie GyHKIMe Ha TPOCcTe PAsIoMEe Bakn cuaegehe:

1. ®artopy obauka (zr —a)® oarosapa 36up npocTux pasziaomaka

Ay Ay Ag
:r—a+(:r-—a-}2+ +{;r—a)-"’

rae oy Ap, ..., Ag peannn Opojesn.
f ; - ] k -
2. Garropy obauka (z7 + br + ¢)¥ oarosapa 30Up TPOCTHUX pasgonaka

Bix+ Cy Byr + Cy Brxr + C

= e ‘
2 +br+c (22 +br+c)? (z2 + bx + c)*’

rae oy By, oo B, Ch, .o, Cp peannn Gpojesn.



Lpojesu A;. B;. C; ce mobujajv smeronom neogape henux koedunmjenara WM HA
. ¥ 1 4 o A
HEKW JAPYVIT HAYAH,

1.3 UaTerpanuja mpocTUX pa3jioMaka

i_f dx =In|z —a|+C.

xTr — il

2. 3a k>1je

dr N 1 1
e e e e

3. 3ak>1na#0je

_ Tz 1 L C
f[-r-g +a2)k 2k —1)(a2 + a2kt T

dx dax
1. Hera je I = /—I nJ= f}L rae je b —4e < 0. Kako je
' 4+ br+c ' '

24+ br+ ¢
b\ ? b2 b2
x2+bx+c:(x+§) +te— c—zbil
TO je
I = ! arctan 7 + b2 +C
c—b2/4 c—b*/4
= 2 arctan 2w +b + C'

a U3 JeJHakocTi

zdr  1d(@@+br+c) b dz
24+ br+c 2 224+br+e 224+ br+c

Caenn ga e

1 b
J= §1n(-.r?+bx+cj — 5l
_ , dr i ,
5. Heka je I, = fm 3a k>1wna#0 Karo je
1 1 2%+ a® — 2?

(x? + a?)k a2 (x?2 +a?)k

1 1 2dr
le = Galier = —fm'

TO je



Hapuujasnosm uarerpanijos, ca v =z 1 dv =

rdr . ,
JODMjAMO A e

/

Hpena rome,

I

(22 + a?)k
ridr T 1 1
@rad)f  E-_D@rad)F i T k—n T
. 2% — 3

Cenujanno,

TRk D)@t 22k 1)

Ik—l-

T |
Ir= 2a%(z? + a?) i ?agfl'
e je
d
Il = \/.’73:2 = —El.]f'Ct.ﬂfﬂE +C
- +a a il
Ha npumep,
/ dr = - + ! arctan — + C
(2 +2?  4(«2+2) 42 V2
rdr dr
. e T v
6. Murerpann / 1z 1 oF e /{r‘3+b;r+c‘)k' 3a k>1wmb —4de < 0,

euenon r+b/2 =1t crone ce na unrerpasge us 3. 5,

1.4 eTerpanuja pamuoHaJHEHUX QYHKOHja

Ha ocnopy nperxoanor clean ja ce

MHTENPALM A Paluonaine (v K je

CHOJM HA MIIT(‘-].']}HIIMJ}_ MOJMHOMA M ITPOCTHY PasJdolaka.

2.2 PanuoHaJyiHe pyHKOMje CHHyCca M KOCHHYCA

Aroje flz) = R(sinz,cosx), rae je R(u,v) panmonasna GyHEIM]a apryyenara
x

WM U, Tadia Co ChMeITON tanﬁ =

panmonaanux fyurnnja. Ms jeanarkoctn

TED ja hVHEITH] e TBOJLA i TEI
t mnrerpannja Gyvarnuje [ cBoan Ha MHTer pami]y

2dt
r = 2arctant, dr — - .
1+¢2
] s1n E L(}SE Qt
sinr — = 2I:1—|—t2'
9 :
CO8° — + 81n° —
2 2
CCMS2 5 — ‘._ilI'l2 5 1 — f__‘l
COsST = 4 —
cos? z + sin’ z L+t
2 2
CJenn 1A je
: 28 1\ 2dt
fﬁ’{smx, cosx)dr = fR . —, —.
' L4+t27 1+ ) 1+



Hopea ope, voupepsaane cudene, V CHOOMjadHUM CAVHAJeRIMA PAlHoHa e
GVHEIM] e CHAVCA U KOCUOVeA MOY C@ KOPUCTHUTH U APVIe Cuene.

R(u.v)

1. Ako je R(u,—v) = —R(u,v), rana je dynenmja ——— napaa no v, 1o
: je g . "

SHAYM a8 CAADEM CcarMo mapie CTrelaele apryMenlTa v, Haro CDSQ I, 'CG‘S;1 Iy...

MODY I ce M3pase HosMolly crenena ojn sinz, 1o je
R

R(sinz,cosx) = cosr — Ry(sinx)cosx.
COST

Cuenon sinx =t goduja ce
fR(sin x,cosx)dr :fﬁ’l{sinx}cosxd:{r = le (t)dt.
2. Cununo, v cayuajy R(—u,v) = —R(u,v) nmamo aa je
[R{sin;r._cos x)dr = ngl:CDS;E}SiHI{E;I- = —Ra(t)dt,

rie je t = cosz.

3. Aro je R(—u,—v) = R(u,v), rana cvenon tanz =t mvamo ja je

R(sinz,cosz)dr = | Ra(tanz)dr = (0 4
[ Risinz [ Battanzyas — [ 5

+ 2

3 NHTerpamnja HEKNX WPAOUOHAIHUX (QyHKIHIja

3.1 ®yarnouje obmura F(r.var +b)

: 1 2
Cuenom var +b =1 miano aa je = = —(t2 — b) u dr = Ztdt, na je
a a

[R(m,mmr: le[t}dt.

ar+b
3.2 ¢ i 0 Rz, {|——
VHKIOHje 0DJIMKa I!”C'I-—Fd
. Jax+b , b — dt™ ,
Clharetton —— =1 mnano ga je r = ———, na je
cr + d ci™ —

.jar—+Db

Rz, {|—— | dxr = [ Ralt)dt.
"Vexr+d



3.3 ®yErmuje obsmka R(x, ™", ... ")

Cuenom = = t*, rae je k najuamn sajennmarxn caapsanan dpojesa n,....s

JO0] ano
k k /
Im,"n — [ﬁ }m;’n — [:ﬁ ;'n:]m — tp'm’ e s — t_qr,

na je

[R(-.a,xmf“,...,x*“”)dx :ng(t)dt.

3.4 ®yaxmuje obmura R(x, Var +b, Var +b,.... Yar +b)

Cruenon ar + b = (7,

My, Mo, ..., Nj, CBOJAM Ce Ha MHTerPal palonaiie fvaEmmje.

r+b ar + b ar + b

3.5 dyaxmuje obmuxa R |« "\1/‘”‘" (/ ..... 1/
Je o (I’ cr+d cr+d ' cr +d
ar +b

cr +d .
. M9, ..., Mg, CBOJM CE HA WHTErPA] PATMOHALHE () VHELI]e.

e Jje o HAMAILY 3ajelHUUEN caapiadal Dpojena

t". rae je nonajMamLy saje HuuEN calpmadan Opojesa

Chureron

3.6 Pysrnuje obmmka R(r, /1 — 1?)

Chaenon © = sint uuaso ga je
fR{:r, V1 —z2?)dr = [R(sint, cost) costdt.

Moske Takohe u cumena © = cost wan x© = tanhi.

3.7 dysrmuje obmuka R(x, /2 — 1)
Cuenon = = cosht, mpu ueny je Va? — 1 =sinht u dz = sinh tdt maano aa je

fﬁ’{:{.‘, Va? —1)dr = [R(cosht,sinh t)sinh tdt.

| |
Mory ce kopuernin U cMene @ = —— W T = .
st cost

3.8 ®ymrouje odomuka R(r, /1 + 17)
Cwuenowm = sinht, mpu weny je V1 + 22 = cosht u dx = coshtdt, muano na je

[R{:c._ V1+2?)dr = [R{sinh t, cosh t) sinh tdt.

Mowse 1 cvena r = tant, npu geny je

V1ot = dr = dt

cost’ cos2t’




3.9 ®yHKImUje 0OMMKA ! " ’
Varl +br+c¢  Varl+br+c

Hera je

dx rdr
I= f —_— = [ —
Vaz? + bz + ¢ Var? +br +c
Crobemen kpagparnor TpunoMa az® + br + ¢ na kanonckn obunk unrerpaa I ce
crOAN Ha Tabuamuann unrerpas. 3a a > 0 u b — dac # 0 unrerpan I ce croan

dit dt
fm ! fdm
T

HITTerpadt I Ce CROJAM i MOTer padl

Ha jejgan ol WHTerPaia asaa<0nb®—4dac >0

ol — 2
Karo je
rdz ~ ld{az®+br+c) b dx
VarZ+br+c¢ 2aarZ+br+c 2avarE+br+c
TO je

1 b
J=—Vazr:+br+c——1I.
il 2{[.

3.10 ®yarauje odbaura R(var? + br + c)

- 9 ~
Crohemen kpagparnor rpunova ar” + br + ¢ na konanonckn oDAME MATE-

rpad ce cpoau Ha uprerpad jeane ojg gyvnsnuja R(vVi2 +ao?), R(VE2 —a?) u
R(vVa® —12). Ha npuuep, fV{I-:IfQ + bz + cdr ce croaM na jenan o MHTEDrpasa
[ V2 +aldt, [Vi2 —aldt u [Va? —t2dt.

3.11 ®ysrnuje obmura R(r,azr? + br + ¢

[lopen napegennx coenujagnux caydajera M chohema, Kao ¥y IPeTXoanon
avaajy, na unrerpadae pyvasaja Rt V2 + a?), R(t,vVi2 —a?) u R(t,Va? — t2),

nocroje 1 Qjuepore CuMene Koje Moy Ja ¢e KOPUeTe vV OmIrTes cJvHajy.

Hpaa Ojaepoaa cMmena
Ha a =0 cuenown

Varl+br+c=t+xva

Jgobuja ce
' 2
-—c

N

Apyza Ojaepoaa cMmena

Sac =0 cuenom

Vaz® + bx +c=xt ++/c
gobuja ce
2t\/c— b

I :
a— 12



Tpeha Ojaeposa cmena

9
Axo TpUHOM aT” + bT + ¢ MMa peadHe U pasIMUMTe HYJE @ U 3. Tala CMeHOM
Var® +br +c=(x—a)t

JODT] MO
afl — at?

Tr =
a9
a—t=

M2 - 11. IPEJABAIE
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HEKE NPMMEHE MHTEI'PAJIA

1. MspauynaBame IMOBPHIMHE PaBHUX GUTypa (KBampaTtypa)
2. M3pauyHaBame Oy:RWHE JOyKa EPpUBC (peRTHOUEANN]ja)
3. MspauyHaBame 3anpeMuHe Tena (Kyoatypa)

4. M3pauyHaBamc DOBPHIMHE POTAITMOHE MOBPIIM (KOMIIIaHAIMja)
1 KBamparypa

Hoepwuna pasne duzype

Papna durypa Fje meo pasiay orpanidyel 3aTBOPeHoM TPOCTOM KPHUBOM.

Hera je p eynpesmyy DOBIIMHA CBUX VOMCAHUX, a P Uiy s DoBpIimia cBux
onncanux Muoroyraosa gurvpe FooJacno je na p w P nocroje u ona je p < P.
Ako je p = P ramemo na je durvpa F ymepinnsa v a je mena DOBPHIMHA jeanaka

P.



Hospuwuna KpugoaAunUjcKROZ TP QT3

Aro je F xpusosunujckn rpanes orpannden kpusos y = flz) (z € [a,b]) n
npasava £ =a, T =bwu y =0, rana je

p=1i Az, P=1mY MAz,
P Aﬂ;m‘ o Ay £ T
" y=fix)

7

| A | IR

e oxox LA o b

Y3 npernocrasky aa je f nenperuana na [a,b) (nom cavo R - wnrerpadumima )
MMAMO g8 je

" ]
p=P=lm> 1€)ar= [ fe

Duzypa vamelly xpusuz

Hoppmuna durype orpanuuene npasava © = a, £ = b, kpusom y = f(z) n
kpusom y = g(z), npu uenmy je g(z) < f(z) 3a x € [a,b], je

b
P= f (f(z) — g(x))dz.

2 Perruduramuja

Hera je AB nyve npocre kpuse oapebene gyvokmujon f na cermenty [a,b]. Jla
JM MOCTOJH M AKO MOCTOJW KOJMEA je ayviEunna ayvea ALY

Tauke Ai(xg, flzi)) (i = 1,2,...,n — 1) oapebyjy uznomiseny aunujy umja
aveEraa [ sasuen o nogese L Hpn rove je

li = A1 Ai =V (A:)? + (Af(z:))? = V1 + f2(&) Az,
sai=12....n A4g=A4 A, =B n



Heduammuja 1 Axo noemoju limy_ol(I1) = I, mada | z0aemo dyxcuna ayra AB.

3a l ce kaske 1 ga je dyxcuna ayxa xpuse y = f(x) na ceemenmy [a,bl.

Teopema 1 3a f € C'V[a,b] nocmoju dyxcuna ayxa (kpuea je pexmudurabuana),

npu Yemy je
b
E:f V1+ f?(z)dz.

Nokaz. V3 npernocraske 3a f caeam aa je dyvaxumnja g = /1 + f? nenpexmia, a
- - . T .
1o snaun u unrerpabuana. Kako je [(IT) =37 g(&)Az;, 1o je

b ]
[ = lim [(IT) = / glz)dr = / V1+ f2r)ds. |

A—0

Audepenyujan dymcune ayxa

Axo je y = f(z) u l(z) = [[/1+ f?(x)dz, rana je
( ) «\fd:r + dy?
N dx

#4( [+ 57()

na je dl = y/dz®> 4+ dy®. llpema tome, dl je onceuakx Tanrente Koju oarosapa
npupamrajy Az, oanocio dr.
dbopMyaa 3a AVEAHY JIVEA MOEEe Ja ce HATWIE U YV 0DJIUKRY

b
E:f dl.

Heka je ayk nar ca x = (t), y=1(t) 3a t € [y, ta].

Kpuea je dama napamemaperu

Teopema 2 Axo cy ¢’ u V' nenpexudne gynwnyuja na [ty ts] u axo je ¢ pacmyha
(uau onadajyhia) na ucmom cezmenmy, mada je

E—/ \/,_:2 t) + U2 (t) dt.




Horasz. T'epheme coaenn 13 nperxoiie reopese, jeHakoc T

"2
VIt 2@) de=[1+ _H-oﬂg G(t)dt = \/P2(t) + 02(t) dt

1 Teopese o CuMend npodMensune voodpe henos unrerpasay. Wl

Kpuea je dama y noaapuum xoopdunamama
Hera je ayk nar ca p= p(f) 3a 0 € [a, 4].

Teopema 3 Axo je p' nenpexuona gynryuja, onda je

8
= f VTP db.
HNokaz. Kako je x = p(f)cosfl u y = p(f)sinf, 1o je
z'(0) = p'(f) cosf — p(0)sin b,
y'(0) = p'(8)sin® + p(f) cos .

M3 opux Jeanakocty jgobUjamMo Jga je
z%(8) +y*(0) = p°(6) + P°(6),
na repheme caean 13 nperxoge reopeae. Wl
3 Kyodarypa
3.1 Poramuono Tejyo

Herka je T reao 0DpazoBano poTainjoM OKO T OCE KPUBOJUHU]CKOD TPATIe3a
orpanndenor kpusoMm y = f(z) (z € [a,b]) u npasama z=a, z=bnuy=0.

¥




Axro je v(Il) sanpesuna yauje pamaka ca BUCHMHaMa [Ty, T U Hoaynped-
pumna ayssune mg, a V(II) sanpevuna pasara ca puennanma [x;-q, ;] u noaynpeya-
aunuma ayvEune M, rana je

o(ll) = “minAz, V() =) MrAz;.
i=1

i=1

Hepuammmja 2 Axo je
lim »(I1) = lim V(I1) = V|
A—0 A—D

mada 3a V xaxcemo da je sanpemuna meaa T.

Sa reno T kamenmo U ga je pomayuoxe meao.

Teopema 4 Axo je f: [a,b] — R nenpexudna gynxyuja, mada sanpemura meaa T
nocmoju u dama je ca

V=n f:fﬁ{x}dx.

Horasz. Raro je divoknmja g = :fr_fg penperana ro je g € Rla. bl n
n n b
o1 2 . - . AY, o )
V= ;1_11%21 f (‘ﬁ%)ﬂ—&ﬂ:i = ;1_1‘111]21:9(51)‘33:1 = l g(l’-)d&'}. u
1= i=

Aro wa noverky npernocrasuyo aa je [ |a bl — R nenpermana gy nkmmja.
3ANPEMUHY MOEEMO Ja AeUHUIeMO Kao Ipanuygny sanpesmuny (npu A — 0)
VHHje BALAKA Ca OCHOBAMa [T, 73] U noaynpednnnuma gysune f(&).




3.2 IIpon3BoJEHO TEJIO

Hera je paro reno T woje ce nagaaszm wsmely pasnu © =a u r = b u neka je
P(z) noppummna npeceka Tor Teda U paBni Koja CAAPAEN T W Koja je HopMaJia
Ha OCy T

Ako je P : [a,b] — R nenpexmma (min R unrerpaduiana) gyvakouja, raia

NoOCToOjH
i

lim E P(&)Axr; = V.
A—0
i=1
Karo je P(&)Ar; sanpesina Bamka unja je sucuna [Ty, 7] a DoBpomna ocnope
P(&). momeno 3a sanpemuny teqaa 1 yiern ynpaso V, npm uenmy je

V= f bP(:r)d.T,.

.
4 KoMmmananuja

[pernocrasuyo ga rpeba oApe Ty ToBpIMLY oMoTada resa T nacramnor
POTAIIMjOM OKO T OCe KPUBOJIOHU]CKOr Tpanesa oapebenor dynrmmjou f na
onceury [a,b]. Taure Ai(z,0), Bi(z, f(z)) (1 =1,2,...,n) oapebyjy n rpanesa.

Porammjos rpanesa A 1 A:iBiBi 1 (1 = 1,2,...n) nacraje sapydiena Kvia
urju oMoTad uMa Tospimny Progaty ca (nosmaro w3 exesenrapiie Matesaruke! )

P, = (f(xio1) + f(zi))ml;, Iy = Bi 1B,

Hera je P(II) =31, P.



Hepuuummja 3 Axo nocmoju limy .o P(I1) = P, mada s3a P xaxcemo da je noap-
wWuHa oMOTAYa pomayuoroz meaa 1.

Sa P ce kaske 1 1A je nospuiuna pomayuore nospuiy.

Teopema 5 3a f € C'“:'[a-,b] nospwuna omomaya meaa I nocmoju, npu wemy je

b
P = Ei'r[ flz)/ 1+ f2(x)dz.

Horaz. Kako je

L=/ (Az)2 4+ (Af(x:))2 = /1 + f2(&)Ax;

3a Heko & € [Tio1, ;] M Kako nocroju 1 € [T, 1] 3a koje je f(riq) + flz;) =

2f(m;). 1o je
P, =2nf(n)v/ 1+ (&)
‘.'.'!l};_(; I]'{'_ qg= zﬂ'f\.r' ]_ + f.rQ. O I]I{‘.

P(II) = Q?TZ flmi)y/ 1+ fP(&)Az; = ZQ{&}&I’:' + Q(I1).
i=1 i=1

W3 npernocraske f € CWa,b] caemu g € Cla,b], na npeu cabupax v uspasy 3a
P(IT) mua rpannuny speanoct kag A — 0 (unrerpamna cyma sa g). Mowe ce
nokazatu ga je limy o Q(I1) = 0. [Ipema ronme,

P = lim P(II) = fg{;r dr—E?rf flz)v/ 1+ f2(z)de. B

A—0

Aro je dl mepenumjan gysune ayvea, onmga je
b
P = Qﬁ/ fdl.
[

HECBOJCTBEHU MHTEIPAJI

1. Marerpan Ha DecKOHAYWHOM MHTCPBAILY

2. Murerpan HeorpannucHe GyHKIHje

5 HecBojcTBEeHM MHTErpas

Sa nere GVHEENMje MoEme ga e Jefuauinne M MHTerpad voEOJeM  Jeana i
oDe rpandie aucy konadne.  Mero rako nocroje neorpanmdene VHEINje Ha
KOHAYHOM UHeTPRAJAY 34 Koje Mode ga ce gedunnnie unrerpad. Moy jeanon
MV APVIOM CAVHA]Y TAKBe MHTeIPAJAe 3ABeMO VOIIITEHNM MW HeC BOjCTBeHA
UHTErP AJIUMA.



5.1 NMaTerpas sa GeCKOHAYHOM WHTEPBAaJLY

Hepuunmmja 4 Hewa je dynnyuja f dedunucana wa [a, +0oc) u unmezpabuana na
A
la, A] sa ceaxu 6poj A > a. Axo nocmoju qlim / flz)dz, on ce nazuaa necao-
A—rDD a
jemeenum unmezpanom gyuryuje f wa [a,00) u ozHavasa ce ca _f:mf(;r)d:r.

Axo je F opmvmrusna Gyvakmuja sa f u axko ca F(4+00) ospawmio lim F(x),
T—+00
TALA e

f " f)dr = F(4o0) — Fla) = F(z)

mro ce MoEe naspaty vommrenow Hoyvrn Jlajonunonon dopavion .
Rase ce jomn ga raj HecBojerBen HOTrerpad Konpeprupa. AKo TOpILE JHMec

HE TOCTOJM, He TOCTOJN 0 HeCHOJeTReNN UHTer Padl.
i

Clupuno ce gediune 1 HecBojeTBEHN UHTer Pal flz)dz. a necnojernenn
— o0

o0
WHTErD A / flz)dr nocroju ako noctoje NpeTXOAna JBA, TPA 9eMY je
— o0
+00 iq oo
/ flz)dz :/ flz)dz + flz)dz
—o0 — o0 I

Kpumepujymu wonaepzenyu]e

Teopema 6 Hexa je 0 < f(x) < g(z) aa * > a. Tada aancu:
1. Axo f glz)dr xoneepzupa, mada u f f(x)dr xonaepaupa.
2. Axo f;x f(zx)dr dueepzupa mada u f r)dr dueepzupa.

Horaz. I'spheme caenmn U3 HejenakocT

/ ! flayde < / ! @)

u o aedununr]e necpojersenor unrerpasa. Ml
Teopema T Axo f+m | f(z)|dr xonaepaupa, mada u f f(x)dzr xoneepaupa.
Joxas., T'epheme caenn us nejeinarkoctu

0< flz) +[f(=)] < 2|f (=)

U TIpeTXolle Teopeaene. [ |

Teopema 8 Axo je f(x) ~ g(r) ®ada © — +oo, mada cy f:x flz)dz u f * g(x)dz
exeuxonaepzenmuu (0ba xonsepeupajy uau oba dusepzupajy)



5.2 MeTerpasn HeorpaamueHe QyHEKNHje
Hpernocrasnyo aa je dyvaknmnja f neorpanndena kajga r — b
Hedunummja 5 Hewa je f defunucana na [a,b) u unmezpabuana na |a, 3] C [a,b).

B
Axo nocmoju glir{,l f f(z)dz, on ce nazusa nHecsojecmaenum unmezparom Pyrryuje
@ —ri— G

b
[ na [a,b) u osnavasa ca f f(x)dz.

Axo je F npmuntusaa dynrnnja sa Fou ako ca F(b-) ospaumvo hm F(x),

T—

Tajga je
b
[ #@)iz = Fo) - Fla),
[1]
mro je rakobhe vonmrena Hovrn Jlajdpnumosa gopayiaa.

~ . . b s

Rase ce jonr ga necBojeTBENN WHTED Pal _fa flx)dr xonseprupa. Aro amne
He MOCTOJH, He TOCTOJ 0 HeCROJCTReHN UHTer Padl.

Clomano ce gedunuine ¥ HecBOjCTBeHN MHTerpas v cavdajy aa je f neorpanmuena
Eaja T — dy WM KAl Je Heorpannydena v oba kpaja.

c b
AKO NMocToje HeCBOjCTREHN UHTerDasd f flz)dz n / flx)dzr. nocroju n
i [

]
HECBOJCTRENN UATErpadl / f(x)dr. npu wenty je
[V 3

l " f(a)de = l " f(e)dz + / ().

Kpumepuujymu wonaepzenyu]e
Baske anagorna repheina Eao 34 HecBOjeTBEeHN MHTED PAJL Ha HeODPAHMHeHOM

WHTEPBAJLY.



M2 - 12. IPEJABAIE

Ilparan bopuh

JIBOJHNU N1 TPOJHU MHTEI'PAJIN

IlBojunm unrerpadi

1T'pojnn narerpad

CyeHe IPOMEH/LMBUX YV JABOJHOM HMHTEr PAJLY
Cwmene npoMeH/LUBUX Y TPOJHOM MHTErPAaJLy
Heke npumene aBojHor murerpaJia

Heke npumene Tpojuor nnrerpaJa

IBOJHM MHTEI'PAJI

llepmammja nBojHOT MHTETrpaJa
Ocobune ABOJHOr MHTETPAJIA

Csoben.e mBojHOr MHTErpajia Ha OBOCTPVKHN



1 /lebmHUIMja DBOjHOT MHTETrpaJia

1.1 MoruB u o3Hake

Heka je:

D C R? obaact (orBOpeHA MM 3aTBOpPEHA) KOja MMa MOBPIIAHY

(MepJbrBa )

d = diam(D) nujamerap obaacru D jpeduHrcaH KAO CYIPEMyM

cBUX pacrtojama mameby aBejy ravaka y D

[I1=[Dy.Ds,....,D,] wnogena obaacru D, upu uemy je D = UL D;,
a D; m D; nemajy 3ajeHNUKNX YHYTDANILUX Tavyaka 3a ¢ 7 j U

Dy, ....D, cy rakohe MepiuBu genoBu (MMajy MOBPIIAHY ).

or  nopmmna ox Dy (k=1,...,n)
f:D— R* (cauka)

m;, M; TtakBu na m; < f(z,y) < M; 3a (z,y) € D;

i mn

L) =) muoy, Sa(Tl) =Y~ Mio;

S
i=1 i=1

=t

=
op

- -

STIITITT

o

Ako je V szanpemMuna NWJANHAPUYHOD TeJa OIPAHUYEHOD € HOHE
crpane obaamhy D, ¢ ropme crpane rpagukom Gpyarnuje f,

ounrie 1o je
S, <V <8,



1.2 Iedpunanumouja
Heka f: D — R u neka je:

A(Il)  mapamerap nogesne odbaacru D ngar ca

A =max{dy,ds, ..., d,}, vue je di =diam(D;) 3ai=1,2,....n

Sp(f, I, A;)  wmnarerpanna cyma ¢yaknuje f aara ca
Su(£TLA) =) f(A)os,  A;€D;
i=1

Ako m3b60p Tavaka Huje OuUTAH WK je QUKCUPAaH, UHTerPAJHY
cymy moskemo 3anucaru kpahe ca S,(f,II). lonekan, pamm

kpaher 3anuca, KOpUCTUMO U O3HAKY 9.
Jedounumuja 1 Bpoj [ je dsojnu unmezpan gpynxyuje f na obaacmu D

axo 3a ceaxo £ > (0 nocmoju 6(¢) > 0 maxo da 3a ceaxy nodeay 11 3a
xojy je A1) < 0 u ceaxu usbop mauaxa M; € D; saxcu

Sp(f, 1) —I| < e.

Pynxuuja [ je uwmezpand, a D obaacm unmezpayuje.

Rasxke ce jom m na je I rpannyna BpeAHOCT MHTErpaJiHe cyMe S, Kal
A(IT) — 0 u o3nauasa ca

I:A(ll%gos'n(f,ﬂ)://Df(m,y)daZ/[Df(iay)dfﬁdy:[Df(ﬂ-f)do-

3a ¢yarnujy [ 3a KOJy NOCTOjU ABOjHU WHTErpaJtd Hax [ Kaxkemo na
je R (Puman) nnrerpadbunna na D. Ckyn ¢cBUX TakBUX (yHKIIM]a
o3nayaBamo ca R(D).

1.3 Kiace mHTErpadMIHNX (QyHKIMIja

[lorpeban ycuoB 3a unrerpaduanoct (GyHKIU]e je meHa

OIPAHUYEHOCT.
Teopema 1 Axo f € R(D), onda je f ozpanuvena na D.

Heka je f orpammuena ¢yvurnuja oa D u neka je

m; = inf f(P), M;= sup f(P), i=1,...,n.
PeD; PeD;



Teopema 2 (Besa ca novemnum momusom) Ozpanuvena gynryuja |
je unmezpabuana na D axo u camo axo 3a ceaxo = > 0 nocmoju nodesa

[T maxea da je

i oy =
Sn i Q?I < [ =
Axko je D 3aTBOpeHa 06.118.-(‘,“1‘1 JAO0BOJLaH YCJIOB 3a HII“I‘EI"paﬁI«IJIIIOC“I‘

Ppyurnmje f je meHa HenpPeKuJHOCT.

Teopema 3 Axo je gpynxuyuja [ : D — R nenpexudna na 3ameopenoj

obaacmu D, onoda f € R(D).

KRao u kon oapebhenor nnrerpasa nocroje u npekuaine QyHKIMje Koje
cy R wnTerpaduame.
2 OcoOuHe OBOJHOr MHTErpaJia

3a ABojum mHTerpaJ Baske Tpbhema ciamdna tBphemuma 3a

oape bEHI/I uarerpaJ.

Teopema 4 (Jluneaproem) Axo f.g € R(D) u o, 3 € R, mada
af + Bg € R(D), npu wemy je

/[n«,f.rz;TﬂJrz; / fzudo—l—if/ (z,y)do.

Teopema 5 (Adumuenocm) Axo f € R(D) u axo je D = AU B, npu

yemy A u B nemajy 3ajedHuMKUT YyHYMPAWBHUT mavara, mada je

/ f f(z, y)do = / f F (. y)do + / e
D A B

Teopema 6 1. Axo f € R(D) u f(FP) = 0, mada // f(P)do > 0.
D

2. Axo f,g € R(D) u g(P) aa P € D, mada je

e f



Ioka3. 1. U3 f(P) >0 cauemn na je S,(f, 1) >0 3a cBary nouemy II,
na u y caydajy kaza A(Il) — 0.

2. Kako je g(P) — ) >0, u3 1. caennm

[ [ - rm e

Teopema 7 (Ilpouena epednocmu deojroz unmezpaaa) Axo f < R(D)
uaxo jem < f(P) < M 3a P € D, mada

mo( // f(P)do < Mo(D),

2de je (D) nospwuna obaacmu D.

Noka3. Rako je f(P) > m, npuMeHOM IPETXO/AHE TEOPEMe CJeIU J1a

[ﬁﬂmmzlﬁm@:mﬁéwzmqm.

Cununo, uz M > f(P) nodujamo

/fo(P)dff < //D Mdo = Mf/D do = Mo(D). W

Teopema 8 (Cpedmwa epednocm dsojroz unmezpana) Axo je f

je

Henpexuona pynryuje na 3ameopenoj obaacmu D, mada nocmoju

yHympawma mayra () obaacmu D, maxea da je

// f(P)do = f(Q) - o(D).
o WS 1)

Noka3. Ako cy m nu M najmama n najseha speanoct Gyuaknuje [ na

D, onna U3 nperxojiHe TeopeMe cJjejin aa je

P)do < M.

Kako nocroju rauka () yuyrpammoctu obuaactu D (3amro?) Taksa

%) / /D F(P)do
/ l) f(P)do = [(Q)-o(D).

aa je

TO Je



3 CBobheme mBojHOr MHTErpajia Ha IBOCTPYKHU

3.1 IIpaBoyraona obJsacrt

Heka je obanact maTerpanuje npaBoyraoHmuk,

D=lablx]edl={(z,9) |]a=2<b e<y=<d}

A

t‘-.

>
7 P,

I

" iy

Vb

x
>

) a x = const. b

WUmajyhm y Buay reoMerpmnjcko TymMademe JBOJHOI MHTErpaJia

(3anpemmuHa), BUAMMO Ja OU jejaH HAYMH WHTErpAalyje MOrao OUTH

i= /: (/Cdf(;::, y)dy) dz.

a1 ca

To ce moske m crporo mokazaru nosazehn on nedununuje aBOjHOD

narerpaJsa. Heka je

I(fv"):/ f(z,y)dy, J(y):/ f(z,y)dz.



Teopema 9 (Ceohewe dsojrnoz na deocmpyru uwmezpan) Axo

f € R([a,b] x[e,d]), I €Rla,b] wJ € R[e,d], mada eaxncu

m/ﬂjﬂtywﬂw==/‘(/‘ffauw)dl—lldCAﬂﬂﬂyﬁ&)dy

[lonoBmenn jeAHOCTPYKN MATErpaJi y NPEeTXOAHOM TBphemy ce

OUTY WUV ODJIUKY

/da:/ f(z,y)dy. /dt/f(.tyd.z:

1 30BY dsocmpyru unmezpaau. Axo je f(x,y) = g(x)h(y), rana je

/Df(:c?y)d:cdy:/:g(:.c)d:s-/cdh(y)dy.

3.2 Tpanoe3zonnaa odisact

Heka je obunacTt unrerpanuje y-tpanesounia,

D={(z,y) |la<z<b y(z)<y(zr) < ya(x)},

rje cy yp W Yo HenpekuHe GpyHrimje wa [a, bl.

y 4 J sz r)
i
/945/',/3§§f 7=
k
: 2
1 . Y= ‘é‘(f lf I)
i
1 o
o a = e

Teopema 10 Axo f € R(D) u axo 3a ceaxo x € |a, b] nocmoju

ya(x)
I(z) = f f(z,u)dy,
y1(z)

uHmezpan

mada je

b b ya(x)
/ flx.y)dzdy :/ Hx)dz = / c‘l.r./ flz,y)dy.
D a a y1(x)



C.‘lHTIII(), 3a r-Tpalle30nIHyY obaact D Baxn

d z2(y)
// flz,y)dzdy :/ d-y/ e, y)de.
D c x1(y)

Cyd
|'d

3.3 IIlpou3BoJsbHaA 0OOJIACT

Ako obnact D moske na ce pasiliokd Ha Tpane3ouine odJIacTu, OHIA
3a W3padyHaBame JIBOJHOI MATerpaJa jarte GpyHKIuje na obdbjgactu [
MOT'Y Ja ce npumene nperxojHe Gopmyse. Ha cBakoj rpamesounHo]
obJlacTH JIBOJHM MHTErpaJ ce padyHa cBohemeM Ha JIBOCTPYEH, a

3aThmM ce IIpHUMeHOM TeopeMe O aJlUTHUBHOCTH HaJa3Wr ,LLBOjIII/I

vHTerpaJ "Ha odJsactu D.

TPOJHU MHTEI'PAJI

e JlebmHUnmja TpojHOTr MHTErpaja
e OcobuHEe TpPpOjHOT MHTErpaJja

e CBobeme TpojHOr MHTETPaAJa HA TPOCTPYEKH



4 IlebmHUNMja TPOjHOT MHTErpaJia
Hexka je:

T C R®  obaacr (orBopena wim 3aTBopeHa) Koja UMa 3alpeMuHy
(MepJbuBa )

d = diam(T) mujamerap obunactu T pedunucan Kao Cymnpemym

cBUX pacrtojama (y npocropy) msameby asejy ravaka y T
II=[11,T,....,T,] nonena obaactu T, upu uemy je T'= UL T;, a
T; n T; nemajy 3ajelHIYKMX YHYTDAIILUX Tadaka 3a 17 j U

Ti.....T, cy rakohe mepmuBu negoBu (MMajy 3alpeMURY ).
Vi sanpemuna on Ty (k=1,....n)

A(Il)  mapamerap nonene obuaactu 1 nar ca
A =max{dy,ds....,d,}, rae je d; =diam(1;) 3a i =1,2,...,n

Sp(f, I, M;) wmaTerpanna cyma ¢ynkmuje f nara ca
Su(fILM;) = f(M;)Vi. M; €T,
i=1

Rana je jacano koje cyv tauke M; u koja je nouena II, kopucte ce

u oznake S,(f, 1) u S,.

Jebmnannuja 2 Bpoj [ je mpojuu unmezpan pynxyuje f na obaacmu 1’
axo 3a ceaxo £ > 0 nocmoju 4(¢) > 0 maxo da 3a ceaxy nodeay Il za

xojy je A(II) < 0 u ceaxu usbop manaxa M; € T; saxncu
Su(f, 1) —I| <e.

Pynryuja f je unmezpano, a I’ obaacm unmezpayuje.

Rawxe ce jom m na je [ rpanuuna BpeaHOCT UHTErpajiHe cyme S, Kal
A(Il) — 0 u o3nauasa ca

I = A(ll'i[I)EIJ Sn(f, 1) = //Af(P)dV = //L f(z,y. z)dzdyd:=.

3a ¢yHENUjY f 3a KOjJV mOCTOjU TPOjHU MHTerpaJt Hay 1 kKakeMo mna
je R (Puman) unrerpadbunna na T. Cryn ¢Bux TakBux (QyHKIM]a

oznauasamo ca R(T).



Kao n kox aBojuor uurerpasia, MOry ce mM3ABOJUTU KJjace (PYHKIM]ja

Koje uMmajy Tpojum maTerpasi. Ha npumep, Baskm ciuenehe tpheme.

Teopema 11 Axo je pynxuuja f: T — R nenpexudna na 3ameopeno]
obnacmu T C R?, onoda f € R(T).

5 OcoOGuHe TpOojHOr MHTErpaJa

3a TpojHM MHTEerpaJ Baske TBphema anasioraa tBphemmnma 3a

JIBOJHU MHTerpaJl.

Teopema 12 (Jluneapnoem) Axo f.g € R(T) u o, 5 € R, mada
af + Bg € R(T), npu wemy je

JIfeser+ outenar =a [ semrav +s [} serav

Teopema 13 (Adumuenocm) Axo f € R(T) u axo je T = AU B, npu

vemy A u B nmemajy 3ajednHuykuT yHympawmnur maiaxa, maoa je

[[[ sy = [[[ syav+ [[[ riprav
A& JJA J B

Teopema 14 1. Axo [ € R(T) u f(P) > 0, mada f// f(P)dV > 0.
T

2. Axo f,g € R(T) u < g(P) 3a P €T, mada je

o fffar

Ioka3. 1. U3 f(P) >0 cauemn na je S,(f,II) > 0 3a ceaky noueany II,
na u y caydajy kaga A(Il) — 0.

2. Kako je g(P)— f(P) >0, u3 1. caenn

[l fffsr s s



Teopema 15 (Ilpouena epednocmu mpojroz unmezpana) Axo

fEeR(T) uako je m < f(P) < M za P €T, maoda

T) < /// F(P)dV < M -V(T),
J JT

20e je V(T') sanpemuna obaacmu T'.

Noka3. Kako je f(P) > m, npuMeHOM IPEeTXO/AHE TeOPeMe CJeM j1a

[l = v

Canuno, uz M > f(P) nodujamo

///Tf(P)dV < f/fT MdV =M f//T dV=M-V(T). N

Teopema 16 (Cpedwa epednocm mpojroz uwmezpaaa) Axo je f

je

Henpexuona pynxyuja Ha 3ameopenoj obaacmu 1', mada nocmoju

ynympawmna mayxka () obaacmu I';, maxea da je

[/ stowv = @y -vin
JJT

Hoka3. Ako cy m u M najmama u najseha Bpeanoct (yuknuje f Ha

T. onjia U3 IPeTXoHEe TeopeMe Cleln Ja je

P)dV < M.

Kako nocroju rauka ) vayrpammoctu obaactu 1T (3amro?) raksa
Ja je

P)dV,

] [ ] f(PYaV = f(Q)-V(T). =

TO je



6 CBobeme TpojHOTr MHTErpaJjia Ha TPOCTPYKHU
Heka je obuact marerpanuje 1 oupebena ca

T ={(z,y,2) | (z,9) € D, z1(z,9) < 2(z,y) < 29(z, 1)},

rae cy 2 u 29 Henpernane ¢pyuknuje na D C R2

4
Z52,(5,9) — N
i |
! 1R
Z=2,(%,4) M O B S o
= ==
__=,. — TR
Y i i
G 1z, ) _5/2(1)
/ 7 e
o ‘a x Ie} .;

Teopema 17 Axo f € R(1') u axo 3a ceaxo (r,y) € D nocmoju

unmezZpan
52("‘9}
Tl — / flz,y,z)dz,
:1{19}
mada je
/f/ flz,y, z)dzdydz = // I(z,y)dzdy,
D

00HOCHO

f// iz, 2)dxdydz = /[ du?’u/ St 2)dz,
z1(z,y)

Axko je D rpanesomniana obaact, Ha npumep,
D={(z,y)|a<z<b y1 <y <),

Taja je

y2(x) za(z,y)
//f flz,y, z)dxdydz = [ d.z,/ dy/ flz,y,2)dz.
T (z.,y)

HPEMH. TOME, aKO ce ,.?_'LBOj HU WMHTETrpaJl CBOAN Ha [ABOCTDVEU, Tala Cce
rI‘p(')leIIrI nHrerpaJl 3a MnpermnocraB/LeHo TeJao T CBO M Ha TPOCTPYVEHA
nHTerpaJ. MNero Baku n ako obnact D moske Ada ce pa3/iorsn Ha
TpanesoniHe OF)JI&C’I‘IL Kao U ako 0obJlacT HIITEI'“p&I.IHje “I‘pOjIIOI'“
nHTerpaJia MOEe Jla ce DA3JIORKM Ha obJacT TUIA npeTrnocraB/LeHe

oosact T



M2 - 13. IIPEJJABABDE

Hparan bopuh

ABOJHU 11 TPOJHNM MHTEI'PAJIN

e CMeHe NPOMEH/LMBAX Y JIBOJHOM WHTErpaJly

e CMeHe NPOMEH/LUBUX Y TPOJHOM WHTEIPAJIY

e |[Ipunene aBojHOr U TPOJHOI UHTEr paJa
CMEHE IIPOMEHJ/bMBHMX
Y IBOJHOM MHTEI'PAJLY

e OmmTu cayuaj

e llonmapue roopmuHaTE

1 OomiTu ciryyaj cMeHe y HBOJHOM WHTET PaJIy

Har je unrerpadn f/ f(z,y)drdy u nara je obnacr G C R? koja ce
D
GyaEIMjaMa @ 1 ) npecaukasa y obsact D uma caenehu maumn:
r=p(u,v), y=1y(u,v),

npu yemy (u,v) € G.
[Ipernocrasumo

1. aa je npecaukasame G — [ Oujeknuja,

2. aa ¢pysuuje @, umajy vy G HellpeKuHe HaplujaHe U3BO e

pBOr peja,

2

. la je JarkoOujaH IpecJUKaBama

paszaunant oj nyiue v G.

Tana Bamxwu caenehe rBpheme koje naje popmyty 3a cmeHe

npoMeHHBUBUT V ,}_LBOJ HOM HWHTErpaJy.



Teopema 1 Axo f € R(D) u axo npecauxasawe G — D ucnymwasa
ycaoee 1.-3., mada je

/ flz,y) dtda;—// g(u,v)|J|dudv,

g(u,v) = f(p(u,v),Y(u,v)).

()]3('-1.}{]301\-'1 CMEHOM Ce Ca HNeKapToOBMX KOOD/AMHaTa (.‘I‘._ Ij) apeJjasm Ha

npu 4emy je

HOBe Koopauuare (u,v) (y ommreM ciydajy, KPpUBOJIWHI]CKE).

= D
G =3
I Af/u.i \'k |("~\ V) \’f{
o b B sl | A
\r':‘F{m"\é) ' u=vg V=5
s >
“ W x
[Ipu Tome je
dx xy, x| |du
dy Yo Yol |dv
u
!
J — U v
Yo Yo

Roepummjenr nepopmanuje je |J|, a esement nospuune je gar ca

do = dzxdy = |.J|dudv.

Hekana je npuposuuje ysectn najupe cmene u = o(x,y), v = 3z, y),

a 3aTUM U3 BUX OApe T (PYyHKIMje ¢ u ¥ 3a cMmene z = o(u,v),

y =Y (u,v). llpu rome, JakoOujan moxke ga ce noduje n m3 pesanuje
d(z,y) O(u,v)
Iu,v) d(z,y)




2 Ilonmapre KoopmuHaTE
llonapue koopaunare cy (p,p), Ipyu yeMy

p €[0,00), ©e€]0,2n].

(0 X X

Bese pekaproBux (r,y) u mosapHUX KOOPIMHATA CY

T = pcosep, Y= psing.
Jakobujan je snar ca
cosp —psing

J = =P
siny  pcosp

a koeunujent pedpopmanuje je [J|.
FaemenTt noppmmue je

do = pdpdp.

/ f fla,y)dedy = / / 9(p, p)pdpdep,
D G

9(p;p) = f(pcosp, psin ).

HE}{H,}_LFI JP 3roHO IMOMEPHUTH ROOD/JAMHATHN 1ToYeTar Vv TadRry

[Ipema Tome.

IIPKU YeMy je

M (xg,y0), OMHOCHO YBECTH CMEHY
T=2xo+pcosp, Y=yo+psing,

[IPU YeMy ce jakoOujaH He Meiha.

Y caydyajy eaunTuuknX OOJACTU [OIOAHE CY YONULMERE TLOAADHE
KoopouHame

r=apcosyp, y=Dbpsinyp,

npu uemy je J = abp.



CMEHE I[TPOMEHJbVMBUX
Y TPOJHOM MHTEI'PAJLY

e Ommrm; ciyuaj
e llunuuapuune KoopauHATE
e ChepHe KoOpouHATE

3 OmmTH cirydyaj cMe€He Y TPOJHOM HMUMHTErPaJLy

Har je nnrerpad /f/ f(z,y, z)dxdydz n nara je obaacr G C R? koja
ce pyurnmjama o, /I I/ID’}-’ npecavkasa y oouaacr D wa caenehun naumm:
r=a(u,v,w), y=p0u,v,w), z=yuv w),

npu gemy (u,v,w) € G.

Moxce au damu unmezpaa oa ce uspaqyra npexo obaacmu G u

NPOMEHDUBUT 1L, V. W7
[Ipernocrasunmo

1. na je npecaukaBame G — D dujeknuja,

2. na pyuknuje a, 3,y nvajy v G HeNpekmiaHe napiujaHe U3Bo e
IPBOI peja,

3. na je Jakobujan npecamnkaBaia

! g ()
a, Q,

D LY. 2 0 T, y,=

D(u,v,w)  Ou,v,w) w
i T

paszumunt oxa nynue y G.

Tana Bakm cuaenche rBpheme koje naje popmyiy 3a cmene

NpoMeHHDUBUTL YV ’J_'DOjIIO]\-'I mHrerpaJty.



Teopema 2 Axo f € R(D) u axo npecauxasawe G — D ucnymwasa

ycaose 1.-3., mada je

f/f fz,u,2) = /f/ glu, v, w)
D G

g(u, v, w) = fla(u,v,w), B(u, v,w), vy(u,v,w)).

J|dudvdw,

npu 4emy je

OBakBOM CMEHOM Ce ca AeRapTOBUX KOODAXMHaTAa (I?y, L’) Ipejasn Ha

HOBe Koopaunare (u,v,w) (y onmreMm ciydajy, KPUBOJIUHU]CKE).

[Ipu Tome je

dz x x| | du
_ — | ! ;
dy Yu Yo Yu!| |V
. o ’ .
dz Zy Ay Ry dw
u

! ! !

$U $'U I’LU

_ ! ! |

J=y, Yy Yy

W, o o

L ' ,o,w

Roedumujenr nepopmanuje je |J|, a ejqement 3amnpemune je gar ca

dV = dxdydz = |J|dudvdw.

4 lInmueOpuyYHE KOOPpaIHATE
[Hnnunapuane koopanuare cy (p, @, z), IpU YeMy

pe0,00), ¢€][0,27], z€R.

-4

=
M

by

e mse k-

\

e —— i ———— =



Bese pekaproBux (r.y.z) M HUIMHIPUYHUX KOODPAUHATA CY

T =pcosp, Y=psing, z==z.

Jakodbujan je mar ca

cosp —psing
J=|sinp pcosp 0]|=p,
0 0 1
a koepunujenrt gehopmanuje je |J|.
FutemenT 3anpemune je

dV = pdpdpd?.

[Ipema Tome,

/[Lf(x’y’z)dmyd*:f/[;g(ﬁ%

[IPpU YeMy je

[

)pdpdpdz,

[
e

9(p;p, 2) = f(pcosp, psinp,
5 CoepHe KoOpouHaATE
Cepue koopaunare cy (p,p,0), upy gemy

p€El0,00), @€l0,2n], 0€][-n/2,n/2].




Bese pekaproBux (z,y.z) n chepHUX KOOpAMHATA CY

r=pcosfcosp, y=pcosfsing, =z=psind.

Jakodbujan je nar ca

cosfcosp —pcosfsing —psinfcose
J = cos ) pcosflcosy  —psinfsinp
sin ¢ 0 pcosf
= p?cosf(cos? pcos® f + sin? fsin? @ + sin? f cos®  + cos® fsin? )
= p?cosf(cos? o + sin? @)
= p’cosh,

a koepumjenrt gepopmanuje je |.J|.

Faemenrt 3anpemune je

dV = dxdydz = |J|dpdpdd = p? cos Odpdpde.

[Ipema Towme,

// flz,y, z)dzdydz = //f 0)p* cos Odpdpdf,

npu 4emy je

g(p,p,0) = f(pcosfcos e, pcossinp, psinf).

[TPUMEHE /IBOJHOT
1 TPOJHOI' MHTEI'PAJIA

e Here mpumeHe mBojHOT MHTETpAajia

e llpumena rTpojHOr MHTErpaja



6 Heke mpuMeHe HBOJHOT MHTErpaJia

3anpemuna 4usuHopuinHoz meaa

JanpeMuHa MUJIMHAPUYHOD TeJia duja je jeana ocnopa durypa Dy

o

pasau Ozxy, a apyra ocuoBa nospu z = f(x,y) sara je ca

V=[] rayasd.

Iloepwuna pasarncke guzype

llospmuny o(D) purype D MoxeMO 10OUTH AKO Y ABOJHOM

naTerpaay Ha D yamemo ¢pyuknujy f(z,y) = 1. Ilakae,
o(D) :// dzdy.
D

Heka je mospm gara ca z = f(x,y).

Iloepwuna deaa nospwu




llopenn Il obuactin D oarosapa nogesna [I* nare nosprmm majn
obnamhy D. Ako cy o (k=1,2,...,n) noppmune gesoBa HojaeJse

II*, rpaxkena nospmmua I je nara ca

T
_ E
P = E oy
k=1

OJ[ YCJIOBOM Ja CBe HaBejeHe noppmunae nocroje. Melhyruw,
noppiune oy nuje mMoryhe y onmrem ciaydajy oapeauT, HUTU
YIBPAUTH Jla JU HOCTOje. Y MecTo mUX MOKeMO yiertu noppimune [
oaropapajyhux jiejioBa TaHI€HTHUX PABHU Y M3abpaHUM Tadykama

JIeJIOBA OB PIIIN.
lIpernocraBumo pa je pmara nouena (II, M;) obnactu D u na je P

[MOBpHIIKMHa JdeJla TaHr'edTHe DaBHKW V TadkH ﬂfz Hall AeJIOM Di. Heka

je
P(Il)=>» P
i=1

Jlebmaunuja 1 Axo nocmoju /\lim OP[H) = P, mada je P nospwuna
(II)—

nocmamparoz deaa 0ame NoSPULL.
Teopema 3 Axo =, z, € C(D), mada nospwuna deaa nospwu rwad D

nocmoju u dama je ca

P = // \/1 + 22 + 2l2dzdy.
JJD

Iloka3. Jennaumna raurenre y M;(x;. 1, z;) je

z— 2y = 2 (Ms)(z — =) + 2, Ma)(y— 3:)-




Kako je yrao v mameby ranrenrne pasnu u pasuu Oy jennak yriy

I/IPRI\-IEB}’ HOPpMaJie TaHI'eHTHe paBHM M 2 OCe M KakO JP

1

COs 7 ’
\/l + 212(M;) + 22(M;)
TO e
P, = — \/1 + 22(M;) + 22(M;) o
cos 7y

36up P(Il) je murerpanna cyma JABOJHOD MHTerpaJia 3a (VHKII]Y

g_\/]__'_@,!?_l_mf?

na oobaactu . VI3 npernocraBke TeopeMme cie/d jia je ¢ HellPeKuIHa

Ha [), na mHTerpaJdHa cyMa KoHBeprupa uarerpaday. llpema towme,

P= 1 (M;)o Vdzdy = \/1 2 4 2Pdrdy. W
ey oot = [f seama = [ i F e

7 IlpumeHa TpojHOr MHTErpaJa

Axko je f(zx,y,2z) =1 na reny T, rana je S,(f,Il) =a(T) 3a cBaky

nozeny II. Ilpema tome, 3anpemuna V' mepsuBor tena 1’ je nara ca

V = f// dxdyd:z.
T

M2 - 14. IPEJABAILE

Hparan Dopuh

27.5.2009.

PEIOBUM

e Lpojny peionn
o ['enonr ca MOIMTURIHNM YJIATORULA
o AlTepHATHRIM peloBr

e (lrenmeny pelonn



DBPOJHU PEIIOBU

¢ OCHOBHM TIOJMOBHA
¢ Hera ceojerBa pemosa

e Kommjes kpuTteprjyM KOHBEPreHIIHjE

1 OcHOBHM mOjMOBHI

Ha nu 'beckonayna cyma’ peannnx Dpojesa
ﬂ'1+ﬂ2+"'+ﬂﬂ+"'
uma cuucaa? OQuuriaenno Ja v ciaydajy
L+T+- 14
TAKBA CYMa HUje KOHAUHA, & V CJAVUA]Y
1-14+1-1+1—-

ona ne nocroju. Mebyvrua, v coavaajy

1 I 1 1 1
+ ) + 1 + g + -+ on +
TAKBA CYMa TOCTOJU W jepnara je 2 (feckonanavynu zeomempujcku ped).
Jarne, v nexkny cayuajesmuna ' beckonauna cyma’ MMa, a ¥V HEKNM Ccayudaje-
BUMA HEMA CMUCIIA.
Heka je (a,) nus peasnux Opojesa u neka je (s,) nus gedunucan ca

S, =) +as+---+a,. neiN.

Hedmaunmja 1 Hapas

[= 4]
Zaﬂ:a'l+a‘3+"'+ﬂﬂ+"'

n=1

je beckonawnu ped wru xpahe ped ca onwmum 4AaHOM d, U NAPYUJAAHOM CYMOM

Sp-

Y 3aBMCHOCTH OJ TOra g4 JM HUS (Sp) KoHBeprupa Wi ne Jeduiuny  ce
oarosapajyvhu nojuosn sa pei.



Hedbnaummja 2 Jamu ped xoneepzupa axo je Hiu3 mE208UT NAPUUJAAHUT CYMA KOH-
8EPZEHMAH, 4 OUBEPZUPA AKO HU3 NAPULJAAHUT CYMA HUje KOHBEPZEHNAMH.

Hawe ce rakohe n 1a je narm pes koneepzenman, oanocno duaepzenman. AKO
ped KOHBEPIUpa U ako s, — s (n— o), nume ce

[=5]
E iy = 8,

n=1
VEEYUYV]vhH B cayvua] s = oo,

2 Hexka cBojcTBa penmosa

2.1 HeonxomaH ycJIOB KOHBEPreHIHjE

s &}
Teopema 1 Axo ped Zaﬂ xonaepeupa, mada a, — (0 (n — o).

n=1

Joras. 'I'spheme caenm U3 jeHakocTl
lp = Sp — Sp—1
W npernocraske o konseprennnjn pega. Wl
Obpuyro mpheme ne Baku, oHocHo veaon an, — 0 (n — 00) nuje gosossan,

T

pell cano neonxogan veuaon konpeprenndje. Ha npusep, ako je a, = Taja

a, — 0 (n—o00), a
Sﬂ:]_-l—i-l—"'—l—i }ni:,\/ﬁ

/2 /n Jn
M3 reopese caenn (Ha 0CHOBY 3aKOHA KOHTPANOIUINA]E | A4 Pejl JUBepripa
AKO OOIITH WJIAH He Tekd OV kal n resn oo, Ha npusep, pen ca onnrrm

JAHOM @y = JUBEPIUP A.

+1
2.2 Omepamuje ca pemoBuMa

Caeneha reopema aaje Morvhuocr jga ce yBeay M HeKe olepanmje ca pe-
JIOBUMA.

= +] o0
Teopema 2 1. Axo ped Z a, KoHeepzupa, onda KoHaepzupa u ped Z ca, 3a

T.I.:l ﬂ_:l

o0 [= 4}
E Cilly = C - E g
n=1 n=1

c € R, npu wemy je

2. Awxo pedosu Z ap U Z by xoHneepzupajy, onda xKoneepzupa u ped Z(an-l—bﬂ],
n=1 n=1 n=1

nPpU YeMy Je

o0 o0

Z{ﬂﬂ + by) = Z an +Z by
n=1

n=1 n=1



o

Joraz. Hera je sp napuujanna cysa pela E an 1 tp mapuMjajaHa cyMa peja

n=1
(s ]
E by,.
n=1
o0
1. Kako je napumjaina cyaa pes E Cily, JeAHAKA CS,. PEeJl je KOHBeprenTan
n=1

W BaEM Jara jeJHAKOCT.

2. Rarko je
{ﬂ-1+b1)+(ﬂg+bgj+"'+(ﬂﬂ +bn) = Sp +tn,
.

pen E (ay, + by) kouseprupa u saskn gara jeanacoct. B

n=1
3a pen Z(aﬂ + by) rasesmo aa je 3bup penona Zan " Z by,
n=1 n=1 n=1

3 KommjeB KpuTrepnjyM KOHBEpreHIH]je

Cuenehe repheme gaje onmrm KpUTeprjvy, ogHOCHO TOTPedan W J0BOJLATH
VOAOB 33 KOHNBePreniln]y TPoM3BOLIOLN pella.

-
Teopema 3 Ped E a,, KOHEepz2upa axo U camo axo 3a 3a ceaxo = > () noemoju

n=1
ng(e) € N maxo da uza n > m > ng caedu

|ﬂ'm+l +amio + -+ 1‘--'!'n| < &

Hoka3. hako je

Am+1 T Gmia + -0+ Qp = Sp — S,
13 IPeTIocTaBEe TeopeMe CJaed fda 38 Bus (s,) sakn oarosapajyhn Kommjen
EPUTEPU]VM 34 HU30BE, T4 Ta] HIS KOHBePrUpa, 010 3HAYE g8 W pej KOHBe]p-

rupa. B

PENOBUN CA HEHEI'ATUBHUM YJIAHOBUMA

Kpurepnjyvn ynopebusama

JanamMoepoB KpUTCpHjyM

Kommjes kpurepujym

HMurerpamamn kputepujym



4 Kpurepujymu ynopebusama
o0
Aro je a, = 0 3a n = ng € N, uus napumjagnnx cyma (s,) peia Zan je
n=1
neonagajvhu sa n > ng. Hpewa rome, ako je nus (s,) orpanuuen, pej Konpep-

rUpa, & v TPOTURHOM JUBEPIUpa Ka 400
(s 4] o0
Teopema 4 Hexa cy E an U E bn pedosu ca HeHezZAMUBHUM YAAHOBUMAE U HEKE

n=1
je ap < b, 3a n > ny.

n=1

oo (= 4]

1. Axo ped E by xonaeepzupa, mada u ped E (n KOHBEPZUPA.
ﬂ.:l TE-:].
oo o0

2. Axo ped E a, Oueepzupa, maoda u peod E b, dueepeupa.
n=1 n=1

(= 4]

Noxkaz. M3 kouseprennumje pesa E by Caean OrpAHMYEHOCT HU3A ILETOBUY TTa-

n=1

MU AJHNY CYMA, 4 13 NPeTHoCTABKe dy < by coeam aa je ¥ aus napimjagsmux s

(= <]

cyMa pena E an Takobhe orpanmven. llpema rtome, paxu 1., a 2. caean uz 1.
n=1
Ha ocHoBY sarona konrpanosuindje. [l
[+ 4] o0
Teopema 5 Hexa cy E an U E b, pedosu ca HenezaMUBHUM YAAHOBUMA U HEKA
n=1 n=1
je
n+1

< bn—e— 1
fn b

3 T T

(s 4] (= 4]
1. Axo ped Z b, xoneepzupa, mada u ped Z ay, KOHEepzupa.

n=1 n=1

2. Axo ped Z an dueepzupa, mada u peod Z bn dusepzupa.

n=1 n=1

Horaz. llpernocrasiuyvo paan jesnocrasHoctd ga je ng = 1. V3 npernocranke
TEOPEMEe CHAeAN 1A BAEe He] e Hakoc Ty

a b a b a b
22 B2 L L

ay — by’

fe )] _'bgy

U3 KOJUX COequ ga je

s
by

b
—lan < b,.
ay

W= onux nejennaroctnn repheme coaenn na ocnony nperxogne reopese. Wl



-
5 IlamaMOepoB KpUTEPHjyM
Coeneha reopesa gaje L0BOLAT VOJIOB 34 KOHBEPICHIN]Y, O4HOCHO JUBE]-
FeHIU]V pe/ia ca HeHenr A TUBHIM 4JIaToBHMa.

o0
Teopema 6 ([danamGepos kputepujym ) Hexa je E (n ped ca HEHE2ANUBHUM YACHOBUMA.
n=1
1. Axo za n > ng samcu
a
a’ﬂ
damu ped KoHeepzupa.
2. Axo 3a n > ng saxcu
a
+1 > 1!
Iy
damu ped duaepzupa.
o
Hoka3. Hako reoMeTpijekn pe E q" konmeprupa sa 0 < g < 1, w3 nejeanakocrn
n=1
s i lg‘n-l—l
T <g=
fn q"
In+1

Wonperxogae reopese coaegn 1. Aro = 1, onmry wian dn, ne TedEn oy,

ip

OITo 3Ha49M Ja Baskd 2. | .

E|]){‘.'I'IIEJ("I'.‘-]T?M?\[EJ Jda 3a pej E gy Co HeHNeraTUEHAM YJIalloOBM LA IIEJ{"I'EJI]IM

n=1
. a
lim —L — .

n—oo  dy

W3 reopese caenn ga gati ped konseprupa avko je < 1 u auseprupa axo je

I=1. ¥ cavaajy [ = 1 genma 3arkmyura, jep pea Taja MoEe OUTH KOHBEPrenTan,

A MoEe DUTH 1 auBeprentad. Ha npusep, M 3a XapMOHHMJCEHM pejd U 3a pejl ca
9

anp = 1/n" je 1 = 1.

6 RKommjer kpurepujym

Jom jesan JoBoJLAN VOIOBR 38 KOHBePUennu]y, oJH0CHO AUBEePIeHI]V je gar
stesehon Teopenon.

oo

Teopema 7 (Kowwujes kputepujym ) Hexa je Z ay, PED €O HEHEZAMUSHUM YLAAHOBUMA.

n=1

1. Axo 2a n > ng saxncu
Ya, <q< 1,

damu ped xonaepzupa.

2. Axo 3a n > ng saxncu

damu ped dueepzupa.



Horaz. Tepheme 1. caean U3 npee Toepese O DOPEADEHHUM KPATEPH[VMAMA 34
b, = q¢™. a repheme 2. caenn w3 yMmLennne ga je d, = 1 3a n > ng. WA

Hao v kou Hanambeposor EpurepujyMa, v CJOVHA]Y A DOCTO]r

lhim {fa, =1,

—o0
M3 TeopeMe cJaeld Ja AaTH ped Konseprupa ako je | < 1w guseprupa ako je
I'=1. ¥ cayuajv | =1 sema sakmyuka, jep pea rajga Moske DUTH KOHBEPIeHTAH,
a Moske DUTH U auseprentan. Ha npusep, v 3a XapMOHUJCKE pejl 1 38 pel ca
a, = 1/n? je l = 1. Mero Bawu u ako je

lim sup a, = L.

—o0

-
7 NHTErpajlHm KpUTEpPUjyM

Teopema 8 Hexa f:[1,4+00) — (0,400) u nexa je:
1. [ nenpexudna u onadajyha gynryuja,
2. ap = f(n).

n +ia
Tada Zaﬂ KOHBEPZUPA AKO U CAMO AKO f flz)dr xonaepeupa.
n=1 1

HNoraz. Vs 1. coenn

f2)+ f3)+---+ f(n) < ff(z)ai:r < f)+f2)+---+ f(n—1).

/ R "o
-\'-. ) fr j Ax)dv = l Sk
\ £ Mk} < ||| Hx)ady I T

L. 1 ™

T - fing

s — B

| | fimy - 1)
N = = 0 3 e om

AKo MHTErpAJ KOHBEPTHUPA, TALA W3 NPEEe Heje HAKOCTH U 2. cJeid Ja je HH3
DAPHW]AJHUX CVMA Pela orpanuded, Ma W pell KoHBeprupa. Ako HaTerpas -
Beprupa (ka 400}, raga n3 2. W Apyre HejeHAKOCTH CJeld Ja 1 pell JMBEPrupa.
Ha ocnopy sakona KOHTPANOIHIN] € 3AKLVEY JEMO g4 MHTerpal KOHBePrupa ako
pel KonBeprupa.

Tepheme paskn u ako cy yeaosu 3a f wenymenn 3a r = ng € N (yvumecro
z>1).

AJNITEPHATUBHUAU PEJOBU

o JlajoHUIoB KpUTEPMjyM

e AnlconyTHa KOHBEPreHIN ja



8 JIajoHUmoOB KpUTEpUjyM

Hebuamnmmja 3 Ped obauxa
o0
Zf—NRHHn =a—agt+tag—- -,
n=1

20e je ap > 0 3a n € N je aameprnamusnu ped.

Sa Here adTepHaTHRHe DeAoBe ToCToje NoceDHN KPUTePHjVMI KOju J1ajy mo-
BOJLIC VOJIOBEe KONBOPDCHIM]je.

Teopema 9 (Jlabuuuos kputepujym ) Aamenamuenu ped KoHeapzupa axo je dnsi <
ay ua, — 0 (n— oc).

Hora3. Rako je apyq < ap, 10 je

S9p49 = Son + @9n+1 — AIn4+2 = Son

Sap — 1 — (Gg - 33} - (a'd - aﬁ] -t (aﬂn—ﬂ - aﬂn—l} — oy = a4,
na je nus (Se) Koupeprentan (pactviin U orpaguyaen ogo15ro ).
M3 jennakoctn so,.q = Sap + dagyq W Opernoctaske a, — 0 (n — o0) caenn aa
je

Iim sop+1 = him s9,.
TE—O0 n—o0

IHpewa roue, nus (sp) konseprupa, na u garu pes konseprupa. B

9 AncoJsiyTHa KOHBEpPreHIIja

o o0
TP n+l . S 8 I
d ol : s ry. : Fa d | & AL
AKO AJTepHATHUBHU Pl (—1)""a, wonseprupa, peda a, He Mopa Jja
n=1 n=1
ronpeprupa. o je cavua), na npusmep, 3a a, = —. Mehvruw, v eyvoporinon
i

cMmepy Baxku caenehe rspheme.

o0
Teopema 10 Hexa je a, >0 za n € N. Axo ped E i, KoHeepzupa, mada KoHaep-
n=1
= &}
1
2upa U aAMePHAMUBHY Ped E (—1)" " a,.
n=1
Horas. Tepheme coenn na ocnopy Ronmmjesor Kpurepujyvaa KOOBeprenmje jep
Je
|5n — Sm| < @my1 + amio + -+ ay,

rae je (sg) nus napuujasannx cvva agrepuarusaor pega. Bl



.
Hednanmuja 4 Aamepramuetu ped E {—l]nﬂaﬂ jE ANCOAYMHO KOHEEPZEHMAH
n=1

(= %] (= &)
axo ped E a, KOHE8epzupa, 4 YCA08HO KOHBEPZEHMAH AK0 KOHEep2upa, a ped E (y
n=1 n=1

HE KOHSEP2UPA.

Hojam ancoaytie 1 veaoBie KOONBepreinnje gediinuie ce CAMdHo 1 38 Ipo-
MEBOLIe pejope. Y CJyHajy ancoJy THe KOHBepPrenlrje Pasia CBOCTEA KoHad-
HUX 30UPOBA Cce TPeHoce U Ha Pejloie, oK V CAVIA]V VOJIOBHe KOHBeprenimje 1o
He Mopa Jga padn. Ha opuvep, arko pesl VeJIoBno KOHeRPrUupa, OiLa ce ITPeer-
TAILEM SIAHOBA PeJia MoEe JoDUTH 30U KOJU je JeJHAK TPOM3BOLIOM PeasiHon
opojv (Pusmanosa meopema).

CTEIIEHW PEJ1OBU

¢ OcHOBHM l'EDjI‘\-‘I[}BH

e OnpehuBame pamujyca KOHBepPreumnmje

e /lndepernmmupan.e 1 MHTEr pamuje pena
10 OcHOBHM IOJMOBHU

(= 4]
3a cpakn peasan dpoj r rakas ga je 0 < x < 1 pen E " KoWBepIUpa
n=>0

RO e O HoChMATpATHH W

(reomerpujern pen). Hapasno, v oopowm cavaajy x
kao creneny dyvormajy va (0,1), mro spaun ga mvaso pes crenemux IR ja.
[Homenyvrm pen ‘wonpeprupa’. Mebyvrme, ueru pen na (0,2) 'ne xonneprupa’
(Ha npmiep. 3a = = 1).

-
Hedbmnaummja 5 Ped obauxa Z an(x — x0)", 20e cy xo,a1,as... damu peaanu bpo-

n=0
jesu a T peaana npoMeHpHUBa, je CMEneHy ualu nomenyujeanu ped. bpojesu an cy

Koeuyujenmu, a Iy je maika paseoja cmenenoz peda.

Teopema 11 (Abeaoe cmas)
(s &)
1. Axo Z a,z" xoneepzupa 3a x = r (r # 0), mada je on ancoaymmo xKomeep-
n=0
2eNman 3a caaxo T 3a xoje je |x| < |r|.
[ <}
2. Axo je Zﬂﬂxﬂ dueepzenman 3a T — v, mada je on JUBEPZEHMAH 34 CEAKO T
k=0
aa xoje je |z| = |r]|.



HNoraz. 1. W3 npernocraske caenn apr™ — 0 kaga n — oo, na nocrojn dpoj M
rakas ja je |apr"| < M sa ne N. Tana je

| n nIn o n
Ip T | = |GnT — | — |G*nr |
T

f‘”gmjf)n.
T T

m

o
. , T
Hako reoverpujern pel E ‘— konpeprupa sa || < |r|, konseprupa u narn
T

k=]

pe.

2. Aro Ou pen DUo KOHBEprenTan 3a Heko x sa koje je |z| = |r|, na ocnosy
1. Ouo om konseprentan v 3a =71, Wl

W3 teopese caenn jia 3a CBAKK CTeNeHd pejg noctojn peanan dpoj r (0 <r <
+00) TAKAB A BAKHU:

1. ako je |z| < r. pen je rouneprenran,

2. aro je |z| =r. pen je aupeprentan.

o0
Tarkap Opo] T Je NOAYNPeuHUKX KOHBEePZEHUUjE Peia E arpr®. Ako je r = 0.

k=0
UHTepBad (—r,7) HasuBa ce unmepaaa xomaepzenyuje ror pena. 3a r = 0 pex

KonBeprupa casmo 3a x = 0, a ako je 7 = 400 pea konseprupa na K. Ha npuvep,

3a ap =nl je r =0, a 3a a, = Jler= +00.

11 OnpebuBame pamijyca KOHBEpPTreHIII]je
oo
Honvnpeunus xonpepreniije crelenor pea Zaﬂr”‘ MOS0 Ce 04Pe i

n=0

novohy anambeponor Epurepujvia ako nocroju lim . oanocno moavo by
. i) m e e, .
Homujesor purepujvaa ako nocroju m {/ |a,|.
Ti— 00
Mz jennaroctu

aﬂHI”’H n+1
= ||

dpr™ iln

CACIM A Je Pel KOOBePrenaTan 3a

x| <
lim p+1

T—00 Iy
W AUBeprelTar 5a

x| >

].im aﬂ.‘l—l

n—oo | dy



Ipema Toume,

1 . (g,
r=————= lim
. In1 =0 | dpy 1

lim s .

n—oo |y

Coanuno je u v cavuajy Rommjesor Kpurepi)yvia,
1

r= ————,
lim /|an|

— 00

A AKO HOMenYVTe Ipadudie BpeanocTti e noctoje, naskn caegehe rspheme.

Teopema 12 (Kowu-Xadamaposa meopema)
(= )
3Ja cmenexu ped Za.;:i".k je
k=0
1

lim sup 4/ |ax|
Fl—O0

S
T
Mero paskn 11 3a crelnen pell o lT — Tl .
n 0

n=1



