
A I kolokvijum iz Matematike 1 A
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (A, +), pri qemu je

A = {a · x2 + b · x + c | a, b, c ∈ Q}

i + je operacija sabiraǌa polinoma.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (A,+):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (A, +) grupa? Da li je struktura (A, +) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnih parametara a i b rexiti sistem

x + y + z = 1
−x − 2y − 2z = a
3x + 2y + b · z = 4.

3. (40 poena) Date su jednaqine ravni α i β:

α : x− 2y + 2z + 3 = 0 i β : − 2x + 4y − 4z = 0.

a) Odrediti ǌihove vektore normala ~nα i ~nβ.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ α i B ∈ β.

v) Ispitati uzajamni polo�aj ravni α i β.

g) Ukoliko se ravni α i β seku odrediti ǌihovu preseqnu pravu p (xta je ǌen vektor pravca ~vp i jedna
taqka P ∈ p?), a ako se ne seku odrediti rastojaǌe ravni α i β.



B I kolokvijum iz Matematike 1 B
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (Q \ {−2}, ∗), pri qemu je operacija ∗ definisana sa

a ∗ b = a · b + 2a + 2b + 2.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (Q \ {−2}, ∗):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (Q \ {−2}, ∗) grupa? Da li je struktura (Q \ {−2}, ∗) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnih parametara b i β rexiti sistem

x − y + z = 1
−x + 2y − z = β
3x − 2y + b · z = 4− β.

3. (40 poena) Dati su vektori:

~v1 = (1, 4, 5), ~v2 = (−2,−3,−2), ~v3 = (3, 4, 2) i ~w = (1, 2, 3).

a) Ispitati da li su vektori ~v1, ~v2 i ~v3 linearno nezavisni.

b) Da li vektori ~v1, ~v2 i ~v3 qine bazu prostora R3?

v) Izraziti vektor ~w kao linearnu kombinaciju vektora ~v1, ~v2 i ~v3.



V I kolokvijum iz Matematike 1 V
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =
{[

a a
a a

]
: a ∈ Q, a 6= 0

}

i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnog parametra ν rexiti sistem

x + y + z + w = 2
−x + z + w = −3
3x + 2y + z + ν · w = 7.

3. (40 poena) Dati su vektori:

~v1 = (1, 2,−3), ~v2 = (−2,−3, 0), ~v3 = (3, 4, 2) i ~w = (1, 1, 4).

a) Ispitati da li su vektori ~v1, ~v2 i ~v3 linearno nezavisni.

b) Da li vektori ~v1, ~v2 i ~v3 qine bazu prostora R3?

v) Izraziti vektor ~w kao linearnu kombinaciju vektora ~v1, ~v2 i ~v3.



G I kolokvijum iz Matematike 1 G
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =








a 0 c
0 b 0
0 0 a


 : a, b, c ∈ R, a > 0, b > 0, c > 0





i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnog parametra γ rexiti sistem

x − 3y + z = 2
x − 2y − 2z = 3

3x − 10y + 6z = 5
−2x + 3y + 7z = γ.

3. (40 poena) Date su jednaqine ravni α i β:

α : x + 2y − z + 2 = 0 i β : 2x + 3y + z = 0.

a) Odrediti ǌihove vektore normala ~nα i ~nβ.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ α i B ∈ β.

v) Ispitati uzajamni polo�aj ravni α i β.

g) Ukoliko se ravni α i β seku odrediti ǌihovu preseqnu pravu p (xta je ǌen vektor pravca ~vp i jedna
taqka P ∈ p?), a ako se ne seku odrediti rastojaǌe ravni α i β.



D I kolokvijum iz Matematike 1 D
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =
{[

0 0
a 3a

]
: a ∈ R, a 6= 0

}

i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnog parametra δ rexiti sistem

x + y + z + w = 2
3x + y + 2z + w = 7
−x + y + w = δ.

3. (40 poena) Date su qetiri taqke u prostoru:

A(−3, 1,−3), B(1, 2, 0), C(−7,−1,−6) i D(7, 2,−3).

a) Odrediti jednaqinu ravni α koja prolazi kroz taqke A, B i C.

b) Odrediti vektor normale ~nα ravni α.

v) Odrediti proizvoǉnu taqku M ∈ α, razliqitu od zadatih taqaka.

g) Izraqunati povrxinu trougla 4ABC.

d) Izraqunati zapreminu piramide ABCD.

e) Odrediti du�inu visine piramide ABCD koja polazi iz temena D.



E I kolokvijum iz Matematike 1 E
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (S, ·), pri qemu je

S =
{

x + y
√

3 | x ∈ Q, y ∈ Q, x2 + y2 6= 0
}

i · oznaqava operaciju mno�eǌa realnih brojeva.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (S, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (S, ·) grupa? Da li je struktura (S, ·) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnih parametara e i ε rexiti sistem

x − y + 3z + 3u = 1
3x + 4y + 6z + (2e + 1)u = ε2 + 2
2x + 5y + (e− 1)z + 6u = 5.

3. (40 poena) Date su qetiri taqke u prostoru:

A(1,−2, 3), B(0, 2, 2), C(5, 0, 1) i D(1, 4, 1).

a) Odrediti jednaqinu ravni α koja prolazi kroz taqke A, B i C.

b) Odrediti vektor normale ~nα ravni α.

v) Da li taqka D pripada ravni α?

g) Odrediti jednaqinu prave p koja prolazi kroz taqke A i B.

d) Odrediti jednaqinu prave q koja prolazi kroz taqke C i D.

e) Da li se prave p i q seku?



K I kolokvijum iz Matematike 1 K
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =








a 0 0
b a 0
c 0 a


 : a ∈ R, a 6= 0





i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnih parametara k i m rexiti sistem

x − 3y + z = 2
x − 2y − 2z = 3

3x − 10y + 6z = k
−2x + 3y + 7z = m

3. (40 poena) Date su prava a i ravan β u prostoru:

a :
{

x + y + z − 1 = 0
−x− 2y − 2z = 0

i β : 2x + 2y − z + 7 = 0.

a) Odrediti vektor pravca ~va prave a.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ a i B ∈ β.

v) Odrediti vektor normale ~nβ ravni β.

g) Odrediti me�usobni polo�aj prave a i ravni β.

d) Na�i presek prave a i ravni β.

e) Izraqunati veliqinu ugla ϕ izme�u prave a i ravni β.



L I kolokvijum iz Matematike 1 L
24. novembar 2007.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. (30 poena) Data je struktura (X, ◦), pri qemu je

X = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R, x 6= 0}

i operacija ◦ je zadata na slede�i naqin:

(a, b, c) ◦ (m,n, p) = (am, b + n, ap + bm + cn).

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (X, ◦):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (X, ◦) grupa? Da li je struktura (X, ◦) Abelova grupa?

2. (30 poena) U zavisnosti od realnih parametara λ i ` rexiti sistem

x + 2y − z = `
3x + 2y − z = λ

−3x − 2y + λ · z = 0.

3. (40 poena) Date su prava q i ravan π u prostoru:

q :
x + 2
−2

=
y − 1

1
=

z + 4
3

i π : 2x + 10y − 2z − 5 = 0.

a) Odrediti vektor pravca ~vq prave q.

b) Odrediti proizvoǉne taqke Q ∈ q i P ∈ π.

v) Odrediti vektor normale ~nπ ravni π.

g) Odrediti me�usobni polo�aj prave q i ravni π.

d) Izraqunati rastojaǌe taqke Q do ravni π.

e) Izraqunati veliqinu ugla izme�u vektora ~vq i ~nπ.



A Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 A
1. Zatvorenost va�i:

(a · x2 + b · x + c) + (m · x2 + n · x + p) = (a + m) · x2 + (b + n) · x + (c + p) ∈ A

(ovde smo koristili osobine asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija + i · u Q).
Asocijativnost va�i: (a · x2 + b · x + c) +

(
(m · x2 + n · x + p) + (u · x2 + v · x + w)

)
= . . . =

(a+m+u) ·x2 +(b+n+v) ·x+(c+p+w) = . . . =
(
(a ·x2 +b ·x+c)+(m ·x2 +n ·x+p)

)
+(u ·x2 +v ·x+w)

(ovde smo koristili osobine asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija + i · u Q).
Neutralni element je nula polinom P (x) = 0, a zbog P (x) = 0 · x2 + 0 · x + 0 ⇒ P (x) = 0 ∈ A.

Inverzni element polinoma P (x) = ax2 + bx + c je polinom −P (x) = −ax2 − bx− c ∈ A.

Komutativnost va�i: (a · x2 + b · x + c) + (m · x2 + n · x + p) = (a + m) · x2 + (b + n) · x + (c + p) =
(m+a) ·x2+(n+b) ·x+(p+c) = (m ·x2+n ·x+p)+(a ·x2+b ·x+c) (ovde smo koristili komutativnost
operacije + u Q).

Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da je struktura (A, +) grupa i to Abelova grupa.

2. I naqin: preko determinanti.

∆ = 2− b, ∆x = −ab + 2a− 2b + 4, ∆y = ab− 3a + b− 2, ∆z = a.

Za b = 2 je ∆ = 0, a ∆x = −2a + 2a− 4 + 4 = 0, ∆y = 2a− 3a + 2− 2 = −a, ∆z = a. Sada smo spremni
da u�emo u diskusiju po sluqajevima.

• Za b = 2 i a 6= 0 imamo da je ∆ = 0 i ∆y 6= 0, pa sistem nema rexeǌa.

• Za b = 2 i a = 0 je ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0, pa u ovom sluqaju do rexeǌa moramo i�i Gausovim
sistemom eliminacije.

x + y + z = 1
−x − 2y − 2z = 0 II + I
3x + 2y + 2z = 4 III− 3 · I

x + y + z = 1
− y − z = 1
− y − z = 1 III− II

x + y + z = 1
− y − z = 1

0 = 0

x + y + z = 1
− y − z = 1

Ovde su x i y vezane promenǉive, a z je slobodna, te mo�emo uzeti da je z = t, t ∈ R. Vra�aǌem
unazad dobijamo da je y = −1 − t i x = 2. Stoga u ovom sluqaju imamo vixestruko rexeǌe koje
zavisi od 1 parametra: (x, y, z) = (2,−1− t, t), t ∈ R.

• Za b 6= 2 je ∆ 6= 0 pa sistem ima jedinstveno rexeǌe koje dobijamo iz Kramerovih formula: x = ∆x
∆ ,

y = ∆y

∆ i z = ∆z
∆ . U ovom sluqaju rexeǌe je (x, y, z) = (a + 2, ab−3a+b−2

2−b , a
2−b).



II naqin: Gausovim sistemom eliminacije.

x + y + z = 1
−x − 2y − 2z = a II + I
3x + 2y + bz = 4 III− 3 · I

x + y + z = 1
− y − z = a + 1
− y + (b− 3)z = 1 III− II

x + y + z = 1
− y − z = a + 1

(b− 2)z = −a

Za b = 2 i a 6= 0 posledǌa jednaqina je jednaka 0 = −a 6= 0, pa u ovom sluqaju sistem nema rexeǌa.
Za b = 2 i a = 0 sistem rexavamo potpuno analogno kao i u prethodnom naqinu.
Za b 6= 2 sistem u stepenastom obliku ima 3 jednaqine, pa su sve promenǉive x, y, z vezane, te sistem

ima jedinstveno rexeǌe. Vra�aǌem unazad dobijamo rexeǌe (x, y, z) = (a + 2, ab−3a+b−2
2−b , a

2−b).

Konaqan zakǉuqak je:

• Za b = 2 i a 6= 0 sistem nema rexeǌa.

• Za b = 2 i a = 0 sistem ima vixestruko rexeǌe: (x, y, z) = (2,−1− t, t), t ∈ R.
• Za b 6= 2 sistem ima jedinstveno rexeǌe: (x, y, z) = (a + 2, ab−3a+b−2

2−b , a
2−b).

3. α : x− 2y + 2z + 3 = 0 i β : − 2x + 4y − 4z = 0.
a) Vektori normala su ~nα = (1,−2, 2) i ~nβ = (−2, 4,−4).
b) Proizvoǉnu taqku A ∈ α dobijamo kada u jednaqini ravni α : x− 2y + 2z + 3 = 0 uzmemo 2 koordinate
proizvoǉno i onda izraqunamo tre�u. Npr. y = z = 0 ⇒ x = −3, pa je A(−3, 0, 0).

Sliqno iz β : − 2x + 4y − 4z = 0 za y = z = 0 ⇒ x = 0, pa dobijamo B(0, 0, 0).
v) Kako su vektori ravni kolinearni, tj. va�i ~nβ = −2~nα dobijamo da su ravni α i β ili paralelne
ili se poklapaju.

Proverimo jox da li proizvoǉna taqka B(0, 0, 0) iz ravni β pripada ravni α : x− 2y + 2z + 3 = 0. Iz

0− 2 · 0 + 2 · 0 + 3 = 3 6= 0

dobijamo da B 6∈ α.
Na osnovu svega ovoga zakǉuqujemo da je α ‖ β.

g) Ravni α i β su paralelne, pa se ne seku, te treba odrediti rastojaǌe d(α, β) = d(B, α).
Rastojaǌe taqke B(0, 0, 0) do ravni α : x− 2y + 2z + 3 = 0 tra�imo po formuli:

d(α, β) = d(B, α) =
|0− 2 · 0 + 2 · 0 + 3|√

12 + (−2)2 + 22
=
|3|√

9
=

3
3

= 1.



B Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 B
1. Zatvorenost va�i:

a ∗ b = ab + 2a + 2b + 2 ∈ Q.

Potrebno je jox da poka�emo da je a∗b 6= −2. Kako je a∗b = (a+2)·(b+2)−2 (ovde smo koristili osobine
asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija + i · u Q) imamo da iz a, b ∈ Q \ {−2}
⇒ a ∗ b 6= −2, tj. a, b ∈ Q \ {−2}.
Asocijativnost va�i: (a ∗ b) ∗ c = (ab + 2a + 2b + 2) ∗ c = abc + 2ab + 2ac + 2bc + 4a + 4b + 4c + 6
a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (bc + 2b + 2c + 2) = abc + 2ab + 2ac + 2bc + 4a + 4b + 4c + 6, tj. va�i (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
(ovde smo koristili osobine asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija + i · u Q).
Neutralni element je e = −1 ∈ Q \ {−2}: −1 ∗ x = x ∗ −1 = −x− 2 + 2x + 2 = x.

Inverzni element x′ elementa x je x′ =
−3− 2a

a + 2
= −2 +

1
a + 2

∈ Q \ {−2}.
Do ovog rezultata dolazimo tako xto reximo jednaqinu x ∗ x′ = e = −1, tj. xx′ + 2x + 2x′ + 2 = −1,

tj. (x + 2)x′ = −3 − 2x ⇒ x′ =
−3− 2a

a + 2
. Ovako dobijeno rexeǌe zadovoǉava i jednaqinu x′ ∗ x = e

(proveriti).

Komutativnost va�i: a ∗ b = ab + 2a + 2b + 2 = ba + 2b + 2a + 2 = b ∗ a (ovde smo koristili
komutativnost operacija + i · u Q).

Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da je struktura (Q \ {−2}, ∗) grupa i to Abelova grupa.

2. I naqin: preko determinanti.

∆ = b− 3, ∆x = bβ + 2b− β − 6, ∆y = bβ + b− 3β − 3, ∆z = −2β.

Za b = 3 je ∆ = 0, a ∆x = 3β +6−β− 6 = 2β, ∆y = 3β +3− 3β− 3 = 0, ∆z = −2β. Sada smo spremni
da u�emo u diskusiju po sluqajevima.

• Za b = 3 i β 6= 0 imamo da je ∆ = 0 i ∆x 6= 0, pa sistem nema rexeǌa.

• Za b = 3 i β = 0 je ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0, pa u ovom sluqaju do rexeǌa moramo i�i Gausovim
sistemom eliminacije.

x − y + z = 1
−x + 2y − z = 0 II + I
3x − 2y + 3z = 4 III− 3 · I

x − y + z = 1
y = 1
y = 1 III− II

x − y + z = 1
y = 1

0 = 0

x − y + z = 1
y = 1

Ovde su x i y vezane promenǉive, a z je slobodna, te mo�emo uzeti da je z = t, t ∈ R. Vra�aǌem
unazad dobijamo da je y = 1 i x = 2−t. Stoga u ovom sluqaju imamo vixestruko rexeǌe koje zavisi
od 1 parametra: (x, y, z) = (2− t, 1, t), t ∈ R.

• Za b 6= 3 je ∆ 6= 0 pa sistem ima jedinstveno rexeǌe koje dobijamo iz Kramerovih formula: x = ∆x
∆ ,

y = ∆y

∆ i z = ∆z
∆ . U ovom sluqaju rexeǌe je (x, y, z) = ( bβ+2b−β−6

b−3 , β + 1, 2β
3−β ).



II naqin: Gausovim sistemom eliminacije.

x − y + z = 1
−x + 2y − z = β II + I
3x − 2y + b · z = 4− β III− 3 · I

x − y + z = 1
y = β + 1
y + (b− 3)z = 1− β III− II

x − y + z = 1
y = β + 1

(b− 3)z = −2β

Za b = 3 i β 6= 0 posledǌa jednaqina je jednaka 0 = −2β 6= 0, pa u ovom sluqaju sistem nema rexeǌa.
Za b = 3 i β = 0 sistem rexavamo potpuno analogno kao i u prethodnom naqinu.
Za b 6= 3 sistem u stepenastom obliku ima 3 jednaqine, pa su sve promenǉive x, y, z vezane, te sistem

ima jedinstveno rexeǌe. Vra�aǌem unazad dobijamo rexeǌe (x, y, z) = ( bβ+2b−β−6
b−3 , β + 1, 2β

3−β ).

Konaqan zakǉuqak je:

• Za b = 3 i β 6= 0 sistem nema rexeǌa.

• Za b = 3 i β = 0 sistem ima vixestruko rexeǌe: (x, y, z) = (2− t, 1, t), t ∈ R.
• Za b 6= 3 sistem ima jedinstveno rexeǌe: (x, y, z) = ( bβ+2b−β−6

b−3 , β + 1, 2β
3−β ).

3. a) Linearnu zavisnost 3 vektora u R3 mo�emo ispitati preko determinante koja �e imati po vrstama
koordinate tih vektora: ∣∣∣∣∣∣

1 4 5
−2 −3 −2
3 4 2

∣∣∣∣∣∣
= −1 6= 0

⇒ vektori ~v1, ~v2 i ~v3 su linearno nezavisni.

b) Kako je vektorski prostor R3 trodimenzionalan, tj. dim(R3) = 3, to bilo koja 3 linearno nezavisna
vektora qine bazu tog prostora. Stoga, vektori ~v1, ~v2 i ~v3 qine bazu prostora R3.

v) Izrazimo vektor ~w kao linearnu kombinaciju vektora ~v1, ~v2 i ~v3:

~w = α · ~v1 + β · ~v2 + γ · ~v3

(1, 2, 3) = α · (1, 4, 5) + β · (−2,−3,−2) + γ · (3, 4, 2)

(1, 2, 3) = (α− 2β + 3γ, 4α− 3β + 4γ, 5α− 2β + 2γ)

Ova jednaqina je ekvivalentna sa sistemom

α − 2β + 3γ = 1
4α − 3β + 4γ = 2
5α − 2β + 2γ = 3

koji ima jedinstveno rexeǌe a = −1, b = −10, c = −6. Time smo dobili da je

~w = −~v1 − 10~v2 − 6~v3.



V Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 V
1. Zatvorenost va�i: [

a a
a a

]
·
[
b b
b b

]
=

[
2ab 2ab
2ab 2ab

]
∈M

jer a 6= 0, b 6= 0 ⇒ 2ab 6= 0 i a, b ∈ Q ⇒ 2ab ∈ Q.
Radi kra�eg zapisa mo�emo oznaqiti M(a) =

[
a a
a a

]
i onda pixemo M(a) ·M(b) = M(2ab).

Asocijativnost se prenosi (kako je mno�eǌe matrica asocijativna operacija u skupu Ω svih matrica
oblika 2× 2 sa realnim elementima to je mno�eǌe matrica asocijativno i u skupu M⊂ Ω).

Neutralni element ovde ne�e biti jediniqna matrica jer I =
[
1 0
0 1

]
6∈ M, ali to ne znaqi da ova

struktura nema neutralni element. Neka je M(x) neutralni element. Tada treba da va�i

M(a) ·M(x) = M(2ax) = M(a) za svako a ∈ Q \ {0},

odakle dobijamo da je x = 1
2 , tj. neutralni element je matrica M(1

2) =
[

1
2

1
2

1
2

1
2

]
∈ M (

proverom vidimo

da va�i i jednakost M(1
2) ·M(a) = M(a), pa vidimo da matrica M(1

2) zadovoǉava oba uslova koja treba
da va�e za neutralni element).

Inverzni element nije inverzna matrica! Jedan razlog je xto neutralni element nije jediniqna matrica
I, a drugi je xto za matrice M(a) ne postoji iverzna matrica (zaxto?).

Inverzni element za matricu M(a) �e biti matrica M(y) i ǌu tra�imo iz jednaqine

M(a) ·M(y) = M(2ay) = M(1
2),

odakle dobijamo da je y = 1
4a , tj. da je M( 1

4a) ∈M inverzni element matrice M(a)
(
primetimo da va�i

i M( 1
4a) ·M(a) = M(1

2), pa M( 1
4a) zadovoǉava oba uslova potrebna za inverzni element

)
.

Komutativnost va�i (iako generalno mno�eǌe matrica nije komutativna operacija u skupu M jeste!):

M(a) ·M(b) = M(2ab) = M(2ba) = M(b) ·M(a)

(ovde smo koristili komutativnost i asocijativnost operacije · u Q).
Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da je struktura (M, ·) grupa i to Abelova grupa.

2. Ovo je sistem od 3 jednaqine sa 4 nepoznate, pa ga moramo rexavati Gausovim sistemom eliminacije.

x + y + z + w = 2
−x + z + w = −3 II + I
3x + 2y + z + ν · w = 7 III− 3 · I

x + y + z + w = 2
y + 2z + 2w = −1

− y − 2z + (ν − 3)w = 1 III + II

x + y + z + w = 2
y + 2z + 2w = −1

(ν − 1)w = 0

Sada ovde imamo 2 sluqaja u zavisnosti kakvo je ν.

• Za ν 6= 1 sistem je u stepenastom obliku, pa su x, y i w vezane promenǉive, a z je slobodna, te
mo�emo uzeti da je z = t, t ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je w = 0, y = −1 − 2t i x = 3 + t. Stoga u ovom sluqaju imamo
vixestruko rexeǌe koje zavisi od 1 parametra: (x, y, z, w) = (3 + t,−1− 2t, t, 0), t ∈ R.



• Za ν = 1 posledǌa jednaqina postaje 0 = 0 i ǌu mo�emo izbrisati pa se sistem sveo na

x + y + z + w = 2
y + 2z + 2w = −1

Ovo je sistem u stepenastom obliku, pa su x i y vezane promenǉive, a z i w je slobodne, te mo�emo
uzeti da je z = t i w = p, t, p ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je y = −1 − 2t − 2p i x = 3 + t + p. Stoga u ovom sluqaju imamo
vixestruko rexeǌe koje zavisi od 2 parametra: (x, y, z, w) = (3 + t + p,−1− 2t− 2p, t, p), t, p ∈ R.

Konaqan zakǉuqak je:

• Za ν 6= 1 sistem ima vixestruko rexeǌe: (x, y, z, w) = (3 + t,−1− 2t, t, 0), t ∈ R.
• Za ν = 1 sistem ima vixestruko rexeǌe: (x, y, z, w) = (3 + t + p,−1− 2t− 2p, t, p), t, p ∈ R.

3. a) Linearnu zavisnost 3 vektora u R3 mo�emo ispitati preko determinante koja �e imati po vrstama
koordinate tih vektora: ∣∣∣∣∣∣

1 2 −3
−2 −3 0
3 4 2

∣∣∣∣∣∣
= −1 6= 0

⇒ vektori ~v1, ~v2 i ~v3 su linearno nezavisni.

b) Kako je vektorski prostor R3 trodimenzionalan, tj. dim(R3) = 3, to bilo koja 3 linearno nezavisna
vektora qine bazu tog prostora. Stoga, vektori ~v1, ~v2 i ~v3 qine bazu prostora R3.

v) Izrazimo vektor ~w kao linearnu kombinaciju vektora ~v1, ~v2 i ~v3:

~w = α · ~v1 + β · ~v2 + γ · ~v3

(1, 1, 4) = α · (1, 2,−3) + β · (−2,−3, 0) + γ · (3, 4, 2)

(1, 1, 4) = (α− 2β + 3γ, 2α− 3β + 4γ,−3α + 2γ)

Ova jednaqina je ekvivalentna sa sistemom

α − 2β + 3γ = 1
2α − 3β + 4γ = 1

−3α + 2γ = 4

koji ima jedinstveno rexeǌe a = −2, b = −3, c = −1. Time smo dobili da je

~w = −2~v1 − 3~v2 − ~v3.



G Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 G
1. Zatvorenost va�i:




a 0 c
0 b 0
0 0 a


 ·




m 0 p
0 n 0
0 0 m


 =




am 0 ap + cm
0 bn 0
0 0 am


 ∈M

jer a > 0,m > 0 ⇒ am > 0, b > 0, n > 0 ⇒ bn > 0 i a > 0,m > 0, c > 0, p > 0 ⇒ ap + cm > 0.
Asocijativnost se prenosi (kako je mno�eǌe matrica asocijativna operacija u skupu Ω svih matrica
oblika 3× 3 sa realnim elementima to je mno�eǌe matrica asocijativno i u skupu M⊂ Ω).

Neutralni element �e biti jediniqna matrica I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ∈M (za a = b = 1 i c = 0).

Inverzni element ne postoji uvek!

Neka je inverzni element za matricu




a 0 c
0 b 0
0 0 a


 matrica




m 0 p
0 n 0
0 0 m


. Tada treba da va�i




a 0 c
0 b 0
0 0 a


 ·




m 0 p
0 n 0
0 0 m


 =




am 0 ap + cm
0 bn 0
0 0 am


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




odakle dobijamo da je m = 1
a , n = 1

b i ap + cm = 0, tj. ap + c · 1
a = 0 ⇒ p = −c

a2 . Ali tada kad je c 6= 0 (tj.
c > 0) za p ne va�i uslov p > 0.

Dakle, za sve matrice kod kojih je c > 0 ne postoji inverzan element koji pripada skupu M.

Komutativnost va�i (iako generalno mno�eǌe matrica nije komutativna operacija u skupu M jeste!):




a 0 c
0 b 0
0 0 a


 ·




m 0 p
0 n 0
0 0 m


 =




am 0 ap + cm
0 bn 0
0 0 am


 =




ma 0 mc + pa
0 nb 0
0 0 ma


 =




m 0 p
0 n 0
0 0 m


 ·




a 0 c
0 b 0
0 0 a




(ovde smo koristili komutativnost operacija + i · u R).
Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da struktura (M, ·) nije grupa, te nije ni Abelova grupa.
Ova struktura je komutativan monoid.

2. Ovo je sistem od 4 jednaqine sa 3 nepoznate, pa ga moramo rexavati Gausovim sistemom eliminacije.

x − 3y + z = 2
x − 2y − 2z = 3 II− I

3x − 10y + 6z = 5 III− 3 · I
−2x + 3y + 7z = γ IV + 2 · I

x − 3y + z = 2
y − 3z = 1

− y + 3z = −1 III + II
− 3y + 9z = γ + 4 IV + 3 · II

x − 3y + z = 2
y − 3z = 1

0 = 0
0 = γ + 7



x − 3y + z = 2
y − 3z = 1

0 = γ + 7

Sada ovde imamo 2 sluqaja u zavisnosti kakvo je γ.

• Za γ 6= −7 sistem nema rexeǌa.

• Za γ = −7 posledǌa jednaqina postaje 0 = 0 i ǌu mo�emo izbrisati pa se sistem sveo na

x − 3y + z = 2
y − 3z = 1

Ovo je sistem u stepenastom obliku, pa su x i y vezane promenǉive, a z je slobodna, te mo�emo
uzeti da je z = t, t ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je y = 1 + 3t i x = 5 + 8t. Stoga u ovom sluqaju imamo vixestruko
rexeǌe koje zavisi od 1 parametra: (x, y, z) = (5 + 8t, 1 + 3t, t), t ∈ R.

3. α : x + 2y − z + 2 = 0 i β : 2x + 3y + z = 0.
a) ǋihove vektore normala su ~nα = (1, 2,−1) i ~nβ = (2, 3, 1).
b) Proizvoǉnu taqku A ∈ α dobijamo kada u jednaqini ravni α : x + 2y − z + 2 = 0 uzmemo 2 koordinate
proizvoǉno i onda izraqunamo tre�u. Npr. y = z = 0 ⇒ x = −2, pa je A(−2, 0, 0).

Sliqno iz β : 2x + 3y + z = 0 za y = z = 0 ⇒ x = 0, pa dobijamo B(0, 0, 0).
v) Kako vektori ravni nisu kolinearni, tj. va�i ~nβ 6= k · ~nα dobijamo da se ravni α i β seku.

g) Ravni α i β se seku po pravoj p. ǋu dobijamo kada reximo slstem

x + 2y − z = −2
2x + 3y + z = 0 II− 2 · I

x + 2y − z = −2
− y + 3z = 4

Ovo je sistem u stepenastom obliku, pa su x i y vezane promenǉive, a z je slobodna, te mo�emo uzeti da
je z = t, t ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je y = −4 + 3t i x = 6− 5t. Jednaqina prave p u parametarskom obliku je

x = 6− 5t, y = −4 + 3t, z = t, t ∈ R,

a odavde dobijamo i kanonski oblik

p :
x− 6
−5

=
y + 4

3
=

z

1
.

ǋen vektor pravca je ~vp = (−5, 3, 1) i jedna taqka P (6,−4, 0).



D Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 D
1. Zatvorenost va�i: [

0 0
a 3a

]
·
[
0 0
b 3b

]
=

[
0 0

3ab 9ab

]
∈M

jer a 6= 0, b 6= 0 ⇒ 3ab 6= 0 i a, b ∈ R ⇒ 3ab ∈ R.
Radi kra�eg zapisa mo�emo oznaqiti M(a) =

[
0 0
a 3a

]
i onda pixemo M(a) ·M(b) = M(3ab).

Asocijativnost se prenosi (kako je mno�eǌe matrica asocijativna operacija u skupu Ω svih matrica
oblika 2× 2 sa realnim elementima to je mno�eǌe matrica asocijativno i u skupu M⊂ Ω).

Neutralni element ovde ne�e biti jediniqna matrica jer I =
[
1 0
0 1

]
6∈ M, ali to ne znaqi da ova

struktura nema neutralni element. Neka je M(x) neutralni element. Tada treba da va�i

M(a) ·M(x) = M(3ax) = M(a) za svako a ∈ Q \ {0},

odakle dobijamo da je x = 1
3 , tj. neutralni element je matrica M(1

3) =
[
0 0
1
3 1

]
∈ M (

proverom vidimo

da va�i i jednakost M(1
3) ·M(a) = M(a), pa vidimo da matrica M(1

3) zadovoǉava oba uslova koja treba
da va�e za neutralni element).

Inverzni element nije inverzna matrica! Jedan razlog je xto neutralni element nije jediniqna matrica
I, a drugi je xto za matrice M(a) ne postoji iverzna matrica (zaxto?).

Inverzni element za matricu M(a) �e biti matrica M(y) i ǌu tra�imo iz jednaqine

M(a) ·M(y) = M(3ay) = M(1
3),

odakle dobijamo da je y = 1
9a , tj. da je M( 1

9a) ∈M inverzni element matrice M(a)
(
primetimo da va�i

i M( 1
9a) ·M(a) = M(1

3), pa M( 1
9a) zadovoǉava oba uslova potrebna za inverzni element

)
.

Komutativnost va�i (iako generalno mno�eǌe matrica nije komutativna operacija u skupu M jeste!):

M(a) ·M(b) = M(3ab) = M(3ba) = M(b) ·M(a)

(ovde smo koristili komutativnost i asocijativnost operacije · u R).
Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da je struktura (M, ·) grupa i to Abelova grupa.

2. Ovo je sistem od 3 jednaqine sa 4 nepoznate, pa ga moramo rexavati Gausovim sistemom eliminacije.

x + y + z + w = 2
3x + y + 2z + w = 7 II− 3 · I
−x + y + w = δ III + ·I

x + y + z + w = 2
− 2y − z − 2w = 1

2y + z + 2w = δ + 2 III + II

x + y + z + w = 2
− 2y − z − 2w = 1

0 = δ + 3

Sada ovde imamo 2 sluqaja u zavisnosti kakvo je δ.

• Za δ 6= −3 sistem nema rexeǌa.



• Za δ = −3 posledǌa jednaqina postaje 0 = 0 i ǌu mo�emo izbrisati pa se sistem sveo na

x + y + z + w = 2
− 2y − z − 2w = 1

Ovo je sistem u stepenastom obliku, pa su x i y vezane promenǉive, a z i w je slobodne, te mo�emo
uzeti da je z = t i w = p, t, p ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je y = −1

2 − 1
2 t − p i x = 5

2 − 1
2 t. Stoga u ovom sluqaju imamo

vixestruko rexeǌe koje zavisi od 2 parametra: (x, y, z, w) = (5
2 − 1

2 t,−1
2 − 1

2 t− p, t, p), t, p ∈ R.

3. A(−3, 1,−3), B(1, 2, 0), C(−7,−1,−6) i D(7, 2,−3).
a) Jednaqinu ravni α koja prolazi kroz taqke A, B i C data je formulom

∣∣∣∣∣∣

x− (−3) y − 1 z − (−3)
1− (−3) 2− 1 0− (−3)
−7− (−3) −1− 1 −6− (−3)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x + 3 y − 1 z + 3
4 1 3
−4 −2 −3

∣∣∣∣∣∣
= 3x− 4z − 3 = 0.

b) Vektor normale ravni α je ~nα = (3, 0,−4).
v) Da bi odrediti proizvoǉnu taqku M ∈ α, razliqitu od zadatih taqaka fiksira�emo 2 koordinate i
iz jednaqine ravni α : 3x− 4z − 3 = 0 odredi�emo tre�u, npr. y = z = 0 ⇒ x = 1, tj. M(1, 0, 0).
g) Povrxinu trougla 4ABC tra�imo po formuli

P4ABC =
1
2
|−−→AB ×−→AC| = 1

2
|
∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
4 1 3
−4 −2 −3

∣∣∣∣∣∣
| = 1

2
|(3, 0,−4)| = 1

2

√
32 + 02 + (−4)2 =

5
2
.

d) Zapreminu piramide ABCD tra�imo po formuli

VABCD =
1
6
|[−−→AB,

−→
AC,

−−→
AD]| = 1

6
|
∣∣∣∣∣∣

4 1 3
−4 −2 −3
10 1 0

∣∣∣∣∣∣
| = 1

6
| − 30| = 5.

e) I naqin: Kako je zapremina piramide data i formulom VABCD = P4ABC ·hD

3 du�inu visine piramide
hD dobijamo kao

hD =
3VABCD

P4ABC
=

15
5/2

= 6.

II naqin: Du�ina visine piramide hD iz temena D(7, 2,−3) je jednaka rastojaǌu taqke od D do ravni
α : 3x− 4z − 3 = 0 (to je ravan koja sadr�i taqke A, B i C i koju smo odredili u delu pod a):

hD = d(D, α) =
|3 · 7− 4 · (−3)− 3|√

32 + 02 + (−4)2
=

30
5

= 6.



E Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 E
1. Prvo pojasnimo xta znaqi uslov a2 + b2 6= 0 ⇒ (a, b) 6= (0, 0).
Zatvorenost va�i:

(a + b ·
√

3) · (c + d ·
√

3) = (ac + 3bd) + (ad + bc) ·
√

3

(ovde smo koristili osobine asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija + i · u R).
Treba jox da poka�emo da je (ac+3bd)+(ad+bc)·√3 ∈ S, a to se svodi na to da je (ac+3bd, ad+bc) 6= (0, 0).

Pretpostavimo suprotno da je (ac + 3bd, ad + bc) = (0, 0). Zbog komutativnosti imamo da je ad + bc =

bc + ad. Posmatrajmo sistem
a · c + 3b · d = 0
b · c + a · d = 0.

Da bi ovaj homogen sistem (po promenǉivim c i

d) imao netrivijalno rexeǌe (trivijalno rexeǌe je c = d = 0) potrebno je da mu je determinanta
∆ = a2 − 3b2 = 0. Kako iz uslova a + b

√
3 ∈ S ⇒ (a, b) 6= (0, 0) to va�i a 6= 0 i b 6= 0 (ukoliko bi jedan

od a i b bio jednak 0 iz a2 − 3b2 = 0 bi sledilo da je i drugi). Ali tada imamo da je a2

b2
= 3 ⇒ a

b =
√

3
ili a

b = −√3 xto je nemogu�e jer a, b ∈ Q ⇒ a
b ∈ Q.

Kako smo dobili kontradikciju polazna pretpostavka (ac + 3bd, ad + bc) = (0, 0) ne vaǉa, te va�i
(ac + 3bd, ad + bc) 6= (0, 0), qime smo pokazali da je (ac + 3bd, ad + bc) ∈ S.

Asocijativnost se prenosi (kako je mno�eǌe realnih brojeva asocijativna operacija u skupu R to je
mno�eǌe asocijativno i u skupu S ⊂ R).
Neutralni element je broj e = 1 = 1 + 0 · √3 ∈ S.

Inverzni element broja x + y
√

3 je broj

1
x + y

√
3

=
1

x + y
√

3
· x− y

√
3

x− y
√

3
=

x− y
√

3
x2 − 3y2

=
x

x2 − 3y2
+

−y

x2 − 3y2
·
√

3 ∈ S

jer iz x, y ∈ Q ⇒ x2 − 3y2 6= 0, a iz (x, y) 6= (0, 0) ⇒ ( x
x2−3y2 , −y

x2−3y2 ) 6= (0, 0).
Komutativnost se prenosi (kako je mno�eǌe realnih brojeva komutativna operacija u skupu R to je
mno�eǌe komutativno i u skupu S ⊂ R).

Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da je struktura (S, ·) grupa i to Abelova grupa.

2. Ovo je sistem od 3 jednaqine sa 4 nepoznate, pa ga moramo rexavati Gausovim sistemom eliminacije.

x − y + 3z + 3u = 1
3x + 4y + 6z + (2e + 1)u = ε2 + 2 II− 3 · I
2x + 5y + (e− 1)z + 6u = 5 III− 2 · I

x − y + 3z + 3u = 1
7y − 3z + (2e− 8)u = ε2 − 1
7y + (e− 7)z = 3 III− I

x − y + 3z + 3u = 1
7y − 3z + (2e− 8)u = ε2 − 1

(e− 4)z − 2(e− 4)u = 4− ε2

Sada ovde imamo 3 sluqaja u zavisnosti kakvi su e i ε.

• Za e 6= 4 sistem je u stepenastom obliku, pa su x, y i z vezane promenǉive, a u je slobodna, te
mo�emo uzeti da je u = t, t ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je z = −2t + ε2−4

e−4 = 4−8t+2et−ε2

e−4 , y = −16+e+56t−22et+7ε2+2e2t−eε2

7(4−e)

i x = 96−6e−196t+41et−14ε2+2e2t−eε2

7(4−e) . Stoga u ovom sluqaju imamo vixestruko rexeǌe koje zavisi

od 1 parametra: (x, y, z, w) = (96−6e−196t+41et−14ε2+2e2t−eε2

7(4−e) , −16+e+56t−22et+7ε2+2e2t−eε2

7(4−e) ,−2t + ε2−4
e−4 , t),

t ∈ R.



• Za e = 4 i ε 6= ±2 sistem nema rexeǌa.

• Za e = 4 i ε = 2 (ili ε = −2) posledǌa jednaqina postaje 0 = 0 i ǌu mo�emo izbrisati pa se
sistem sveo na

x − y + 3z + 3u = 1
7y − 3z = 3

Ovo je sistem u stepenastom obliku, pa su x i y vezane promenǉive, a z i u su slobodne, te mo�emo
uzeti da je z = t i w = p, t, p ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je y = 3

7 + 3
7 t i x = 10

7 − 18
7 t − 3p. Stoga u ovom sluqaju imamo

vixestruko rexeǌe koje zavisi od 2 parametra: (x, y, z, w) = (10
7 − 18

7 t− 3p, 3
7 + 3

7 t, t, p), t, p ∈ R.

3. A(1,−2, 3), B(0, 2, 2), C(5, 0, 1) i D(1, 4, 1).
a) Jednaqinu ravni α koja prolazi kroz taqke A, B i C data je formulom

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − (−2) z − 3
0− 1 2− (−2) 2− 3
5− 1 0− (−2) 1− 3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 2 z − 3
−1 4 −1
4 2 −2

∣∣∣∣∣∣
= −6x− 6y − 18z + 48 = 0.

Umesto ove jednaqine mo�emo uzeti i onu koja se dobija kada prethodnu podelimo sa −6. To je
α : x + y + 3z − 8 = 0.
b) Vektor normale ravni α je ~nα = (1, 1, 3).
v) Da bi proverili da li taqka D pripada ravni α potrebno je da vidimo da li ǌene koordinate
zadovoǉavaju jednaqinu ravni α : x + y + 3z − 16 = 0:

1 + 4 + 3 · 1− 8 = 0,

pa taqka D pripada ravni α.

g) Za vektor pravca prave p kroz A i B mo�emo uzeti ~vp =
−−→
AB =

(
0− 1, 2− (−2), 2− 3

)
= (−1, 4,−1), a

za taqku sa te prave uzimamo A(1,−2, 3), pa je jednaqina prave p u kanonskom obliku

p :
x− 1
−1

=
y + 2

4
=

z − 3
−1

,

a odavde dobijamo i parametarski oblik p: x = 1− t, y = −2 + 4t, z = 3− t, t ∈ R.
d) Sliqno za pravu q kroz C i D dobijamo

q :
x− 5
−1

=
y

1
=

z − 1
0

,

odnosno u parametarskom obliku q: x = 5− s, y = s, z = 1, s ∈ R.
e) I naqin: Prave p i q nisu paralelne jer im vektori pravaca ~vp = (−1, 4,−1) i ~vq = (−1, 1, 0) nisu
proporcionalni.

Sa tih pravih imamo i po jednu taqku A(1,−2, 3) ∈ p i C(5, 0, 1) ∈ q. Kako je

∣∣∣∣∣∣

1− 5 −2− 0 3− 1
−1 4 −1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0

neparalelne prave p i q se seku.

II naqin: Na�imo presek prave p i q, tj. reximo sistem (po parametrima t i s):

x = 1− t = 5− s, y = −2 + 4t = s, z = 3− t = 1.

Kako ovaj sistem ima jedinstveno rexeǌe t = 2, s = 6 dobijamo da se date prave seku. Ovim postupkom
smo odredili i preseqnu taqku T prave p i q (ǌene koordinate dobijamo kada zamenimo t = 2 ili s = 6
u parametarski oblik odgovaraju�e prave) — to je T (−1, 6, 1).



K Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 K
1. Zatvorenost va�i:




a 0 0
b a 0
c 0 a


 ·




m 0 0
n m 0
p 0 m


 =




am 0 0
bm + an am 0
cm + ap 0 am


 ∈M

jer a 6= 0,m 6= 0 ⇒ am 6= 0 i a, b, c ∈ R ⇒ am, bm + an, cm + ap ∈ R.
Asocijativnost se prenosi (kako je mno�eǌe matrica asocijativna operacija u skupu Ω svih matrica
oblika 3× 3 sa realnim elementima to je mno�eǌe matrica asocijativno i u skupu M⊂ Ω).

Neutralni element �e biti jediniqna matrica I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ∈M (za a = 1 i b = c = 0).

Inverzni element. Neka je inverzni element matrice




a 0 0
b a 0
c 0 a


 matrica




m 0 0
n m 0
p 0 m


. Treba da va�i




a 0 0
b a 0
c 0 a


 ·




m 0 0
n m 0
p 0 m


 =




am 0 0
bm + an am 0
cm + ap 0 am


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




odakle dobijamo da je am = 1, bm + an = 0, cm + ap = 0. Odatle dobijamo m = 1
a , kad to uvrstimo u

bm + an = b · 1
a + an = 0 dobijamo n = −b

a2 i kad uvrstimo u cm + ap = c · 1
a + ap = 0 dobijamo p = −c

a2 .

Dakle, inverzni element matrice




a 0 0
b a 0
c 0 a


 je matrica




1
a 0 0
−b
a2

1
a 0

−c
a2 0 1

a


.

Ovu matricu za inverzni element smo mogli da dobijemo i standardnim postupkom tra�eǌa inverzne
matrice!

Komutativnost va�i (iako generalno mno�eǌe matrica nije komutativna operacija u skupu M jeste!):




a 0 0
b a 0
c 0 a


 ·




m 0 0
n m 0
p 0 m


 =




am 0 0
bm + an am 0
cm + ap 0 am


 =




ma 0 0
na + mb ma 0
pa + mc 0 ma


 =




m 0 0
n m 0
p 0 m


 ·




a 0 0
b a 0
c 0 a




(ovde smo koristili komutativnost operacija + i · u R).
Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da je struktura (M, ·) grupa i to Abelova grupa.

2. Ovo je sistem od 4 jednaqine sa 3 nepoznate, pa ga moramo rexavati Gausovim sistemom eliminacije.
Koristi�emo matriqni zapis (tj. Kroneker-Kapelijevu teoremu) i odredi�emo rang matrice sistema A
i rang proxirene matrice sistema B.




1 −3 1 2
1 −2 −2 3
3 −10 6 k
−2 3 7 m




II− I
III− 3 · I
IV + 2 · I

∼




1 −3 1 2
0 1 −3 1
0 −1 3 k − 6
0 −3 9 m + 4


 III + II

IV + 3 · II
∼




1 −3 1 2
0 1 −3 1
0 0 0 k − 5
0 0 0 m + 7




Sada ovde imamo 2 sluqaja u zavisnosti od k i m.

• Kada je k 6= 5 ili kada je m 6= −7 imamo da je r(B) > r(A) = 2, te sistem nema rexeǌa.

• Kada je k = 5 i m = −7 imamo da je r(B) = r(A) = 2 pa sistem ima rexeǌa koja zavise od
n− r(a) = 3− 2 = 1 parametra. Posledǌoj matrici odgovara sistem

x − 3y + z = 2
y − 3z = 1



Ovo je sistem u stepenastom obliku, pa su x i y vezane promenǉive, a z je slobodna, te mo�emo
uzeti da je z = t, t ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je y = 1 + 3t i x = 5 + 8t. Stoga u ovom sluqaju imamo vixestruko
rexeǌe koje zavisi od 1 parametra: (x, y, z) = (5 + 8t, 1 + 3t, t), t ∈ R.

3. a :
{

x + y + z − 1 = 0
−x− 2y − 2z = 0

i β : 2x + 2y − z + 7 = 0.

a) Potrebno je da pravu a koja je data kao presek 2 ravni predstavimo u parametarskom (ili kanonskom
obliku). Do parametarskog oblika dolazimo rexavaǌem sistema

x + y + z = 1
−x − 2y − 2z = 0 II + I

x + y + z = 1
− y − z = 1

Ovo je sistem u stepenastom obliku, pa su x i y vezane promenǉive, a z je slobodna, te mo�emo uzeti da
je z = t, t ∈ R.
Vra�aǌem unazad dobijamo da je y = −1− t i x = 2. Jednaqina prave p u parametarskom obliku je

x = 2, y = −1− t, z = t, t ∈ R,

a odavde dobijamo i kanonski oblik

a :
x− 2

0
=

y + 1
−1

=
z

1
.

ǋen vektor pravca je ~va = (0,−1, 1).
b) Taqku A ∈ a odre�ujemo iz kanonskog ili parametarskog oblika (kad zamenimo npr. t = 0) —
A(2,−1, 0).
Proizvoǉnu taqku B ∈ β dobijamo kada u jednaqini ravni β uzmemo 2 koordinate proizvoǉno i onda
izraqunamo tre�u. Npr. x = y = 0 ⇒ z = 0, pa je B(0, 0, 7).
v) Vektor normale ravni β je ~nβ = (2, 2,−1).
g) Kako je ~va · ~nβ = (0,−1, 1) · (2, 2,−1) = 0− 2− 1 = −3 6= 0 dobijamo da se prava a i ravan β seku.

d) Presek prave a i ravni β dobijamo kada parematarski oblik jednaqine prave a : x = 2, y = −1−t, z =
t, dobijen u delu pod a), zamenimo u jednaqinu ravni β : 2x + 2y − z + 7 = 0:

2 · 2 + 2 · (−1− t)− t + 7 = −3t + 9 = 0,

pa za preseqnu taqku P je t = 3, tj. dobijamo da je P (2,−4, 3).
e) Veliqinu ugla ϕ izme�u prave a i ravni β raqunamo po slede�oj formuli

sin^(a, β) =
|~va · ~nβ|
|~va| · |~nβ| =

3√
2 · 3 =

1√
2

.

Kako je sin^(a, β) = 1√
2
dobijamo da je ^(a, β) = 45◦ (ili ^(a, β) = π

4 ).



L Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 L
1. Prvo pojasnimo xta znaqi uslov a2 + b2 6= 0 ⇒ (a, b) 6= (0, 0).
Zatvorenost va�i:

(a, b, c) ◦ (m,n, p) = (am, b + n, ap + bm + cn) ∈ X

jer a 6= 0,m 6= 0 ⇒ am 6= 0 i a, b, c,m, n, p ∈ R ⇒ am, b + n, ap + bm + cn ∈ R.
Asocijativnost ne va�i! Npr.

(1, 2, 3) ◦ (
(1, 0, 0) ◦ (2, 2, 2)

)
= (1, 2, 3) ◦ (1 · 2, 0 + 2, 1 · 2 + 0 · 2 + 0 · 2) = (1, 2, 3) ◦ (2, 2, 2) = (2, 4, 12)

(
(1, 2, 3) ◦ (1, 0, 0)

) ◦ (2, 2, 2) = (1 · 1, 2 + 0, 1 · 0 + 2 · 1 + 3 · 0) ◦ (2, 2, 2) = (1, 2, 2) ◦ (2, 2, 2) = (2, 4, 10)

pa va�i (1, 2, 3) ◦ (
(1, 0, 0) ◦ (2, 2, 2)

) 6= (
(1, 2, 3) ◦ (1, 0, 0)

) ◦ (2, 2, 2), te operacija ◦ nije asocijativna u
skupu X.

Neutralni element ne postoji! Pretpostavimo da je (m,n, p) ∈ X neutralni element. Trebalo bi da
va�i

(a, b, c) ◦ (m,n, p) = (am, b + n, ap + bm + cn) = (a, b, c).

Tada dobijamo sistem am = a, b + n = b i ap + bm + cn = c. Iz prve dve jednaqine dobijamo m = 1 i
n = 0, xto kad zamenimo u tre�u daje ap + b = c, odakle bi dobili da p zavisi od a, b, c xto ne mo�e!

Inverzni element ne postoji jer nemamo ni neutralni element.

Komutativnost ne va�i! Npr.

(1, 2, 3)◦(1, 0, 0) = (1·1, 2+0, 1·0+2·1+3·0) = (1, 2, 2) 6= (1, 0, 0)◦(1, 2, 3) = (1·1, 0+2, 1·3+0·1+0·2) = (1, 2, 3).

Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da struktura (X, ◦) nije grupa, te nije ni Abelova grupa.
Ova struktura je grupoid.

2. I naqin: preko determinanti.

∆ = 4(1− λ), ∆x = −2λ2 + 2`λ + 2λ− 2`, ∆y = λ2 − 3`λ + 3λ− 3`, ∆z = 8λ− 12`.

Za λ = 1 je ∆ = 0, a ∆x = −2 + 2` + 2− 2` = 0, ∆y = 1− 3` + 3− 3` = 4− 6`, ∆z = 8λ− 12` = 8− 12`.
Sada smo spremni da u�emo u diskusiju po sluqajevima.

• Za λ = 1 i ` 6= 2
3 imamo da je ∆ = 0 i ∆y 6= 0, pa sistem nema rexeǌa.

• Za λ = 1 i ` = 2
3 je ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0, pa u ovom sluqaju do rexeǌa moramo i�i Gausovim

sistemom eliminacije.
x + 2y − z = 2

3
3x + 2y − z = 1 II− 3 · I

−3x − 2y + z = 0 III + 3 · I

x + 2y − z = 2
3

− 4y + 2z = −1
4y − 2z = 2 III + II

x + 2y − z = 2
3

− 4y + 2z = −1
0 = 1

Zbog posledǌe jednaqine dobijamo da i u ovom sluqaju sistem nema rexeǌa.

• Za λ 6= 1 je ∆ 6= 0 pa sistem ima jedinstveno rexeǌe koje dobijamo iz Kramerovih formula: x = ∆x
∆ ,

y = ∆y

∆ i z = ∆z
∆ . U ovom sluqaju rexeǌe je (x, y, z) = (λ−`

2 , λ2−3λ−3`λ+3`
4(1−λ) , λ

λ−1).



II naqin: Gausovim sistemom eliminacije.

x + 2y − z = `
3x + 2y − z = λ II− 3 · I

−3x − 2y + λz = 0 III + 3 · I

x + 2y − z = `
− 4y + 2z = λ− 3`

4y + (λ− 3)z = 3` III + II

x + 2y − z = `
− 4y + 2z = λ− 3`

(λ− 1)z = λ

Za λ = 1 posledǌa jednaqina je jednaka 0 = 1, pa u ovom sluqaju sistem nema rexeǌa, dok za λ 6= 1 sistem
u stepenastom obliku ima 3 jednaqine, pa su sve promenǉive x, y, z vezane, te sistem ima jedinstveno
rexeǌe. Vra�aǌem unazad dobijamo rexeǌe (x, y, z) = (λ−`

2 , λ2−3λ−3`λ+3`
4(1−λ) , λ

λ−1).
Konaqan zakǉuqak je:

• Za λ 6= 1 sistem nema rexeǌa.

• Za λ = 1 sistem ima jedinstveno rexeǌe: (x, y, z) = (λ−`
2 , λ2−3λ−3`λ+3`

4(1−λ) , λ
λ−1).

3. q :
x + 2
−2

=
y − 1

1
=

z + 4
3

i π : 2x + 10y − 2z − 5 = 0.

a) Vektor pravca ~vq prave q je ~vq = (−2, 1, 3).
b) Iz kanonskog oblika prave q dobijamo taqku Q(−2, 1,−4).
Proizvoǉnu taqku P ∈ π dobijamo kada u jednaqini ravni π uzmemo 2 koordinate proizvoǉno i onda
izraqunamo tre�u. Npr. y = z = 0 ⇒ x = 5

2 , pa je P (5
2 , 0, 0).

v) Vektor normale ~nπ ravni π je ~nπ = (2, 10,−2).
g) Kako je ~vq · ~nπ = (−2, 1, 3) · (2, 10,−2) = −4 + 10− 6 = 0 dobijamo da je ~vq ⊥ ~nπ (na osnovu ovoga sledi
da su prava q i ravan π ili paralelne ili prava q le�i u ravni π). Proverimo jox da li proizvoǉna
taqka Q(−2, 1,−4) sa prave q pripada ravni π : 2x + 10y − 2z − 5 = 0. Kako je

2 · (−2) + 10 · 1− 2 · (−4)− 5 = −4 + 10 + 8− 5 = 9 6= 0

dobijamo da Q 6∈ π.
Na osnovu svega ovoga zakǉuqujemo da je q ‖ π.

d) Rastojaǌe taqke Q(−2, 1,−4) do ravni π : 2x + 10y − 2z − 5 = 0 tra�imo po formuli:

d(Q, π) =
|2 · (−2) + 10 · 1− 2 · (−4)− 5|√

22 + 102 + (−2)2
=

|9|√
108

=
9

6
√

3
=
√

3
2

.

e) U delu pod g) smo dobili da je ~vq · ~nπ = 0, tj. ~vq ⊥ ~nπ, pa je ugao izme�u vektora ~vq i ~nπ jednak 90◦

(ili π
2 ko vixe voli radijane).


