
MATEMATIKA 1

2. Kolokvijum, januar 2008 - Grupa D

1. Dat je niz (an) gde je an =
√
n2 + 1−

√
n2 − 7n+ 12.

1. Izraqunati lim
n→∞

an.

2. Da li je niz (an) konvergentan?

3. Da li je niz (an) monoton?

4. Da li je niz (an) ograniqen?

Rexe�e: 1. Kako je za n→∞

an = n

(

1 + o

(

1

n

))1/2

− n

(

1− 7

n
+ o

(

1

n

))1/2

= n

(

1 + o

(

1

n

))

− n

(

1− 7

2
· 1
n
+ o

(

1

n

))

=
7

2
+ o(1),

to je lim
n→∞

an = 7/2. Naravno, ovo mo�e da se dobije i sred�oxkolskom tehnikom, ali je

dobra prilika i da se poka�e zna�e iz Matematike 1.

2. Da, jer lim
n→∞

an postoji u R (videti definiciju konvergentnog niza).

3. Neka je f(x) =
√
x2 + 1−

√
x2 − 7x+ 12. Kako je

f ′(x) =
2x
√
x2 − 7x+ 12− (2x− 7)

√
x2 + 1

2
√
x2 + 1

√
x2 − 7x+!2

,

funkcija f je opadaju�a ako je

2x
√

x2 − 7x+ 12 < (2x− 7)
√

x2 + 1.

Za x > 4 ova nejednakost je ekvivalntna sa taqnom nejednakox�u

0 < 7x2 − 4x+ 7.

Prema tome, funkcija f je opadaju�a za x > 4. Obzirom da je an = f(n), to je i niz (an)
opadaju�i za n > 4.

Na slede�im slikama je dat grafik niza (an) (na grafiku levo su sve vrednosti niza,
a na grafiku desno za n > 4).
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4. Da, jer je konvergentan niz ograniqen (teorema sa predava�a).

2. Data je funkcija g(x) = ln(1 + sinx).

1. Odrediti diferencijal dg.

2. Odrediti Maklorenov polinom tre�eg stepena T3 za funkciju g.

3. Da li je g(x) ≈ x− x2

2
+

x3

6
za x ≈ 0?

Rexe�e: 1. dg(x) = g′(x)dx =
cosx dx

1 + sinx
.

2. Kako je

sinx = x− x3

6
+ o(x3), x→ 0

i

ln(1 + t) = t− t2

2
+

t3

3
+ o(t3), t→ 0,

to je (kada x→ 0)

g(x) = x− x3

6
+ o(x3)− 1

2

(

x− x3

6
+ o(x3)

)2

+
1

3

(

x− x3

6
+ o(x3)

)3

+ o

(

x− x3

6
+ o(x3)

)

= x− x3

6
− 1

2
x2 +

1

3
x3 + o(x3)

= x− 1

2
x2 +

1

6
x3 + o(x3).

Prema tome, T3(x) = x− 1

2
x2 +

1

6
x3.

3. Da, jer je g(x) ≈ T3(x) u nekoj okolini taqke x = 0 (mada u zadatku nije navedeno
znaqe�e simbola ≈).

Napomena. Polinom T3 nije jedina funkcija koja aproksimira g u okolini nule. Na
primer, va�i i g(x) ≈ x− x2 + x3 ili g(x) ≈ x, ali i g(x) ≈ 0 (= g(0)) u okolini nule. Za
sluqaj aproksimacije polinomom T3 mo�emo da procenimo grexku na zadatom intervalu.

3. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) =
x2 + 6x− 7

2− x
.

Rexe�e: Obzirom da je funkcija sred�oxkolskog nivoa ovde se daju samo osnovni po-
daci.

A) Df = R \ {2}, f(x) = 0 za x ∈ {−7, 1}. Prava x = 2 je vertikalna asimptota, pri qemu

lim
x→2−

= +∞, lim
x→2+

= −∞.

Prava y = −x− 8 je kosa asimptota i za x→ −∞ i za x→ +∞.

B) Kako je f ′(x) = −x2 − 4x− 5

(2− x)2
, funkcija raste na intervalima (−1, 2) i (2, 5), a opada

na intervalima (−∞,−1) i (5,+∞), pri qemu je

fmax = f(5) = −16, fmin = f(−1) = −4.

C) Kako je f ′′(x) =
18

(2− x)3
, funkcija je konveksna na intervalu (−∞, 2) i konkavna na

intervalu (2,+∞).
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MATEMATIKA 1

2. Kolokvijum, januar 2009 - Grupa G

1. Ispitati konvergenciju niza (an) qiji je opxti qlan zadat sa

an =
1

3
√
n3 − n2 + 1

+
1

3
√
n3 − n2 + 2

+ · · ·+ 1
3
√
n3 − n2 + 3n

Rexe�e: Ako je bn =
3n

3
√
n3 − n2 + 3n

i cn =
3n

3
√
n3 − n2 + 1

, tada je

(1) bn < an < cn,

(2) lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = 3.

Iz (1) i (2) i teoreme o tri niza sledi da je niz (an) konvergentan i da je lim
n→∞

an = 3.

Komentar. Oqekivalo se da ovo bude najlakxi zadatak. Me�utim, izgleda da su mnogi
propustili teoremu o tri niza (inaqe bi je svakako prepoznali - opxti qlan datog niza je
tipiqan za tu teoremu), tako da je samo sedam studenata rexilo zadatak. Ima i onih
koji nisu dobro prebrojali koliko opxti qlan ima sabiraka.

2. (a) Izraqunati lim
x→0

ecx −
√
1 + 2cx

x2
gde je c ∈ R.

(b) Odrediti vrednost parametra γ za koju je funkcija f definisana sa

f(x) =







e2x −
√
1 + 4x

x2
, x ∈ (− 1

4 ,
1
4 ) \ {0}

γ , x = 0

neprekidna u taqki x = 0.

Rexe�e: (a) Iz jednakosti

ecx = 1 + cx+
c2

2
x2 + o(x2), (1 + 2cx)1/2 = 1 + cx− c2

2
x2 + o(x2)

koje va�e za x→ 0 sledi

lim
x→0

ecx −
√
1 + 2cx

x2
= lim
x→0

c2x2 + o(x2)

x2
= c2.

(b) Iz (a) sledi da je lim
x→0

f(x) = 4 (specijalni sluqaj za c = 2). Prema tome, funkcija

f je neprekidna u taqki x = 0 ako je γ = 4 ( lim
x→0

f(x) = f(0)).

Komentar. Ve�i uspeh u rexava�u ovog zadatka su imali oni koji su koristili Mak-
lorenove razvoje nego oni koji su koristili Lopitalovo pravilo.

3. Za funkciju g : x 7→ arcsinx

(a) odrediti Tejlorov polinom T3(x) (stepen 3) u okolino taqke x = 1/2,

(b) napisati ostatak g(x)− T3(x) u Lagran�ovom obliku.



Rexe�e: (a) Diferencira�em funkcije g dobijamo jednakosti

g′(x) =
1√

1− x2
, g′′(x) =

x

(1− x2)3/2
, g′′′(x) =

1 + 2x2

(1− x2)5/2

iz kojih nalazimo

g′
(

1

2

)

=
2√
3
, g′′

(

1

2

)

=
4

3
√
3
, g′′′

(

1

2

)

=
16

3
√
3
.

Prema tome,

T3(x) = g

(

1

2

)

+ g′
(

1

2

)(

x− 1

2

)

+
1

2
g′′
(

1

2

)(

x− 1

2

)2

+
1

6
g′′′
(

1

2

)(

x− 1

2

)3

=
π

6
+

2√
3

(

x− 1

2

)

+
2

3
√
3

(

x− 1

2

)2

+
8

9
√
3

(

x− 1

2

)3

.

(b) Kako je

g(iv)(x) = 3
x(2x2 + 3)

(1− x2)7/2
,

to je

R3(x) = g(x)− T3(x) =
g(iv)(c)

4!

(

x− 1

2

)4

=
c

8
· 2c2 + 3

(1− c2)7/2

(

x− 1

2

)4

,

gde je c =
1

2
+ θ

(

x− 1

2

)

za neko θ ∈ (0, 1).

Komentar. Jedini ozbi	an problem u rexava�u ovog zadatka je bio nala�e�e izvoda
funkcije g. Tehnika nala�e�a izvoda iracionalnih funkcija nije dovo	no uve�bana !
Naravno, ima izuzetaka - na primer, Vuki�evi� Katarina.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije y(x) = (x+ 4) 3
√
x+ 1.

Rexe�e: (1) Iz Dy = R sledi da ne postoji vertikalna asimptota, iz y(x) → +∞ kada

x→ ±∞ sledi da ne postoji horizontalna asimptota i iz
y(x)

x
∼ 3
√
x kada x→ ±∞ sledi

da ne postoji ni kosa asimptota funkcije y. Nule funkcije su x = −4 i x = −1, funkcija
je negativna na intervalu (−4,−1) i pozitivna na Dy \ [−4,−1].

(2) Iz y′(x) =
4x+ 7

3(x+ 1)2/3
sledi da je funkcija opadaju�a na (−∞,−7/4), rastu�a na

(−7/4,+∞) i da ima lokalni minimum u taqki x = −7/4.

(3) Iz y′′(x) =
2

9
· 2x− 1

(x+ 1)5/3
sledi da je funkcija y konveksna na intervalima (−∞,−1)

i (1/2,+∞), a konkavna na intervalu (−1, 1/2). Grafik funkcije ima prevojne taqke za
x = −1 i x = 1/2.

Na osnovu podataka iz (1)-(3) lako je skicirati grafik funkcije y.

Komentar. Studenti Stojkovi� Milija, Selakovi� Marija, Uroxevi� Maja, Miloxevi� Nela i

Vitoxevi� Milica su dali kompletna rexe�a, a ima jox nekoliko studenata koji su samo
'zaboravili' prevojnu taqku za x = −1. Najve�i problem u rexava�u ovog zadatka je bio
nala�e�e drugog izvoda funkcije y. Bilo je i onih koji su prevideli da je tre�i koren
definisan za svaki realan broj.
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MATEMATIKA 1

2. Kolokvijum, januar 2011 - Grupa D

1. Ispitati konvergenciju niza (an) qiji je opxti qlan zadat sa

an =
1

3
√
27n3 + n

+
1

3
√
27n3 + n+ 1

+ · · ·+ 1
3
√
27n3 + 3n

i u sluqaju da konvergira odrediti �egovu graniqnu vrednost.

Rexe�e: Ako je bn =
2n+ 1

3
√
27n3 + 3n

i cn =
2n+ 1

3
√
27n3 + n

, tada je bn < an < cn i lim
n→∞

bn =

lim
n→∞

cn =
2

3
. Na osnovu teoreme o tri niza sledi da je niz (an) konvergentan i da je

lim
n→∞

an =
2

3
.

2. Data je funkcija f : x 7→ (x− 1) · e1/(x−3).

(a) Odrediti oblast definisanosti Df funkcije f .

(b) Ispitati ponaxa�e funkcije na granicama domena Df .

Rexe�e: (a) Df = (−∞, 3) ∪ (3,+∞).

(b) Kako f(x)→ 0 kada x→ 3− i f(x)→ +∞ kada x→ 3+, to je prava x = 3 vertikalna
asimptota za x→ 3+.

Za x→ ±∞ va�i

1

x− 3
=

1

x

(

1− 3

x

)−1

=
1

x
(1 + o(1)) =

1

x
+ o

(

1

x

)

, e1/(x−3) = 1 +
1

x
+ o

(

1

x

)

,

f(x) = (x− 1)

(

1 +
1

x
+ o

(

1

x

))

= x+ o(1).

Prema tome, prava y = x je kosa asimptota i za x→ −∞ i za x→ +∞.

3. Data je funkcija g : x 7→
√
1− sin 3x.

(a) Odrediti Maklorenov polinom M3 stepena 3 za funkciju g.

(b) Izraqunati lim
x→0

16g(x) + 18x2 + 24x− 16

x3
.

Rexe�e: Kako je sin 3x = 3x− 1

3!
(3x)3 + o(x3) = 3x− 9

2
x3 + o(x3) za x→ 0, to je 1− sin 3x =

1 + h(x), gde je h(x) = −3x+
9

2
x3 + o(x3). Prema tome, za x→ 0 je

g(x) = 1 +
1

2
h(x) +

(

1/2

2

)

h2(x) +

(

1/2

3

)

h3(x) + o(h3(x))

= 1 +
1

2
h(x) +

1/2 · (−1/2)
2

· 9x2 + 1/2 · (−1/2) · (−3/2)
2 · 3

· (−27x3) + o(x3)

= 1− 3

2
x+

9

4
x3 − 9

8
x2 − 27

16
x3 + o(x3)

= 1− 3

2
x− 9

8
x2 +

9

16
x3 + o(x3).



(a) M3(x) = 1− 3

2
x− 9

8
x2 +

9

16
x3.

(b) lim
x→0

16g(x) + 18x2 + 24x− 16

x3
= lim

x→0

9x3 + o(x3)

x3
= 9.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije y(x) =
x+ 2

1− ln(x+ 2)
.

Rexe�e: (1) Oblast definisanosti Dy = (−2, x1)∪(x1,+∞), gde je x1 = e−2, dobijamo iz
uslova x+2 > 0 i 1−ln(x+2) 6= 0. Kako y(x)→ +∞ kada x→ x1− i y(x)→ −∞ kada x→ x1+,
prava x = x1 je vertikalna asimptota. Za x → −2+ imamo y(x) → 0, a za x → +∞ va�i
y(x) → −∞. Poxto y(x)/x → 0 kada x → +∞, funkcija nema kosu asimptotu. Funkcija
nema nule, pozitivna je za x < x1, a negativna za x > x1.

(2) Iz y′(x) =
2− ln(x+ 2)

(1− ln(x+ 2))2
sledi da je funkcija rastu�a na intervalima (−2, x1) i

(x1, x2), gde je x2 = e2−2, a opadaju�a na intervalu (x2,+∞). Prema tome, funkcija u taqki
x = x2 ima lokalni maksimum jednak −e2 (odgovaraju�a taqka na grafiku je oznaqena sa
M).
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(3) Iz y′′(x) =
ln(x+ 2)− 3

(x+ 2)(ln(x+ 2)− 1)3
sledi da je funkcija y konveksna na intervalima

(−2, x1) i (x3,+∞), gde je x3 = e3−2, a konkavna na intervalu (x1, x3). Prema tome, grafik
funkcije ima prevojnu taqku P za x = x3.

Na slici je data skica grafika funkcije y.
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