
MATEMATIKA 1

2. Kolokvijum, januar 2012 - Grupa G

1. Dat je niz (an), gde je an =
2n

n!
.

(1) Da li je niz (an) monoton?

(2) Da li je niz (an) ograniqen?

(3) Da li je niz (an) konvergentan?

(4) Izraqunati lim
n→∞

an.

Rexe�e: (1) Kako je a1 = a2 i
an+1

an
=

2

n+ 1
< 1 za n > 1, niz je monoton (opadaju�i).

(2) Iz (1) sledi da je an ≤ a1 = 2. Kako je i an > 0, niz je ograniqen.

(3) Po Teoremi o monotonom i ograniqenom nizu , dati niz je konvergentan.

(4) Neka su (bn) i (cn) nizovi definisani sa bn = 0 i cn =
4

n
. Iz

an =
2

1
· 2
2
· 2
3
· · · 2

n− 1
· 2
n
< 2 · 1 · 1 · · · 1 · 2

n
=

4

n

sledi da je bn < an < cn. Kako je lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = 0, prema Teoremi o tri niza imamo da je

lim
n→∞

an = 0.

2. Odrediti asimptote fukcije f : x 7→ 3
√

x3 + 5x2.

Rexe�e: Funkcija nema vertikanih asimptota jer je Df = R. Kako je lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

funkcija nema ni horizontalnih asimptota. Za x→ ±∞ je

f(x) = x

(

1 +
5

x

)1/3

= x

(

1 +
1

3
· 5
x
+ o

(

1

x

))

= x+
5

3
+ o(1).

Prema tome, y = x+ 5/3 je kosa asimptota i za x→ −∞ i za x→ +∞.

3. Data je funkcija g : x 7→ ln(1 + x2)− sin 2x.

a) Odrediti Maklorenov polinom M3 stepena 3 za funkciju g.

b) Odrediti vrednost parametra D tako da funkcija h definisana sa

h(x) =







g(x)− x2 + 2x

x3
, x 6= 0

D, x = 0

bude neprekidna na R.

Rexe�e: a) Za M3 dov	no je uzeti Maklorenov polinom P2 (stepena 2) za funkciju
x 7→ ln(1+x2) i Maklorenov polinom Q3 (stepena 3) za funkciju x 7→ sin 2x. Prema poznatim
Maklorenovim polinomima za funkcije t 7→ ln(1 + t) i t 7→ sin t imamo da je P2(x) = x2 i

Q3(x) = 2x− 4

3
x3. Prema tome, M3(x) = P2(x)−Q3(x) = −2x+ x2 +

4

3
x3.



b) Za x 6= 0 funkcija h je neprekidna kao koliqnik dve neprekidne funkcije. Kako za
x→ 0 va�i g(x) = M3(x) + o(x3), to je

lim
x→0

h(x) = lim
x→0

M3(x)− x2 + 2x+ o(x3)

x3
= lim

x→0

4/3x3 + o(x3)

x3
=

4

3
,

pa je funkcija h je neprekidna u taqki x = 0 jedino za D = 4/3. Prema tome, za D = 4/3
funkcija h je neprekidna na R.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije y(x) = ln2 x− 6 lnx+ 9.

Rexe�e: (1) Primetimo najpre da je y = f2, gde je f(x) = lnx − 3. To znaqi da je
Dy = Df = (0,+∞), da je y ≥ 0 za x ∈ Dy i da je y(x) = 0 kada je f(x) = 0, odnosno za
x = x1 = e3. Kako je

lim
x→0+

y(x) = lim
x→0+

f2(x) = +∞, lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

f2(x) = +∞,

prava x = 0 je vertikalna asimptota (s desne strane), a horizontalnih asimptota nema.
Iz

lim
x→+∞

y(x)

x
= lim

x→+∞

f2(x)

x
= 2 · lim

x→+∞

f(x)f ′(x)

1
= 2 · lim

x→+∞

lnx− 3

x
= 2 · lim

x→+∞

1

x
= 0

sledi da funkcija y nema ni kosu asimptotu.

(2) Iz y′(x) = 2f(x)f ′(x) =
2

x
(lnx − 3) sledi da je funkcija rastu�a na intervalu

(x1,+∞) i opadaju�a na intervalu (0, x1). Prema tome, funkcija y u taqki x = x1 ima
lokalni minimum koji je istovremeno i nula funkcije.

(3) Iz y′′(x) =
2

x2
(4− lnx) sledi da je funkcija y konveksna na intervalu (0, x2), gde je

x2 = e4, a konkavna na intervalu (x2,+∞). Prema tome, grafik funkcije y ima prevojnu
taqku B(x2, 1).

Na slici je data skica grafika funkcije y.
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Sa grafika je texko uoqiti da je B taqka prevoja. Na slede�oj slici se vidi da se
grafik funkcije y od taqke B kre�e 'blago konkavno'.
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Napomena. Poqetna skica grafika funkcije y mo�e da se dobije i pre ispitiva�a
funkcije. Dovo	no je po�i od grafika funkcije g : x 7→ lnx, zatim translirati grafik
funkcije g da se dobije grafik funkcije f i onda 'kvadrirati' taj grafik.

Pri tome se mogu 'videti' praktiqno svi podaci o funkciji osim intervala konvek-
snosti i prevojnih taqaka. Na primer, ako je funkcija f na nekom intervalu pozitivna i
rastu�a, takva je i funkcija f2 na tom intervalu; ako je funkcija f na nekom intervalu
negativna i rastu�a, funkcija f2 je na tom intervalu opadaju�a; nula funkcije f je taqka
lokalnog minimuma funkcije f2, itd.

Xto se tiqe veze konveksnosti i konkavnosti funkcija f i f2, neki sluqajevi su jed-
nostavnni, a za neke je potrebno odre�eno ispitiva�e. Na primer, ako je funkcija na
nekom intervalu negativna i konkavna (kao xto je f iz rexe�a zadatka na intervalu
(0, x1)), onda je �en kvadrat konveksna funkcija na tom intervalu (lako se vidi da je
tada drugi izvod od kvadrata pozitivan na tom intervalu). Me�utim, ako je funkcija f
konkavna i pozitivna na nekom intervalu, ponaxa�e funkcije f2 (u smislu konveksnosti

i konkavnosti) na tom intervalu zavisi od znaka izraza f
′2 + ff ′′. Jednostavni primeri

za eksperimentisa�e na tu temu su funkcije x 7→ lna x.
Na slici na slede�oj strani dati su grafici funkcija g, f i y, gde se vidi kako se

od grafika funkcije g dobija grafik funkcije y.
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y(x) = f2(x) = (ln x − 3)2 

g(x) = ln x

f(x) = g(x) − 3 = ln x − 3

Komentar. Neke grexke u rexava�u ovih zadataka su tipiqne.
U prvom zadatku je najve�i problem bio izraqunava�e graniqne vrednosti. Ve�ini

je bilo 'jasno' da je graniqna vrednost jednaka nuli, ali su nedostajali pravi argu-
menti. To xto je nula do�a granica, a niz opadaju�i nije dovo	an argument (osim ako
ne doka�emo da je nula infimum skupa vrednosti niza).

U drugom zadatku se do asimptote najlakxe dolazi korix�e�em asmptotskog razvoja
za funkciju t 7→ (1 + t)a, a takvih pokuxaja skoro da nije ni bilo.

U tre�em zadatku je masovna pojava pisa�e jednakosti tipa sinx = x − x3

3
+ o(x3) bez

navo�e�a uslova x → 0. U mnogo radova se mogu videti i jednakosti tipa sinx = x− x3

3
.

Nije mali broj ni onih koji za Maklorenov polinom, na primer funkcije sin, proglaxavaju

x− x3

3
+ o(x3). Sve su to vrlo ozbi	ne grexke!

Najuspexnije je ura�en qetvrti zadatak, xto je i razum	ivo jer se izvodi date funkcije
dobijaju jednim potezom, a lako se rexavaju i odgovaraju�e nejednakosti za odre�iva�e
intervala monotonosti i konveksnosti. Ipak, problema je bilo kod nala�e�a graniqnih
vrednosti funkcije y kada x→ 0+ i kada x→ +∞.

Najqex�e vi�en 'biser' u rexe�ima ove grupe zadataka je slede�i

lim
x→+∞

(ln2 x− 6 lnx+ 9) = 9.

Verovatno je objax�e�e: ∞−∞+ 9 = 9 !

Dragan �ori�
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