
A II kolokvijum iz Matematike 1 A

9. januar 2012.

prezime i ime studenta broj indeksa broj poena na
I kolokvijumu

(od 100)

1. (20 poena) Ispitati konvergenciju niza (an), n > 2, qiji je opxti qlan zadat sa

an =

(
3n2 − 2n + 3

3n2 − 2n− 5

)n4 − 4

n2 + 9

i odrediti graniqnu vrednost lim
n→∞

an ako postoji.

2. (20 poena) Data je funkcija

f : x 7→ x2

ln(x + 2)− 1
.

a) Odrediti oblast definisanosti (domen) Df ove funkcije.

b) Ispitati ponaxaǌe funkcije na rubovima domena Df (odrediti graniqne vrednosti i na osnovu ǌih
izvesti zakǉuqke vezane za vertikalne, horizontalne i kose asimptote).

3. (20 poena) Data je funkcija

g : x 7→ cos 2x− ex + ln(1 + x).

a) Aproksimirati funkciju g(x) Maklorenovim polinomom M3(x) (stepena 3).

b) Odrediti vrednost parametra β tako da funkcija

h(x) =





g(x) + 3x2

x3
, x 6= 0

β, x = 0

bude neprekidna u x = 0.

4. (40 poena) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

y(x) = x · e
1

x−2 .



B II kolokvijum iz Matematike 1 B

9. januar 2012.

prezime i ime studenta broj indeksa broj poena na
I kolokvijumu

(od 100)

1. (20 poena) Ispitati konvergenciju niza (an), n > 1, qiji je opxti qlan zadat sa

an =

(
5n2 − 5n + 1

5n2 − 5n + 3

)n3 + 3n + 1

2n + 3

i odrediti graniqnu vrednost lim
n→∞

an ako postoji.

2. (20 poena) Data je funkcija

h(x) =





tg x− sin x

x3
, x 6= 0

Γ, x = 0.

Odrediti vrednost parametra Γ tako da funkcija h(x) bude neprekidna u x = 0.

3. (20 poena) Data je funkcija
g : x 7→ √

1 + x sin x− 1 .

a) Aproksimirati funkciju g(x) Maklorenovim polinomom M3(x) (stepena 3).

b) Odrediti graniqnu vrednost

lim
x→0

g(x)

e4x2 − 1
.

4. (40 poena) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

y(x) =
e−x

x− 4
.



G II kolokvijum iz Matematike 1 G

9. januar 2012.

prezime i ime studenta broj indeksa broj poena na
I kolokvijumu

(od 100)

1. (20 poena) Dat je niz (an) preko formule opxteg qlana an =
2n

n!
.

a) Da li je niz (an) monoton?

b) Da li je niz (an) ograniqen?

v) Da li je niz (an) konvergentan?

g) Izraqunati lim
n→∞

an.

2. (20 poena) Data je funkcija
f : x 7→ 3

√
x3 + 5x2 .

a) Odrediti oblast definisanosti (domen) Df ove funkcije.

b) Ispitati ponaxaǌe funkcije na rubovima domena Df (odrediti graniqne vrednosti i na osnovu ǌih
izvesti zakǉuqke vezane za vertikalne, horizontalne i kose asimptote).

3. (20 poena) Data je funkcija

g : x 7→ ln(1 + x2)− sin 2x.

a) Aproksimirati funkciju g(x) Maklorenovim polinomom M3(x) (stepena 3).

b) Odrediti vrednost parametra D tako da funkcija

h(x) =





g(x)− x2 + 2x

x3
, x 6= 0

D, x = 0.

tako da funkcija h(x) bude neprekidna na R.

4. (40 poena) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

y(x) = ln2 x− 6 ln x + 9 .



D II kolokvijum iz Matematike 1 D

9. januar 2012.

prezime i ime studenta broj indeksa broj poena na
I kolokvijumu

(od 100)

1. (20 poena) Ispitati konvergenciju niza (an) qiji je opxti qlan zadat sa

an =
1

3
√

n3 − 2n + 1
+

1
3
√

n3 − 2n + 2
+ . . . +

1
3
√

n3 + 3n + 2

i odrediti graniqnu vrednost lim
n→∞

an ako postoji.

2. (20 poena) Data je funkcija

h(x) =





2

x2
− sin 2x

x3
, x 6= 0

A, x = 0.

Odrediti vrednost parametra A tako da funkcija h(x) bude neprekidna u x = 0.

3. (20 poena) Data je funkcija

g : x 7→ x3 + ln(cos x) za x ∈ (−1, 1) .

a) Aproksimirati funkciju g(x) Maklorenovim polinomom M3(x) (stepena 3).

b) Odrediti graniqnu vrednost

lim
x→0

ln(cos 5x)

ln(cos 7x)
.

4. (40 poena) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

y(x) =
3
√

x3 − 3x2 .



E II kolokvijum iz Matematike 1 E

9. januar 2012.

prezime i ime studenta broj indeksa broj poena na
I kolokvijumu

(od 100)

1. (20 poena) Ispitati konvergenciju niza (an) qiji je opxti qlan zadat sa

an =
1

3
√

n3 + 2n
+

1
3
√

n3 + 2n + 1
+

1
3
√

n3 + 2n + 2
+ . . . +

1
3
√

n3 + 5n

i odrediti graniqnu vrednost lim
n→∞

an ako postoji.

2. (20 poena) Data je funkcija

h(x) =





x cos x− sin x

x3
, x 6= 0

E, x = 0.

Odrediti vrednost parametra E tako da funkcija h(x) bude neprekidna na R.

3. (20 poena) Data je funkcija

g : x 7→ (x2 − 2x + 1) ln x za x ∈ (0, +∞) .

a) Aproksimirati funkciju g(x) Tejlorovim polinomom T3(x) (stepena 3) u okolini taqke x0 = 1.

b) Odrediti graniqnu vrednost

lim
x→+∞

g(x)

x3
.

4. (40 poena) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

y(x) =

√
x

x + 2
.



Rexeǌa D grupe sa II kolokvijuma iz Matematike 1

1. Svi sabirci su oblika
1

3
√

n3 − 2n + k
, gde je 1 6 k 6 5n + 2, zakǉuqujemo da u opxtem qlanu niza an

imamo 5n + 2 sabiraka.

Tako�e iz n3 + 3n + 26n3 − 2n + k 6n3 − 2n + 1 ⇒ 3
√

n3 + 3n + 26 3
√

n3 − 2n + k 6 3
√

n3 − 2n + 1,

a odatle i
1

3
√

n3 + 3n + 2
6 1

3
√

n3 − 2n + k
6 1

3
√

n3 − 2n + 1
, za svako k koje zadovoǉava 1 6 k 6 5n + 2.

Stoga imamo da va�i bn =
5n− 2

3
√

n3 + 3n + 2
6 an 6 5n− 2

3
√

n3 − 2n + 1
= cn .

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

5n− 2
3
√

n3 + 3n + 2
= lim

n→∞
n(5− 2

n
)

3

√
n3(1 + 3

n
+ 2

n2 )
= lim

n→∞
n/ (5− 2

n
)

n/ 3

√
(1 + 3

n
+ 2

n2 )
= 5.

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

5n− 2
3
√

n3 − 2n + 1
= lim

n→∞
n(5− 2

n
)

3

√
n3(1− 2

n
+ 1

n2 )
= lim

n→∞
n/ (5− 2

n
)

n/ 3

√
(1− 2

n
+ 1

n2 )
= 5.

Kako je bn 6 an 6 cn i lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = 5 na osnovu Leme o 2 policajca imamo da je i lim
n→∞

an = 5,

pa stoga niz (an) konvergira.

2. h(x) =
2x− sin 2x

x3
.

I naqin Maklorenovi razvoji:

U sin t = t− t3

6
+ o(t3) kada stavimo t = 2x dobijamo sin 2x = 2x− 4x3

3
+ o(x3).

Tra�ena graniqna vrednost je lim
x→0

h(x) = lim
x→+∞

2x− (2x− 4x3

3
+ o(x3))

x3
= lim

x→+∞

4x3

3
+ o(x3)

x3
= 4

3
.

II naqin 3 puta primeǌujemo Lopitalovo pravilo:

lim
x→0

h(x) = lim
x→+∞

2x− sin 2x

x3

L.P.
=
0
0

lim
x→+∞

2− 2 cos 2x

3x2

L.P.
=
0
0

lim
x→+∞

4 sin 2x

6x
L.P.
=
0
0

lim
x→+∞

8 cos 2x

6
= 4

3
.

Kako je lim
x→0

h(x) = 4
3
i h(0) = A, da bi funkcija h(x) bila neprekidna u x = 0 mora da va�i

lim
x→0

h(x) = h(0), odakle se dobija da je za A = 4
3
funkcija h(x) neprekidna u x = 0.

3. a) I naqin Najbr�e se radi pomo�u Maklorenovih razvoja:

ln t = t − t2

2
+ t3

3
+ o(t3), cos x = 1 − x2

2
+ o(x3). U razvoj za ln(1 + t) stavimo t = −x2

2
i svi stepeni

x-a ve�i od 3. ,,upadaju“ u o(x3), pa dobijamo ln(cos x) = −x2

2
+ o(x3).

Maklorenov polinom faunkcije g(x) = x3 + ln(cos x) je M3(x) = x3 − x2

2
, a tra�ena aproksimacija je

g(x) ≈ −1
2
x2 (x ≈ 0).

II naqin Raqunaǌem izvoda:

g(x) = x3 + ln(cos x) ⇒ g(0) = 0; g′(x) = 3x2 − sin x

cos x
= − tg x ⇒ g′(0) = 0;

g′′(x) = 6x +
−1

cos2 x
⇒ g′′(0) = −1; g′′′(x) = 6 +

−2 sin x

cos3 x
⇒ g′′′(0) = 6;

T3(x) = −1
2
x2 + x3.

g(x) ≈ −1
2
x2 + x3 (x ≈ 0).

b) Iskoristimo razvoj ln(cos x) = −x2

2
+ o(x3) dobijen u delu pod a):

ln(cos 5x) = − (5x)2

2
+ o(x3) = −25x2

2
+ o(x3) i ln(cos 7x) = − (7x)2

2
+ o(x3) = −49x2

2
+ o(x3).

lim
x→+∞

ln(cos 5x)

ln(cos 7x)
= lim

x→+∞
−25x2

2
+ o(x3)

−49x2

2
+ o(x3)

= lim
x→+∞

25

49
+ o(1) =

25

49
.



4. y(x) = 3
√

x3 − 3x2 .
1◦ Dy = (−∞, +∞).
2◦ Nule su x = 0 i x = 3, y(x) > 0 za x ∈ (3, +∞), a y(x) < 0 za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 3).
Presek sa y-osom je Y (0, 0).
3◦ Kako je y(3) = 0 6= y(−3) = −3 3

√
2 ⇒ y(x) nije parna, a kako je y(3) = 0 6= −y(−3) = 3 3

√
2 ⇒ y(x)

nije neparna (tj. kako nule nisu simetriqne u odnosu na x = 0 funkcija y(x) nije ni parna ni neparna).
Kako se nule funkcije y(x) ne ponavǉaju periodiqno to ni funkcija y(x) nije periodiqna.
4◦ Nema prekida u Dy ⇒ y(x) nema vertikalnih asimptota.

lim
x→−∞

y(x) = lim
x→−∞

3
√

x3 − 3x2 = lim
x→−∞

3

√
x3(1− 3

x
) = lim

x→−∞
x 3

√
1− 3

x
= −∞

lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

3
√

x3 − 3x2 = lim
x→+∞

3

√
x3(1− 3

x
) = lim

x→+∞
x 3

√
1− 3

x
= +∞




⇒ nema hor.asimptota.

I naqin Preko limesa za k i n:

k = lim
x→±∞

y(x)

x
= lim

x→±∞

x/ 3

√
1− 3

x

x/
= lim

x→±∞
3

√
1− 3

x
= 1.

Za slede�i limes koristimo formulu za razliku kubova: a3 − b3 = (a− b) · (a2 + ab + b2).

n = lim
x→±∞

y(x)−k·x = lim
x→±∞

3
√

x3 − 3x2−1·x = lim
x→±∞

(
3
√

x3 − 3x2 − x
)
·(

3
√

x3 − 3x2)2 + 3
√

x3 − 3x2 · x + x2

( 3
√

x3 − 3x2)2 + 3
√

x3 − 3x2 · x + x2

n = lim
x→±∞

x3 − 3x2 − x3

( 3
√

x3 − 3x2)2 + 3
√

x3 − 3x2 · x + x2
= lim

x→±∞
−3x2/

x2/ (( 3

√
1− 3

x
)2 + 3

√
1− 3

x
+ 1)

=
−3

3
= −1.

⇒ ima obostranu kosu asimptotu y = x− 1.

II naqin n se mo�e dobiti i pomo�u Lopitalovog pravila:

n = lim
x→±∞

3
√

x3 − 3x2 − x = lim
x→±∞

x · ( 3

√
1− 3

x
− 1) = lim

x→±∞
(1− 3

x
)1/3

1
x

= lim
x→±∞

1
3
· (1− 3

x
)−2/3 · 3

x2

− 1
x2

= −1.

III naqin Najbr�e se radi pomo�u Maklorenovih razvoja:

Ve� smo videli da je y(x) = x 3

√
1− 3

x
= x(1− 3

x
)(1/3). Kako je (1 + t)α = 1 + αt + o(t), sa t = − 3

x
i

α = 1
3
dobijamo y(x) = x(1− 1

3
· 3

x
+ o( 1

x
)) = x− 1 + o(1) ⇒ ima obostranu kosu asimptotu y = x− 1.

5◦ y′(x) =
x2 − 2x

(x3 − 3x2)2/3
⇒ y(x) je opadaju�a (↘) na (0, 2), a rastu�a (↗) na (−∞, 0) i na (2, +∞)

ali nije ↗ na (−∞, 0) ∪ (2, +∞)!!!
Funkcija y(x) ima lok. maksimum M1(0, 0) (tu je xpic funkcije!) i lokalni minimum M2(2,− 3

√
4).

6◦ y′′(x) =
−2x2

(x3 − 3x2)5/3
⇒ y(x) je konveksna (∪) na (−∞, 0) i na (0, 3), a konkavna (∩) na (3, +∞) i

prevojna taqka je P (0, 0).



Rezultati E i F grupe sa II kolokvijuma iz Matematike 1

1. Na osnovu Leme o 2 policajca imamo da je i lim
n→∞

an = 3, pa stoga niz (an) konvergira.

2. Kako je lim
x→0

h(x) = −1
3
(mo�e se dobiti ili sa 3 Lopitalova pravila ili korix�eǌem Maklorenovih

razvoja za funkcije cos x i sin x) i h(0) = E, da bi funkcija h(x) bila neprekidna u x = 0 mora da
va�i lim

x→0
h(x) = h(0), odakle se dobija da je za E = −1

3
funkcija h(x) neprekidna u x = 0.

3. Primetimo da je g(x) = (x−1)2 ln x. Stoga je dovoǉno odrediti Tejlorov polinom 1. stepena funkcije
f(x) = ln x u okolini x = 1.

f(x) = ln x ⇒ f(1) = ln 1 = 0,

f ′(x) = 1
x
⇒ f ′(1) = 1.

Stoga je f(x) = ln x = x− 1 + o(x− 1), pa je tra�ena aproksimacija

g(x) = (x− 1)2 · ln x = (x− 1)2 · (x− 1 + o(x− 1)) = (x− 1)3 + o((x− 1)3).

4. Primetimo da je y(x) =

√
x

x + 2
.

1◦ Dy = (−∞,−2) ∪ [0, +∞).
2◦ Ima nulu x = 0, y(x) > 0 za ostale x ∈ Dy, presek sa y-osom je Y (0, 0).
3◦ Kako je domen Dy nije simetriqan u odnosu na x = 0 ⇒ y(x) nije ni parna ni neparna.
Kako se nule funkcije y(x) ne ponavǉaju periodiqno to ni funkcija y(x) nije periodiqna.
4◦ lim

x→−2−
y(x) = +∞ ⇒ ima vertikalnu asimptotu x = −2.

y(0) = 0.
lim

x→±∞
y(x) = 1 ⇒ ima obostranu horizontalnu asimptotu y = 1 ⇒ nema kose asimptote.

5◦ y′(x) =
1√

x(x + 2)3/2
⇒ y(x) je rastu�a (↗) na (−∞,−2) i na (0, +∞) i nema ima lok. minimum

M(0, 0).

6◦ y′′(x) =
−2x− 1

x3/2(x + 2)7/2
⇒ y(x) je konveksna (∪) na (−∞,−2), a konkavna na (0, +∞) i prevojnih

taqaka nema.
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