
I Pismeni ispit iz matematike 1 I
20. februar 2013.

I grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. (25 poena) str:

Neka je matrica

A =





3 1 1
1 3 1
1 1 3



 .

a) Odrediti sve realne vrednosti λ, takve da matriqna jednaqina

A · v = λ · v

ima rexeƬa (po v), gde je v matrica oblika 3 × 1 i nije nula-matrica.

b) Za svaki λ odre�en u delu pod a) na�i sve matrice v koje zadovoƩavaju prethodnu matriqnu
jednaqinu.

Napomena. Ovo je praktiqno zadatak: ,,Na�i sopstvene vrednosti λ i vektore v matrice A.“

2. (25 poena) str:

Date su prave p i q u prostoru: p :
x − 1

2
=

y + 1

−1
=

z − 2

1
i q :

{

x + y − z + 4 = 0

x − y − 3z + 2 = 0.

a) Odrediti me�usobni poloжaj prave p i prave q.

b) Koliki je ugao ∢(~vp, ~vq) izme�u vektora pravaca ~vp i ~vq pravih p i q?

v) Na�i rastojaƬe d(p, q) izme�u pravih p i q.

g) Odrediti taqku A ∈ p i B ∈ q, takve da je Ƭihovo rastojaƬe d(A, B) = d(p, q).

3. (25 poena) str:

Data je funkcija

g(x) =







e−x + ln(1 − sin 3x) + 4x2 + 4x − 1

2x3
, x 6= 0

B, x = 0.

a) Aproksimirati funkcije e−x i ln(1 − sin 3x) Maklorenovim polinomima stepena 3.

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).

v) Odrediti vrednost realnog parametra B za koji je funkcija g(x) neprekidna u taqki x = 0.

4. (25 poena) str:

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) = (x − x2)e−1/(x−1) .

U veжbanci oznaqiti brojeve stranica: 0 je bela strana na koricama (na pole�ini one gde
ste uneli podatke), 1 prva strana na kvadrati�e, ... , 12 je posledƬa strana na kvadrati�e,
a 13 i 14 su posledƬe bele strane (na posledƬem listu korica).

Kod teksta svakog zadatka unesite brojeve strana na kojim ste ga radili (ili / ako niste)!



II Pismeni ispit iz matematike 1 II
20. februar 2013.

II grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. (25 poena) str:

U zavisnosti od parametara a, b ∈ R rexiti sistem

x + 2y + z = −3
−3x − 6y − 3z = b

2x + 5y + az = 2.

2. (25 poena) str:

Dati su vektori:

~v1 = (1, 4,−5), ~v2 = (−2,−3, 2), ~v3 = (3, 4,−2) i ~v4 = (1, 2,−2).

a) Ispitati da li su vektori ~v1, ~v2, ~v3 i ~v4 linearno nezavisni. Ako jesu ispitati da li oni qine
bazu prostora R

3, a ako nisu izraziti vektor ~v3 kao linearnu kombinaciju vektora ~v1, ~v2 i ~v4.

b) Da li vektori ~v1, ~v2 i ~v4 qine bazu prostora R
3?

3. (25 poena) str:

Data je funkcija

g(x) =







8(ex−x2

+
√

1 − x ) + 5x2 − 4x − 16

x3
, x 6= 0

A, x = 0.

a) Aproksimirati funkcije ex−x2

i
√

1 − x Maklorenovim polinomima stepena 3.

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).

v) Odrediti vrednost realnog parametra A za koji je funkcija g(x) neprekidna u taqki x = 0.

4. (25 poena) str:

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) = ln(ln2 x − lnx + 1) .

U veжbanci oznaqiti brojeve stranica: 0 je bela strana na koricama (na pole�ini one gde
ste uneli podatke), 1 prva strana na kvadrati�e, ... , 12 je posledƬa strana na kvadrati�e,
a 13 i 14 su posledƬe bele strane (na posledƬem listu korica).

Kod teksta svakog zadatka unesite brojeve strana na kojim ste ga radili (ili / ako niste)!



RexeƬa I grupe

1. Kada izraqunamo karakteristiqni polinom (najboƩe da I jednaqinu oduzmemo i od II i od III,
pa onda 2 puta izvuqemo faktor λ − 2) dobijamo:

k(λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 − λ 1 1
1 3 − λ 1
1 1 3 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 − λ 1 1
λ − 2 2 − λ 0
λ − 2 0 2 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (λ − 2)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 − λ 1 1
1 −1 0
1 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(λ − 5)(λ − 2)2.

Odatle dobijamo da su sopstvene vrednosti λ1 = 5, λ2,3 = 2.

Odredimo za λ1 = 5 sopstvene vektore. Rexavamo matriqnu jednaqinu (A − λI) · v = O, tj.
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Ova matriqna jednaqina je ekvivalentna homogenom sistemu

−2x + y + z = 0
x − 2y + z = 0
x + y − 2z = 0.

RexeƬe datog sistema je x = t, y = t i z = t, za t ∈ R.

Odatle dobijamo da su za sopstvenu vrednost λ1 = 5 sopstveni vektori dati sa v1 = t ·




1
1
1



, za

t ∈ R \ {0} (primetimo da smo za razliku od rexeƬa sistema, ovde morali da izbacimo vrednost
t = 0, jer bi za Ƭu dobili nula-vektor, a po definiciji sopstvenog vektora imamo da je on razliqit
od nula-vektora!).

Odredimo za sopstvenu vrednost λ2,3 = 2 sopstvene vektore.
Rexavamo matriqnu jednaqinu (A − λI) · v = O, tj.
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∥
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∥

∥
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∥

∥
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Ova matriqna jednaqina je ekvivalentna homogenom sistemu

x + y + z = 0
x + y + z = 0
x + y + z = 0.

Kako su I i II i III jednaqina jednake sistem se svodi na x+y+z = 0. Stoga, sistem ima vixestruko
rexeƬe koje zavisi od 2 parametra: x = −t − p, y = p i z = t, za t, p ∈ R.

Stoga su za sopstvenu vrednost λ2,3 = 2 sopstveni vektori dati sa v2 = 2 ·




−1
1
0



 + t ·




−1
0
1



 , za

(p, t) ∈ R
2 \ {(0, 0)}.



2. p :
x − 1

2
=

y + 1

−1
=

z − 2

1
i q :

{

x + y − z + 4 = 0

x − y − 3z + 2 = 0.
.

a) ~vp = (2,−1, 1), P (1,−1, 2). Kada se rexi sistem dobija se da je q : z = t, y = −t−1, x = 2t−3, t ∈ R,
tj. ~vq = (2,−1, 1), Q(−3,−1, 0). Kako je ~vp = ~vq = (2,−1, 1) i P 6∈ q ⇒ prave su paralelne.

b) Kako je ~vp = ~vq ugao izme�u vektora ~vp i ~vq je ∢(~vp, ~vq) = 0.

v) RastojaƬe parelelnih pravih je jednako rastojaƬu proizvoƩne taqke sa jedne prave do druge

druge prave, tj. d(p, q) = d(P, q) =
|~vp ×−−→

PQ|
|~vp|

=
|(2, 0,−4)|
|(2,−1, 1)| =

√
20√
6

=
√

10
3 .

g) Sa prave p moжemo uzeti proizvoƩnu taqku, npr. A = P (1,−1, 2).
Konstruixemo ravan α koja je normalna i na p (samim tim i q jer su paralelne) i prolazi kroz
taqku P . ~nα = ~vp = (2,−1, 1). Kako je P ∈ α imamo da je α : 2(x − 1) − 1(y − (−1)) + 1(z − 2) = 0,
tj. α : 2x − y + z − 5 = 0. Presek prave q i ravni α dobijamo kada parametarski oblik prave
q : z = t, y = −t − 1, x = 2t − 3, t ∈ R ubacimo u jednaqinu ravni α : 2x − y + z − 5 = 0. Odatle
dobijamo da je t = 5

3 , tj. B(1
3 ,− 8

3 , 5
3 ).

3. a) Traжene aproksimacije Maklorenovim polinomima su e−x ≈ 1 − x + 1
2x2 − 1

6x3 (x ≈ 0) i

ln(1 − sin 3x) ≈ −3x − 9
2x2 − 9

2x3 (x ≈ 0).

b) Kada u traжeni limes L = lim
x→0

e−x + ln(1 − sin 3x) + 4x2 + 4x − 1

2x3
ubacimo gorƬe razvoje dobijamo

L = lim
x→0

1 − x + 1
2x2 − 1

6x3 + o(x3) − 3x − 9
2x2 − 9

2x3 + o(x3) + 4x2 + 4x − 1

2x3
, tj. kad sredimo

L = lim
x→0

− 1
6x3 − 9

2x3 + o(x3)

2x3
= lim

x→0
−7

3
+ o(1) = −7

3
.

Napomena. Do rezultata 3. pod b) moglo se do�i i pomo�u 3 puta primeƬenog Lopitalovog
pravila:

L = lim
x→0

g(x)
L.P.
=
0
0

lim
x→0

−e−x +
3 cos 3x

sin 3x − 1
+ 8x + 4

6x2

L.P.
=
0
0

lim
x→0

e−x +
9

sin 3x − 1
+ 8

12x

L.P.
=
0
0

lim
x→0

−e−x +
−27 cos 3x

(sin 3x − 1)2

12
=

−1 − 27

12
= −7

3
.

v) Za B = − 7
3 funkcija g(x) je neprekidna u taqki x = 0, jer je tada lim

x→0
g(x) = g(0).



4. Funkcija
f(x) = (x − x2)e−1/(x−1) .

1◦ Domen je Df = (−∞, 1) ∪ (1, +∞).

2◦ Nula je za x = 0. Znak: − [0] + (1) −. Presek sa y-osom je Y (0, 0).

3◦ Funkcija nije ni parna ni neparna (jer domen Df nije simetriqan u odnosu na x = 0),
ni periodiqna (jer se nule ne ponavƩaju periodiqno).

4◦ lim
x→1+

f(x) = 0, lim
x→1−

f(x) = +∞ ⇒ prava x = 1 je vertikalna asimptota.

lim
x→±∞

f(x) = −∞ ⇒ nema horizontalnih asimptota.

lim
x→−∞

f(x)

x
= +∞, lim

x→+∞

f(x)

x
= −∞ ⇒ nema kosih asimptota.

5◦ f ′ =
−2x2 + 2x − 1

x − 1
e−1/(x−1). Monotonost: ր (1) ց. Nema lokalnih ekstrema.

6◦ f ′′ =
(−x)(2x2 − 4x + 3)

(x − 1)3
e−1/(x−1). Konveksnost: ∩ [0] ∪ (1) ∩. Prevojna taqka je P (0, 0).
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RexeƬa II grupe

1. Kada II jednaqini dodamo I jednaqinu pomnoжenu sa 3 i od III jednaqine oduzmemo I jednaqinu
pomnoжenu sa 2 dobijamo sistem:

x + 2y + z = −3
0 = b − 9

y + (a − 2)z = 8.

Odatle odmah dobijamo da imamo 2 sluqaja:

1◦ b 6= 9 sistem nema rexeƬa;

2◦ b = 9 sistem ima beskonaqno mnogo rexeƬa koja zavise od 1 parametra:

(x, y, z) =
(

(2a − 5)t − 19, (2 − a)t + 8, t
)

, t ∈ R.

Napomena. Zadatak (sem sluqaja 2◦ b = 9) se moжe rexiti i pomo�u determinanti:

∆ = 0, ∆x = 18a− 45 − 2ab + 5b, ∆y = ab − 9a − 2b + 18, ∆z = 9 − b.

2. a) U vektorskom prostoru R
3 dimenzije 3, bilo koja 4 vektora (pa i ~v1, ~v2, ~v3, ~v4) su linearno

zavisni.

Traжeno predstavƩaƬe dobijamo rexavaƬem vektorske jednaqine ~v3 = a · ~v1 + b · ~v2 + c · ~v4, odnosno
(3, 4,−2) = (a − 2b + c, 4a − 3b + 2c,−5a + 2b − 2c), koja se svodi na sistem

a − 2b + c = 3
4a − 3b + 2c = 4

−5a + 2b − 2c = 3.

RexeƬa ovog sistema su a = 0, b = −2, c = −1, pa je ~v3 = −2~v2 − ~v4.

b) Kako je determinanta matrice M u kojoj su vrste redom koordinate vektora ~v1, ~v2, ~v4:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 −5
−2 −3 2
1 2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1 6= 0,

dobijamo da su vektori ~v1, ~v2, ~v4 linearno nezavisni.

Napomena. Do ovog zakƩuqka smo mogli da do�emo i preko ranga matrice M (rang(M) = 3, xto je
jednako broju vektora, pa su oni linearno nezavisni).

U vektorskom prostoru R
3 dimenzije 3, bilo koja 3 linearno nezavisna vektora (pa i ~v1, ~v2, ~v4)

qine bazu.

Napomena. Do ovog zakƩuqka smo mogli da do�emo i tako xto bi posmatrali vektorsku jednaqinu
~v = a · ~v1 + b · ~v2 + c · ~v4, za proizvoƩan vektor v = (x, y, z) ∈ R

3, koja se svodi na sistem

a − 2b + c = x
4a − 3b + 2c = y

−5a + 2b − 2c = z.

Determinanta ovog sistema je:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 1
4 −3 2
−5 2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1 6= 0,

pa ovaj sistem uvek ima rexeƬa, tj. vektor v se uvek moжe predstaviti preko vektora ~v1, ~v2, ~v4.
Time smo pokazali da vektori ~v1, ~v2, ~v4 generixu vektorski prostor R

3.
Kako su vektori ~v1, ~v2, ~v4 linearno nezavisni i generixu vektorski prostor R

3, sledi da oni
qine bazu vektorskog prostora R

3.



3. a) Makorenov razvoj et = 1+ t
1! +

t2

2 + t3

3! +o(t3) daje ex−x2

= 1+ x−x2

1! + (x−x2)2

2! + (x−x2)3

3! +o(x3) =

1 + x − x2 + 1
2x2 − x3 + 1

2x4 + 1
6x3 − 1

2x4 + 1
2x5 − 1

2x6 + o(x3) = 1 + x − x2 + 1
2x2 − x3 + 1

6x3 + o(x3) =

1 + x − 1
2x2 − 5

6x3 + o(x3) (ovde smo iskoristili da svi ve�i stepeni x4, x5, x6 ulaze u ostatak o(x3)).

Makorenov razvoj
√

1 + t = (1 + t)1/2 = 1 +
(

1/2
1

)

t +
(

1/2
2

)

t2 +
(

1/2
3

)

t3 + o(t2) = 1 + 1
2 t − 1

8 t2 + 1
16 t3 + o(t3)

daje
√

1 − x = 1 + 1
2 (−x) − 1

8 (−x)2 + 1
16 (−x)3 + o(x3) = 1 − 1

2x − 1
8x2 − 1

16x3 + o(x3).

Traжene aproksimacije Maklorenovim polinomima su:

ex−x2 ≈ 1 + x − 1
2x2 − 5

6x3 (x ≈ 0) i
√

1 − x ≈ 1 − 1
2x − 1

8x2 − 1
16x3 (x ≈ 0).

b) Kada u traжeni limes L = lim
x→0

8(ex−x2

+
√

1 − x ) + 5x2 − 4x − 16

x3
ubacimo gorƬe razvoje dobijamo

L = lim
x→0

8(1 + x − 1
2x2 − 5

6x3 + o(x3) + 1 − 1
2x − 1

8x2 − 1
16x3 + o(x3)) + 5x2 − 4x − 16

x3
, tj. kad sredimo

L = lim
x→0

8(− 5
6x3 − 1

16x3) + o(x3)

x3
= lim

x→0
−43

6
+ o(1) = −43

6
.

Napomena. Do rezultata 3. pod b) moglo se do�i i pomo�u 3 puta primeƬenog Lopitalovog
pravila:

L
L.P.
=
0
0

lim
x→0

ex−x2

(8 − 16x) − 4√
1 − x

+ 10x − 4

3x2

L.P.
=
0
0

lim
x→0

ex−x2

(−8 − 32x + 32x2) − 2

(1 − x)3/2
+ 10

6x

L.P.
=
0
0

lim
x→0

ex−x2

(−40 + 48x + 96x2 − 64x3) − 3

(1 − x)5/2

6
= −43

6
.

v) Za A = − 43
6 funkcija g(x) je neprekidna u taqki x = 0, jer je tada lim

x→0
g(x) = g(0).



4. Funkcija
f(x) = ln(ln2 x − lnx + 1) .

1◦ Domen je Df = (0, +∞), jer se nejednaqina ln2 x − lnx + 1 > 0 smenom t = lnx svodi na kvadratnu

nejednaqinu t2 − t + 1 > 0, xto je taqno (jer je a = 1 > 0, D = −3 < 0) kada je lnx definisan.

2◦ Nule su za x = 1 i x = e. Znak: x (0) + [1] − [e] +. Presek sa y-osom nema, jer 0 6∈ Df .

3◦ Funkcija nije ni parna ni neparna (jer domen Df nije simetriqan u odnosu na x = 0),
ni periodiqna (jer se nule ne ponavƩaju periodiqno).

4◦ lim
x→0+

f(x) = +∞ ⇒ prava x = 0 je vertikalna asimptota.

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

ln
(

lnx(ln x − 1) + 1
)

= +∞ ⇒ nema desnu horizontalnu asimptotu.

lim
x→+∞

f(x)

x

L.P.
=
∞

∞

0 ⇒ nema desnu kosu asimptotu.

Kako −∞ nije u domenu Df ⇒ funkcija f(x) nema ni levu horizontalnu, ni levu kosu asimptotu.

5◦ f ′ =
2 lnx − 1

x(ln2 x − lnx + 1)
. Monotonost: x (0) ց [

√
e ] ր. Lokalni minimum je M(

√
e, ln 3

4 ).

6◦ f ′′ =
−2 ln3 x + ln2 x − lnx + 2

x2(ln2 x − lnx + 1)2
= − (lnx − 1)(2 ln2 x + lnx + 2)

x2(ln2 x − lnx + 1)2
.

Konveksnost: x (0) ∪ [e] ∩. Prevojna taqka je P (e, 0).
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