1. TPYTIA IIucmenn ucour uz MATEMATURE 1 20.02.2012.

IIpesume n ume Opoj UHIEKCA

1. (15 noena) Pemntu MaTpuuny jenHaunHy

3XBT + XA =B,

-2 1 24 1 2 -1
npu uemy je A=|-6 -2 9| uB=|0 1 -1
4 4 4 -8 -3 -1

20 —y+ z+2=0

n tauka M(1,2,1).
r+y+2z—3=0

2. Jlara je mpaBa ¢ : {

a) (5 noena) Oppenutu jenuavuuHy npase p Koja caap:ku Tadky M v mapaJjesnHa je npasoj .

6) (5 noena) Ompenurtu jemuauuny pasHU KOjy oxpebyjy mpase p u q.

3. [arta je ¢pyurIuja
g: x> sin®2z.

a) (5 noena) Onpenntu MakIOPEHOB MOIMHOM YETBPTOT CTENEHA (YHKIUjE (.
6) (5 noena) Vspauynarn:

. g(x) — 4a?

4. (15 noena) VicnuraTy TOK U CKUIUPATU TPAUK PYHKIU]jE

2

VaZ+ 3z

fizxe

HATIOMEHA: Tucmenn ucnur tpaje 2h u 15min. TIpBux cat BpemMeHA HUje TO3BOJHEHO HAIMYIITAE
yumonure. 3abpameH je pa3rosop Mehy crymenTuma kao u ynorpeba KajlkyJaTopa, MOOUIHUX TejsedoHa
U OCTAJNX CPENCTaBa 3a KOMYHUKAIU]Y.

Ca mame o1 25 mOeHa MUCMEHU UCIUT HUje MOJOKEH, a YCIJIOB 38 YCMeHUM UCTUT (y3 MOJOKEeH MUCMEHU
ncnut) je HajMame 30 moeHa M3 IpemucnUTHUX obaBe3a (MMCMEHM MCIUT + aKTUBHOCT).



2. TPYTIA IIucmenn ucour uz MATEMATURE 1 20.02.2012.

IIpesume n ume Opoj UHIEKCA

1. (15 noena) Hera je
A= {x+y\/§ ‘ z,y € Q, (xay) # (070)}

naxb=a-b, 3a a,be A Ucnuraru na nu je (A,x) rpyna.

2. Ilate cy tauke A(1,1,1), B(0,2,2), C(1,3,0) u M(7,3,—2).
a) (5 noena) Ompenutu jemuauuny paBHU « KOja canp:xu tauke A, B u C.

6) (5 noena) Onpenntu kKoopmuuate Tauke N Koja je cumeTpudHa Tauku M y OmHOCY HA paBaH (.

3. Hara je dpyurmuja
h: x+— cos(l —cosz).
a) (5 noena) Oapenntu MakIOPEHOB MOJIMHOM YETBPTOI CTemeHa (GyHKuuje h.

6) (5 noena) Vspauynarn:
. 1—h(x)
lim ————.
2—0 In(1 + z4)

4. (15 noena) VicnuraTy TOK U CKUIUPATU rPadUK PyHKIU]jE

_1
frxze (x—23)e" 3.

HATIOMEHA: Tlucmenu wcnur tpaje 2h u 15min. IIpBux cat BpemeHa HUje HO3BOJHEHO HAIYIITAE
yumonuIe. 3abpameH je pa3rosop Mehy crymenTuma kao u ynorpeba Kajukyjgaropa, MOOUIHUX TeaedoHa
U OCTAJUX CPENCTaBa 3a KOMYHUKAIM]Y.

Ca mMame o1 25 NOEHA NMUCMEHU KCIUT HUje MOJOKEH, a YCIOB 3a yCMEHU UCHUT (y3 MOJOKEH MUCMEHU
vcnouT) je Hajmame 30 moeHa M3 IpeaucnuTHUX obaBe3a (IMCMEHU UCIUT + AKTUBHOCT).



3. TPYIIA IIucmenn ucour uz MATEMATURE 1 20.02.2012.

IIpesume n ume Opoj UHIEKCA

1. (15 noena) Y 3aBUCHOCTU OJ PEAJIHOT HapaMeTpa G PELIMTU CHUCTEM

3r — y — az = a-1
2r + y — az — u = 4
r + 3y — 2z — 2u = 7

2. [are cy mpase p :

T :y+7:2 51/1 {er y+ o HTaqKaN(l,O,fl)-

2 -1 1 rT+2y+32—-—2=0
a) (5 noena) Onpenntu jemnaumny paBHU « Kojy onpebyjy mpase p u g.

0) (5 noena) OppenuTu HOpMAJIHY NpOjeknnjy Tauke N Ha paBaH «.

3. (10 noena) OgpennTu Tadyke HANOMUJIABAKA HU3A (Gp) YAJjU je OMIITY UJIAH

2n
n [ 30 —2 n . nm
an = (1) (sn) MV R

4. (15 noena) Vlcnmuratn TOK M CKUIUPATHA TPpAQUK QYHKIUjE

2
frx— ———.
Vs —1

HATIOMEHA: Tlucmenu uctut tpaje 2h u 15min. IIpBux cat BpemMeHa HUje TO3BOHEHO HAMYIITAHE
yunoHute. 3abpameH je pasroBop Meby crynenTuma kao u ynorpeda KaJKyjgaTopa, MOOMIHUX TeredoHa
I OCTaJINX CPENCTaBa 33 KOMYHUKAIU]Y.

Ca mame of 25 HOeHA NUCMEHU KCIOUT HUje HOJIOKEH, a YCJIOB 3a yCMeHU ucnuT (y3 IOJIOKEH HUCMEHU
ncnut) je HajMame 30 mOeHa M3 IpemucnuTHUX obaBe3a (MMCMEHW MCIOUT + AKTUBHOCT).



Pe3yaraTu I rpyne

—2 1 24 1 2 -1
1. A=|-6 -2 9|,B=|0 1 -1
4 4 4 8 -3 -1

Y maroj marpuunoj jemmaunmau 3X BT + XA = B m3symumo X ca zese crpane: X (3BT + A) = B. Kana
oBy jemmaroct momuOoxuMO ca (3BT + A)~! ca mecme cTpame mobujaMo pememe MATPUUHE jeTHAUNHE

’X = B(BBT +A)! ‘ ITame, TPUINKOM M3padyHaBama MPETXOMHOT U3pasa Jo0ujamo

1 0 -8 1 1 0 1 -1 0
B'=|2 1 -3|, 3T+A=10 1 0], det(3BT+A) =1, BBT+A) =10 1 0
-1 -1 -1 111 -1 0 1
12 -1 1 -1 0 2 1 -1
mro kouHauno maje X = | 0 1 —-1]-1]0 1 0l=]1 1 -1
-8 -3 -—-1] [-1 0 1 -7 5 -1
2z — 2=
9. q: 42Ty EE2=00 g o
r+y+2z—-3=0
a) Bekrop mpasua mpase ¢ MOskeMO moburu kao Uy = (2,—1,1)x(1,1,2) = (-3, -3, 3). o oBor pe3syrrara

MoOke ce mohu u pemaBameM cUCTeMa OJ 2 jenHauuHe DABHU KOjUMa je IpaBa ¢ 3axara. Kako je p || g,
z—1 y—2 z-1
11 -1
6) IIpso Tpeba ma oapenumo jenHy Taqu Q@ ca mpase q. Purcupamo jemny rKoopauHATY, HOp. £ = (
—

MOKEMO y3eTH na je U, = —%(—3, -3,3)=(1,1,-1) u M € p, na je p:

u u3 cucrema Habhumo /:[pyre 2: Q(0, 3, é) 3a BEKTOp HOpMaJe Ha paBaH hemo yseru 7, = 3Up x MQ)
(Jep JeMEpaaQGQ): MQ:( 17;137*7)3 Haje ﬁa:’g(lalv*l)X(flvéaff)*z‘;(igﬂgvg) ( 1 54)
(oBme cMO cBe MHOKMIM ca 3 na He OMCMO UMAaJd PA3JIOMKE).

Ocraje ma ompeanMo jeTHAYWHY DABHU
Q. KOja MMa BEKTOD HOpMaJie i, u canmpsku Ttaury M: o : —1-(x —1)+5(y—2)+4(z—-1) =0, T1j.
a: —xr+5y+42—13=0.

3. g: z— sin? 2z

a) I nawun.

.o 22)3
Wcropuctumo mozuatr MakmopeHoB pa3Boj sin2x = 21—”,” — ! ;) + 0(m4):

2z 2z)3 16
sin? 2z = (—| ¢ l) + 0(x4))2 =4z — —2* 4 o(z?)
1! 3! 3
(oBne unan ezt | ynasu“y o(z?)). Tpamenn Maknopenos nommuoM je My(z) = 4a* — Lo’
IT navun.
(4 ) + (4x) +o(z*) =1— 822 + % +o(x?) wam z — 0. VICKOPUCTMMO TPUTOHOMETDU-
1 a2 128z%
jCKy (bopMyJIy sin® 2z = 1=cosdt ' na mmamo sin? 2z = % +o(z*) wam v — 0. Crora je

164

sin? 2z = 422 — Lzt 4+ o(z*) ram z — 0, na je Tpamenn Maknopenos nommaom My(z) = 4a?

1T navun.

3amatak ce MOske ypamuTu u npexo Makmopenose ¢popmyse m3padynasameM ussona ¢ (z), ¢”(z), ¢" (x)
u g'V(x)» Yecra rpemra je 6miaa Beh TPUIMKOM Tpaskema MPBOT M3BoAa: kKako je g(z) = (sin2z)? mmamo
na je ¢'(z) = 2sin 2z - (sin 2z)’ = 2s8in 2z - 2 cos 2z. VIzpauyHaBame 0CTAIMX M3BOJA CE 3HAUYAJHO MOjEIHOC-
TaBJ/bYj€ aKO OBJE UCKOPUCTUMO TPUTOHOMETPU]CKY (bopMyny 3a OBOCTPYEM yrao: ¢'(x) = 2sindx.

6) U3 passoja exkcrnomenmujamue Gynrmaje mmamo > = 1+3x*+o(2?) wam 2z — 0, ma je rpamenu mumvec:

g(z) —4a? i — Bt + o(z?) 16

I = lim 3L T
T o0 344 o(x?) 9

7—0 6314 -1



4. f:x—

w

2
T
Vr2+3zx

. Dy = (—00,-3) U (0, +00).

. f(z) >0, Vze Dy Karo 0¢ Dy mema HU HyJle, HU IIPECEK Ca Y-OCOM.

. QpyHEKOUja HUje HU MapHa, HU HellapHA, HU IEPUOIUYHA.

2
. xz .
lim ———— =400 = mpasa x = —3 je BepTHKaJIHA ACUMITOTA.
e——=3— /22 4 3z
2

Ve

lim ————= = lim
e=0+ /22 + 3z =0+ Vo +3

=0 = mnpaBa x =0 Huje BepTUKAJHA ACUMITOTA.

2 2
x
lim —————= =400, lim —————= = +00 = (yHKOIUja HeMa XOPU3OHTATIHUX ACHMITOTA.
T——00 1 /.132 + 3z ’ x—+00 ﬁ/xQ + 3z be ] p
22
Kan z — +oo nmamo f(x) = |x| 1+ 37V =z[(1- £ +0(L)).
Kanz — —o0: f(z)=—-z(1- 2+ o(%)) =—z+3+o0(l)=>y=—a+ % je JeBa Koca aCcUMITOTA.
Kanz — +oo: f(z) =z(1—2 +0(%)) =2—3+0(1) = npasa y =2 — 2 je mecna koca acuMnTOTA.
( +3)
: f,(x) = ——25 o o N3
(2% 4 32)2
fllx)y>0<z E (=5,-3)U(0,+00), Te dpynkmmja f(z) pacre na mnteppamy (—3,—3) u Ha (0,+00).
fllz) <0eze (-0 —g), Te dpyurmuja f(z) omaza Ha MHTEpBAly (—00,—3).
Jokanau MuaumyM je Tauka M (— 2,% 3).
27 .2
. f"(z) = —*—— >0, Yz € Dy, Te je dpymrmuja xomsekcHa (U) Ha uxTepBaty (—00,—3) u Ha
(2 + 3x)2

naTepsaty (0, +00).
IIpeBojHux Tauyaka HeMa.

-—24 - -244

T T T T T T T T T
—32 0 32

-32 0 32
L L L L




PesynaraTu 11 rpyne

1. OsBaj 3amatak je BeoMa camuaH ca 1. 3amaTakoM ca BexkbObu m3 Anrebapckux cTpykrypa wmiam  1.33.

A={z+yV3|lzeQuyecQ, (z,9)#(0,0)}, axb=a-b.
1° IIposepumo mpso 3arBopenoct. Heka je a =z + yv/3 u b= v + w/3. Tana je

axb= (x4 yV3)- (v+wV3) = zv + zwV3 + yvv3 + 3yw = (zv + 3yw) + (zw + yv)V3,

ma Kako u3 x,y,v,w € Q cauemu u xv + 3yw € Q u xw +yv € Q m kako a,b #0 = a-b# 0, nobujamo na
jeumaxb€ A, Tj. na je onmepanuja * 3aTBOPEHa y CKymy A.

2° Ha OCHOBy uyumbeHHUIlE [a je MHOKEHE DeaJHuX OpOojeBa acOUMjaTUBHO CJIEIW W Oa je omepaiuja *
acomujatuBHa y ckymy A C R.

3° Heyrpanan exement je e = 1 jep Baskum lxa=1-a=auax1l=a-1=a. OBaj ereMeHT npunaga
ckymy A jep ra momemo 3amucaru kao e = 14+0-1/3, a 1,0 € Q.

4° TIoTpa:kMMO MHBEP3aH elleMeHT 3a a = x + yv/2. Heka je unBepsan enement o’ = z +tv/2. Tana Tpeba
na Basku axa’ = a’ xa = e (rge je e HEyTpaJaH eJIeMEHT KOjU CMO HOOUIM y HPETXOIHOj TAUKU, Tj. ¢ = 1),
ma mobujaMo jeTHAYUHY

(z+yV3) - (z+tV3) = (z+tV3) (z +yV3) = 1.
Omasne 3a (z,y) # (0,0) mobujamo na je

1 1 r—yv3 x—yv3 T —
V3= = ) y\f: 2 y\fz: 2 5+t 3 g 2\/3
z4+yvV3 x4+yVv3 z—yVv/3 22-3y 4 — 3y 4 — 3y

W3 unmenune na cy o,y € Q cremm na je 22 —3y? # 0 (u3 2% —3y? = 0 6u ciemuio ma je 6poj E =V3cQ
IITO HUje TAYHO), Ha CY U 3.3,z € Q, nok u3 (z,y) # (0,0) cnemu (g7, miz) # (O 0). Tume
CMO TIOKA3aJIM U 12 je MHBEp3aH ejeMeHT o € A.

Crora je y oBoM cayuajy crpykrypa (A, *) rpyna.

Hamomena. Moske ce morkasaru (anu He Tpeba jep ce He Tpasku y 3amaTky!) ma je omepamuja x u
KOMyTaTuBHA, ma je To u AbemoBa rpymna.

(2) A={z+yv2|z€QuyeQa®+y*#0}.

Amnanorso kao y gexy non (1) nobujamo ma je omeparmmja * Ha ckymy A 3aTrBopena (Tpeba mpoBeputu
u na je a*b#0), acouujaruBHa, KOMYyTATUBHA K UMa HEYyTDAJAH €JIeMEeHT € = 1.
Kon tpaskema MHBEP3HOr €JIEMEHTA ONEeT AOOMjaMo jeTHAUUHY

(x4 yV2) - (z+tV2) = (2 +tV2) - (z + yV?2) = 1.
a) A(1,1,1), B(0,2,2), C(1,3,0)
E (—1,1,1), AC = (0,2,~1) = T = AB x AC = (~3,-1,-2).
a: =3xz-1)-1(y—1)—2(z—1)=0, 1j. a: 3x+y+22—6=0.
6) M(v 7_)

Lz—=7 _ y=3 _ 242 :
n: it =42 =2 (j-ua HOpMaJe Ha ).

Jennaunna npousBosbHe Tauke ca HopMase n je mara ca Mi(3t + 7.t + 3,2t — 2), 3a HeKy BPeIHOCT
napamerpa t € R. Ilasme, kako je nNa = {M;} mmamo 3(3t+7)+t+3+22t-2)—-6=0 = t=—1, Tj.
M (—4,2, —4).

Cumerpnuna tauka je N(—15,1,—6).

3. h:x+— cos(l — cosx)
a) coszx =1-— é—?—l—o( 2), kan z — 0, ma je l—cosm:z;—i—o(a:Q), ranx x — 0.
171 4

cos(l —cosz) =1— +0( 1), kamx — 0, ma je My(z) = st



6) In(1 +2%) = 2* + o(2*), kam x — 0, Te je Tpaskenu mMMec:
4
L—h(z) L +o(zt) 1

a—01In(1 + %) 700 74 +o(z?) 8"
4. f:xl—>(x—3)eﬁ

1. Dy = (—00,3) U (3,+)

L,

2. ®ynruumja mema Hysa. Ilpecek ca y-ocom je Y (0, %
flz) >0 2>3
flz) <0 <3

).

BN

3. ®yHENUja HUje HU NapHA HU HENAPHA, HU MEePUOAUIHA
4. lirir))l f(z) =0, ammn lirglJr f(z) = +00 = mpasa x = 3 je BepTUKAJIHA ACUMITOTA.
r—3— r—
lim f(z) = —o0, lir_ir_l f(z) = 400 = ¢yHEUUMja HEMA XOPU3OHTAIHUX ACUMITOTA.
r——00 r— 100
IIpaBa y = ¢ — 2 je obocTpana KOCa aCUMITOTA.
5. f'(x) = i:geﬁ
r)>U=xe (-0, ,+00), Te @pyHEKUMja f(r) pacre Ha MHTEPBAJIY (—00, u Ha (4, +00).
! 0 3)u4 j 3 4
f'(z) <0<z € (3,4), Te pynrmuja f(z) onana ma matepsasy (3,4).
Jlokanau MunumyMm je tauka M(4,e).

a1
6. f//(x) = ﬁerﬂ”
¢yHKUU]a je KOHBEKCHA Ha (3,400), KOHKaBHA Ha (—00, 3).

16 - ~16 —




PesynraTu 111 rpyne

3r — y — az = a-—1

2c + y — az — u = 4

T + Jy — 2z — 2u = 7

T + 3y — 22— 2u = 7
-5y + (4—a)z+ 3u = —10

—10y + (6—a)z+ 6u = a—22

z + 3y — 22— 2u = 7
-5y + (4—a)z+ 3u = -10
(a —2)z = a—2

1. @ = 2 UMa BUIIECTPYKO pememe Koje 3aucu ox 2 napamerpa («a u 3):
(z,y,z,u) € {(1+ %,2—1— @, a,fB),a, B R}

2. a # 2 uMa BUIIECTPYKO peNerne Koje 3aBucu o l-or mapamerpa (a):
(x,y,2,u) € {(%, 14*’%#,1,@), a, € R},

o

¢ =(1,1,1) x (1,2,3) = (1,-2,1),

0= UpX Ug=(2,—-1,1) x (1,-2,1) = (1,-1,-3),
P(1,-7,5) € p,
c1l-(x—1)—1-(y+7)—3(z—5)=0,
r—y—32+7=0.

T+ y+ 2+1=0

x—1 y+7 2-5
B N r+2y+32-2=0

2.
2 -1 1

a)

p:

sl =l

Q

«

6) N(1,0,—-1)
z—1 Y
=
nNa={Ni},
Ny(t+1,—t,-3t—1), teR
Niecea=t+1+t+9+34+7=0&1t=—1,
N1(0,1,2)

3

3n—2
3n

n
n2+1

in NI
sin F.

3. a4, = (1) (32=2)*" 4

— _4
3

4
3

Uma 3 rTauke HaroMunasama: —e 3 +1 (3an=4k+1), ¢35 (3an=2k) u —e~ 3 — 1 (3a n =4k + 3).

4. fx'—)m

1. Dy = (—o00,1) U (1, +00).

2. f(z) =0 = myna je x =0, a u upecek ca y-ocom je Y (0,0).
flx)>0 = x>1
flz) <0 = z< 1.



. dyHKIUja HUje HU apHA HU HemapHa (JOMEH HUje CUMETPUYAH y oxHocy Ha x = (), Hu mepuoauyna
(HyJe ce He NOHABILA]Y MEPUOIUYHO).

2 2
4. lim xi:—oo, lim mi:—&—oo

rz—1— 3 1 z—14+ 3 — 1

IIpaBa x = 1 je BepTUKaJHA ACUMITOTA.
2 2
. . x
lim —— = —00, lim — =+

T — —00 ﬁ3/x3 -1 r— 400 ‘3/£C3 —1

Hema xopn30HTanme ACUMIITOTA.
flz)=z+ 3962 + o(%) xan x — +oo.
IIpaBa y = x je obocTpana KOCa aCUMIITOTA.

(13) _ z(z®—2)
Vo
f'(z) >0& 2z € (—00,0)U(V2,4+00), Te pynrnmja f(x) pacre Ha urTEpBaIy (—00,
f'(z)<0eze(0, ) (1, V/2), Te pymrmmja f(r) omana ma untepsamy (0,1) u Ha
Jlokanau marcumym je taura Mi(0,0), a JOKAJHM MUHAMYM je Tadka Mg(\df, V4).

_ 22842
) =

dyurnmja je KOHBeKCHa Ha (—oo, —1) u Ha (1,+00), KoHKaBHA Ha (—1,1).
IIpeBojua Taura je (—1,—3%/5).

0) u ma (V/2, +00).
a (1,V2).

T T T T T T T T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4
—15 15+

7.5 - 7.5+




