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Дескриптивна статистика

1. Расподела фреквенција
Сређивањем података добијају се статистичке серије које се по начину формирања и анализирања деле на структурне и временске серије.

Серије структуре расподеле статистичког скупа по вредностима обележја састоји се из два реда обавештења: модалитета и фреквенције (броја јединица). У зависности од врсте обележја постоје серије структуре са номиналним (квалитативним) и са нумеричким (квантитативним) обележјем. Модалитети атрибутивних обележја се исказују описно и за њихово груписање потребно је имати јасну шему квалификације формирану по критеријуму који одговара природи самог обележја

	Врста садница
	Број

	Бор
	140

	Јела
	80
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фреквенције


Квантитативно обележје:

· Број чланова домаћинства: 

· Број смена у предузећима: 

може се приказати расподелом релативних фреквенција која се добија тако што се за сваку могућу вредност обележја Х утврди колико елемената статистичког скупа узима ту вредност.

	(Х)
	Апсолутнe фреквенцијe (f)
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Градирање бројчаних вердности обележја се разликује у зависности од тога да ли је обележје:

· Прекидно (дисконтинуално) = групишу се по величини (од ниже ка вишој вредности)

· Непрекидно (континуално) = Х узима вредност из коначног или бесконачног интервала (а, b); тај интервал се дели на подинтервале (а, а1), …, (аk, b) који се зову групни интервали (који не морају бити једнаки)

	Групни интервали
	Апсолутне фреквенције (f)
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Одређивање групних интервала (броја и величине) често се врши уз помоћ Sturgess-овог правила: 

· Величина интервала: 
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 где је N број података

· Број интервала: 
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Ако треба поделити Х на два или више статистичких скупова, онда апсолутне фреквенције морају да се претворе у релативне бројеве и то уз помоћ расподеле релативних фреквенција. 
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	(Х)
	Апсолутне фреквенције (f)
	Релативне фреквенције (р)
	Процентуалне релативне фреквенције (р) (%)
	Кумулативне апсолутне фреквенције (С)
	Кумулативне релативне фреквенције (F)
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Релативне фреквенције су бројеви који задовољавају следећа два услова:
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Кумулативна фреквенција i-тог групног интервала се добија када се све фреквенције за претходне интервале саберу 
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 када се 
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 поделе са бројем елемената статистичког скупа 
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2. Графичко приказивање расподела фреквенција
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Обавља се уз помоћ графикона који се конструишу тако што се на хоризонталноиј оси наноси вредност обележја Х (Х=прекидно) или границе групних интервала (Х=непрекидно). Код графикона апсолутних фреквенција на Y оси се наносе вредности одговарајућих фреквенција за групни интервал или Х, и констуришу се правоугаоници изнад групних интервала са висинама једнаким фреквенцијама; када се споје тачке на среднама групних интервала добија се полигон апсолутних фреквенција. 
Код релативних фреквенција користе се хистограми: на Х оси су средине групних интервала, а затим се око тих тачака врши конструисање правоугаоника чије ће површине бити једнаке вредностима релативних фреквенција. Пример: 

· [image: image1331.png]


Ако је дужина i-тог интервала: 
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· Висина правоугаоника изнад тачке:  треба да је: 
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 р је одговарајућа релативна фреквенција 

· Хистограм релативних фреквенција (на слици=>)
Хистограм је веома погодан за поређење расподела фреквенција: 
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	· Расподела Х на два скупа
	· Кумулативне фреквенције


На основу хистограма који одговара расподели релативних фреквенција непрекидног обележја Х, може се изабрати крива линија која ће апроксимирати посматрану расподелу [image: image1334.png]044
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фреквенција. Та линија се зове закон вероватноће или функција густине и представља гранични облик хистограма ако се број елемената у статистичком скупу неограничено повећава, а дужине интервала, на основу којих правимо хистограм, неогранчено се смањују.
3. Средње вредности обележја
За дубљу анализу нису довољни релативни бројеви и расподела фреквенције, веће се утврђују извесни показатељи и параметри, чије утврђивање омогућава доношење закључака о одређеној појави или процесу. Прва група тих параметара су средње вредности (просеци): 

Пожељне особине средњих вредности су:

· Ако су све вредности обележја Х једнаке и њихова средња вредност треба да је толика

· Ако постоје минимална и максимална вредност Х онда је средња вредност већа од минимума и мања од максимума

· Средња вредност треба да зависи од свих вредности Х на целом статистичком скупу

Аритметичка средина низа бројева је број који се добије кад се њихов збир подели са укупним бројем чланова тог низа.

Најчешће се користи, метод израчунавања је исти за негруписане и груписане податке:

· Ако су утврђени 
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· Ако је х прекидног типа, 
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· Ако је х непрекидног типа, 
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 са фреквенцијама 
[image: image30.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

å

=

N

f

f

f

k

i

i

k

1

1

;

,...,

:


[image: image31.wmf]å

=

-

=

=

+

=

k

i

i

i

i

i

i

f

x

N

x

k

i

a

a

x

1

1

1

,...,

2

,

1

;

2


Осим ако се први и последњи групни интервал знатно разликују по дужини од осталих (или ако је неки од њих бесконачан), тада је: 
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, где је 
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 просечна дужина преосталих 
[image: image34.wmf](
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Из расподеле релативних фреквенција 
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Поред универзалних (који се могу показати) аритметичка средина има још неке особине које омогућавају њено лакше одређивање:

1) Збир одступања вредности обележја Х на посматраном скупу од њихове аритметичке средине је једнако нули:
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2) Збир квадрата одступања вредности обележја Х на елементима статистичког скупа од било ког броја а је најмањи ако је 
[image: image37.wmf]x

a

=

:


[image: image38.wmf](

)

=

-

å

=

N

i

i

a

x

1

2

минимум за 
[image: image39.wmf]x

a

=


3) Ако између Х и Y постоји линеарна зависност, иста таква зависност постоји између њихових аритметичких средина:
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4) Претпоставка: статистички скуп 1: 
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; тада је аритметичка средина за оба скупа заједно једнака пондерисаној аритметичкој средини:
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5) Посматра се S статистичких скупова са 
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 аритметичких срединареспективно. Тада је аритметичка средина обележја Х на свим скуповима заједно једнака пондерисаној аритметичкој средини:
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Често се статистички скупови састоје из стратума, тј. подскупова који се међусобно искључују, а заједно чине цео скуп. Статистички подаци се прикупљају и обрађују по стратумима => анализа целог скупа, што је некад немогуће.

Геометријска средина (најпогоднија у анализама временских серија) низа бројева је N-ти корен из производа његових чланова. Нека су 
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 вредности посматраног обележја Х на елементима статистичког скупа. Геометријска средина је једнака: 
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Када је Х дато расподелом фреквенција 
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Употреба геометријске средине је могућа само за позитивна обележја.

Логаритмовањем се добија: 
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За релативне фреквенције се добија: 
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i

N

f

p

x

p

G

i

i

k

i

i

i

,

1

,

,

log

log

1

=

=

=

å

=


Све особине аритметичке поседује и геометријска средина.

Хармонијска средина низа бројева је реципрочна вредност аритметичке средине реципрочних вредности чланова тог низа.

Ако су 
[image: image53.wmf]n
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 вредности обележја Х на N елемената статистичког скупа, тада је хармонијска средина: 
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Када је Х дато расподелом фреквенција: 
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Преко релативних фреквенција: 
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Cauchy-јева теорема: 
[image: image57.wmf]m
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4. Индекси, стопе промене
Служе за најједноставнију анализу временских серија (праћење динамичких кретања појава).
Индекс је број који представља количник вредности посматраног обележја Х у тренутку t (Xt) и вредности тог обележја у неком другом тренутку 
[image: image58.wmf](
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Постоје две врсте индекса: базни и ланчани индекс.

Ланчани индекси су количници вредности обележја Х у тренутку t (Xt) и његове вредности у претходном тренутку мерења t–1 (Xt-1). За 
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 ланчани индекси су: 
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За временску серију од Т података, добија се (Т–1) ланчани индекс јер се први податак у серији не може поредити са претходним. 

Ако од процентуално израженог индекса у тренутку t одузмемо 100, добићемо процентуално изражену промену обележја Х од момента (t–1), до момента t који називамо стопа промене. 
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	Графички приказ ланчаних индекса


Базни индекси служе за исказивање промене посматраног обележја у временској серији у односу на један тренутак мерења са којим желимо да поредимо остале промене:
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У статистичкој анализи се често користи просечна стопа промене:
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5. Одређивање и интерпретација модуса и медијане обележја
Модус је она вредност обележја Х која има највећу фреквенцију у посматраном статистичком скупу или она вредност у чијој се околини најчешће појављују „измерене“ вредности Х на статистичком скупу.

То је једина средња вредност која се може користити за квалитативна обележја и представља добар показатељ за хомогене статистичке скупове. 

Када је Х груписано и дато расподелом фреквенција, за модус се узима средина групног интервала са највећом фреквенцијом.

Медијана је она вредност обележја Х која дели статистички скуп на два једнака дела. 

Ако су 
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За обележје које је груписано и дато расподелом фреквенција, медијану одређујемо тако што прво одредимо групни интервал у коме се налази 
[image: image64.wmf]e

m

, а затим по договору бирамо једну вредност из тог интервала. 

Ако је Х дато расподелом: 
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Прво се одређује индекс S за који ће бити задовољено: 
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За медијану се узима вредност Х у интервалу 
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 на следећи начин:
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6. Мере варијабилитета обележја

Указује на две чинњенице: њихов износ говори колико су средње вредности обележја Х добри представници свих њихових вредности на посматраном скупу и треба да покажу колико се сви елементи на посматраном скупу међусобно разликују у односу на дато обележје Х. Тј: што је варијанса мања то је средња вредност бољи представник, и обрнуто.

· Размак варијације је размак између највеће и најмање вредности Х на посматраном статистичком скупу: 
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Када је обележје Х груписано и дато расподелом фреквенција 
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k

a

a

a

a

-

-

-

1

1

0

,...,

, да бисмо одредили R, морамо знати 
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. Има највећу примену у контроли квалитета и индустријској производњи.
· Квартилна девијација склужи зискључење одређеног процента елемената статистичког скупа. Одређена је изразом:
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 – горњи квартил је она вредност обележја Х за коју 75% елемената стати-стичког скупа има вредност Х мању од 
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 – доњи квартил је она вредност обележја Х за коју 25% елемената статистичког скупа има вредност мању од 
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Рачунају се слично као медијана:


[image: image81.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

³

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

³

<

å

å

å

å

å

å

=

+

+

+

=

=

=

+

+

+

=

=

P

i

i

P

P

P

P

P

i

i

P

i

i

S

i

i

S

S

S

S

S

i

i

S

i

i

f

N

f

a

a

a

X

N

f

N

f

X

f

N

f

a

a

a

X

N

f

N

f

X

1

1

1

75

,

0

1

1

1

75

,

0

1

1

1

25

,

0

1

1

1

25

,

0

2

3

;

4

3

;

4

3

2

;

4

;

4


· Средња девијација (зависи од свих вредности Х) је аритметичка средина апсолутних вредности одступања од његове аристметичке средине 
[image: image82.wmf]x

 на посматраном статистичком скупу:

· 
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је аритметичка средина: 
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· За груписане податке дате расподелом фреквенција: 
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· Релативне фреквенције: 
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· Варијанса и стандардна девијација. Стандардна девијација је позитивна вредност корена варијансе. Варијанса је аритметичка средина квадрата одсупања вредности обележја Х од његове аритметичке средине:

· 
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је аритметичка средина: 
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· Релативне фреквенције: 
[image: image94.wmf](
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· Коефицијент варијације је процентуално изражен однос стандардне девијације и аритметичке средине обележја Х:
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7. Особине варијансе обележја

· Варијанса обележја Х је једнака нули, ако и само ако је Х константно на свим елементима статистичког скупа, тј: 


[image: image96.wmf]{

}

(

)

{

}

N

i

e

x

s

i

,...,

2

,

1

,

0

2

Î

"

=

Û

=


· Варијанса обележја Х се може изразити формулом:
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 када је Х груписано

· Нека обележје Х има варијансу 
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 и ако постоји линеарна веза 
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· Претпоставимо да један статистички подскуп има 
[image: image103.wmf]1

N

 елемент, са аритметичком средином 
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 и варијансом 
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 тада је варијанса статистичког скупа:
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· Уопштено (4); статистички скуп од k подскупова 
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 где је: 
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величина статистичког скупа, а 
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 његова аритметичка средина.
8. Моменти статистичког обележја
Обичан моменат k-тог реда статистичког обележја Х представља математичко очекивање k-тог степена тог статистичког обележја: 
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· Ако је Х прекидно: 
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· Ако је Х непрекидно: 
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· Специјално: 
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Централни моменат k-тог реда статистичког обележја Х је очекивана вредност k-тог степена разлике статистичког обележја Х и очекиване вредности m: 
[image: image116.wmf](

)

,

k

k

m

X

E

-

=

m

 
[image: image117.wmf](
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· Ако је Х прекидно: 
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· Ако је Х непрекидно: 
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· Специјално: 
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Централни моменти се лакше одређују преко обичних момената: ако k-ти степен разлике (Х–m) развијемо преко биномног обрасца добићемо: 
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Спацијално: 
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9. Pearson-ови коефицијенти обележјa
10. Коефицијент спљоштености обележја
Коефицијент асиметрије, за мерење асиметричности расподеле Х служи параметар базиран на 
[image: image124.wmf]x

 и 
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За симетричне расподеле 
[image: image127.wmf]0

=

a

K

, асиметричне у лево за 
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Мада је једноставан, више се користи Pearson-ов коефицијент: 

[image: image1336.png]


Први Pearson-ов коефицијент је дефинисан преко количника 
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, где је 
[image: image131.wmf]3

m

 трећи централни моменат. 
· 
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· 
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· Релативне фреквенције: 
[image: image136.wmf](
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[image: image137.wmf]0
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 – расподела Х је симетрична (и обрнуто). 
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 – расподела Х асиметрична у леву страну. 
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 – расподела Х асиметрична у десну страну.
Коефицијент спљоштености служи као мера спљоштености једне расподеле и дефинише се на основу тзв. четвртог централног момента. 
[image: image1337.png]


Други Pearson-ов коефицијент је количник 
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· 
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· Релативне фреквенције: 
[image: image145.wmf](
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[image: image146.wmf]3
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 – обележје Х има нормалну спљоштеност (и обрнуто). 
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 – обележје Х има спљоштеност већу од нормалне. 
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 – обележје Х има спљоштеност мању од нормалне.

Може се користити и коефицијент 
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II 
Узорак, тачкасте оцене

11. Популација, узорак, статистике
У статистичким истраживањима, срећемо следеће проблеме:
· Посматрамо статистички скуп од N елемената и на њима обележје Х дато расподелом: 
	х
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При чему су x1, x2, ... могуће вредности обележја Х (ако је то обележје прекидно) или средина интервала 
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 (ако је обележје непрекидно). 

Особине статистичког скупа одређујемо на основу вредности параметара тог обележја, а саме параметре преко њихове расподеле. У пракси је расподела (а самим тим и параметар) непозната, па се најчешће бира мали подскуп из статистичког скупа и на елементима тог подскупа се мери обележје Х, а доносе закључци о целом скупу. Овакав скуп се назива популација, а подскуп узорак.
· Посматрамо експеримент чији је резултат случајна променљива Х са датим законом вероватноћа. Да бисмо проверили да ли тај закон вероватноћа одговара експерименту, поновићемо експеримент одређени број пута и на основу резултата понављања извешћемо закључак. И овде расподела Х је популација, а резултати понављања узорак.

· На основу расположивих података о некој појави (узорак) потребно је донети закључак о законитостима посматране појаве (популација) и у оним областима за које немамо податке. 

· Сваку друштвену или природну појаву испитујемо тако што формулишемо одређени модел којим објашњавамо ту појаву, поставља се, наравно, проблем исправности модела, а решава извршавањем већег броја мерења. Модел = популација, резултати мерења = узорак.
У свим случајевима, на основу података из узорка се доносе закључци о популацији.
Методе закључивања зависе од начина добијања података: 

· Прост случајан узорак – избор било ког елемента популације не зависи од избора других елемената, тј. вероватноћа избора једног елемента у узорку не зависи од вероватноће других елемената узорка.
· Систематски узорак – случајно се бира први елемент, а затим сваки k-ти елемент популације (5, 10, ...).
· Стратификовани узорак – популација подељена на стратуме (хомогене целине), избор се врши за сваки стратум посебно (за сваки одређени број јединица).
· Узорак скупина – елементи популације су подељени у скупине, па се врши избор скупина, а затим посматрају сви елементи скупине као елементи узорка или се у оквиру изабране скупине врши избор елемената који ће ући у узорак. 
Комбиновањем ове четири врсте добијамо и друге, основно је да се код ових врста узорака постиже репрезентативност узорка која представља подлогу ваљаности донетих закључака на основу узорака. 

Теорија која проучава разне врсте узорака и методологије избора узорка зове се планирање узорака (планови узорковања)

Особине узорака преко функција задатих на узорку: пошто је узорак 
[image: image155.wmf](

)

n

x

x

,...,

1

 случајна променљива, онда било каква функција тог узорка ће такође бити случајна променљива. Таква функција, у ствари, представља известан параметар узорка и зове се статистика. Дакле, функција 
[image: image156.wmf](
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 представља статистику, а за конкретан узорак са вредностима 
[image: image157.wmf](
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 статистика z има одређену вредност 
[image: image158.wmf](
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 и представљаће једну реализацију те статистике. За неке друге вредности узорка 
[image: image159.wmf](
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 статистика z ће имати другу вредност 
[image: image160.wmf](
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Са променом вредности узорка мењаће се и вредности статистике z, вероватноћа појединачних вердности узорака одређује се из веродостојности узорка, па ће и вероватноћа појединих вредности статистике бити одређене преко веродостојности узорка. Дакле, расподелу, тј. закон вероватноћа статистике z, дефинисане на узорку 
[image: image161.wmf](
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 одређиваћемо из веродостојности узорка:


[image: image162.wmf](

)

(

)

Õ

=

=

n

i

i

n

x

f

x

x

f

1

1

,...,

 (случајна променљива на популацији непрекидног типа)
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Да би се одредила расподела (закон вероватноћа) потребно је утврдити све њене могуће вредности (за све могуће узорке из посматране популације), а затим вероватноће свих тих вредности.

12. Математичко очекивање и варијанса аритметичке средине узорка

Нека је аритметичка средина обележја Х на популацији једнака 
[image: image164.wmf]m

, а његова варијанса има вредност 
[image: image165.wmf]2
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, тј. нека је 
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, при чему је Х случајна променљива везана за неки експеримент. Посматрајмо узорак величине 
[image: image167.wmf]n

, извучен из ове популације, означимо елементе узорка са 
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Аритметичка средина узорака (средина узорка)  је статистика дата функцијом:
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· Статистика 
[image: image170.wmf]x

 је линеарна функција случајне променљиве 
[image: image171.wmf]i
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 које су међусобно независне и све имају исту расподелу, па је очекивана вредност ове статистике једнака линеарној функцији очекиваних вредности променљиве 
[image: image172.wmf]i
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. Очекивана вредност и варијанса сваке променљиве  једнака је 
[image: image173.wmf]m

 и 
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 популације, зато је: 
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тј. очекивана вредност узорка је једнака очекиваној средини популације, а њена варијанса је једнака варијанси популације подељеној са величином узорка, тј:


[image: image176.wmf](

)

(

)

n

x

Var

m

x

E

2

,

s

=

=


Одакле следи да са растом узорка 
[image: image177.wmf](

)

x

2

s

 ће опадати и тежити нули, када 
[image: image178.wmf]¥
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. То значи да ће вероватноћа да ће се 
[image: image179.wmf]x

 наћи у одређеној околлини око 
[image: image180.wmf]m

 тежити јединици када 
[image: image181.wmf]¥
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, тј. за довољно велики обим узорака моћи ћемо, скоро сигурно, да тврдимо да ће се средина узорка мало разликовати од средине популације.
· Ако претпоставимо да Х има на популацији нормалну расподелу, тј. 
[image: image182.wmf](
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, код узорка извученог из ове популације средина узорка ће имати нормалну расподелу 
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, одакле следи да ће и статистика 
[image: image184.wmf]n
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 која представља стандардизовану средину узорка имати стандардизовану нормалну расподелу: 
[image: image185.wmf](

)

1

,

0

:

*

N

n

m

x

z

s

-

=

.

Овај резултат може да се искористи за одређивање вероватноће појединих догађаја везаних за средину узорка 
[image: image186.wmf],

x

 најчешће вероватноћа разлика средине узорка 
[image: image187.wmf]x

 и средине популације 
[image: image188.wmf].
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 То је догађај облика:
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За одређене вредности 
[image: image190.wmf],
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може се одредити вероватноћа из таблица за функцију нормалне расподеле. Обрнуто, за задату вероватноћу може се одредити околина средине 
[image: image191.wmf].
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· За одређивање расподеле средине узорка 
[image: image192.wmf]x

 за сваку популацију користи се централна гранична теорема: ако је очекивана вредност (средина) популације 
[image: image193.wmf],
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 а варијанса 
[image: image194.wmf]2
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, тада расподела средине 
[image: image195.wmf]x

 узорка тежи нормалној расподели са средином 
[image: image196.wmf]m

 и варијансом 
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 (када 
[image: image198.wmf]n

 неограничено расте), па за довољно велико 
[image: image199.wmf]n

 можемо рећи да се средина узорка 
[image: image200.wmf]x

 имати приближно нормалну расподелу, тј. 
[image: image201.wmf](
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На основу ове теореме, нормална расподела постаје универзално применљива, па се зато најчешће користи. За једну групу података основно што треба рачунати је њихова средина.
Уз ову теорему се могу лако решавати следећи проблеми:

· Колика је вероватноћа да ће се средина узорка и средина популације разликовати за мање од датог броја ε?
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· Одредити интервал око средине узорка, тако да са заданом вероватноћом тврдимо да ће средина популације бити у том интервалу; то ће бити интервал 
[image: image203.wmf](
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 треба одредити тако да функција 
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 буде једнака задатој вероватноћи
· За који обим узорка 
[image: image206.wmf]n

 можемо, са задатом вероватноћом, тврдити да ће се средина узорка и средина популације разликовати за мање од датог броја 
[image: image207.wmf]e

. То ће бити она вредност 
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 за коју функција 
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 има вредност задане вероватноће. 

13. Тачкасте оцене (+ питања 18. и 19.)
Обележје основне популације је случајна променљива Х која има неку расподелу, а та расподела има непознат параметар 
[image: image210.wmf]q

. Потребно је оценити (одредити) параметар 
[image: image211.wmf]q

 помоћу узорка. Из узорка се рачунају оцене (статистике) које обележавамо са 
[image: image212.wmf]q
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Особине (пожељна својства) тачкастих оцена:

· Сагласност – сагласна је она оцена за коју важи: 
[image: image213.wmf]{
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Сагласна је она оцена 
[image: image214.wmf](
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 која конвергира у вероватноћи ка параметру 
[image: image215.wmf](
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· Центрираност – центрирана је она оцена за коју важи: 
[image: image216.wmf](
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Математичко очекивање оцене 
[image: image217.wmf](
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 једнако је параметру 
[image: image218.wmf](
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· Ефикасност – што нека оцена има мању дисперзију, тиме је ефикаснија (најмања дисперзија је нула, и то од константе)

Најмању могућу дисперзију најефикасније оцене 
[image: image219.wmf](
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 даје нам Rao-Cramer-ова једначина:

· За прекидне: 
[image: image220.wmf](
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, где је 
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 закон раста

· За непрекидне: 
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, где је 
[image: image223.wmf](
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 густина раста

Пошто свака друга оцена 
[image: image224.wmf](
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 има већу дисперзију од оцене 
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)

0

q

 можемо писати: 
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 што је неједначина Rao-Cramer-а.
За разлику од интервалних оцена, тачкасте оцене одређује број, а не интервал. Оне су врста статистичког оцењивања у које спада: 

· Метод максималне веродостојности

· Метод најмањих квадрата
14. Непристрасне оцене параметра
Оцена непознатог параметра 
[image: image227.wmf]q

 је 
[image: image228.wmf]q
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. То је случајна променљива која ће узимати разне вредности за разне узорке из исте популације. Та статистика ће имати своју очекивану вредност, а то ће бити она вредност која представља параметар њене централне тенденције, па је пожељно да буде испуњен услов: 
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Ако је очекивана вредност оцене 
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 непознатог параметра популације 
[image: image231.wmf]q

 једнака том параметру 
[image: image232.wmf]q

, онда је таква оцена непристрасна оцена.

Ако је 
[image: image233.wmf](
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 онда је таква оцена позитивно пристрасна, односно ако је 
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 онда је таква оцена негативно пристрасна.

Непристрасне оцене очекиване вредности популације и централних момената популације (ако је очекивана вредност популације 
[image: image235.wmf]m

 позната) су средина узорка 
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 и централни моменти узорака 
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, респективно. Обични моменти представљају непристрасне оцене обичних момената. 

Основна предност непристрасних оцена: 
· ако посматрамо само оне непристрасне оцене 
[image: image238.wmf]k
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 чије су варијансе мање од варијансе популације, тј:
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 бити оцена за коју је 
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· ако k тежи 
[image: image242.wmf]¥

, тада варијанса оцене 
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, тежи нули, па ће 
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 бити све ближе правој вредности параметра 
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· ако би оцене 
[image: image246.wmf]q
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 биле пристрасне, са пристрасношћу 
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 онда би 
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 била све ближе вредности 
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, а не 
[image: image250.wmf]q

 (разлике би расле са растом пристрасности)

Непристрасност је пожељна особина која на основу већег броја узорака из исте популације у просеку одређује вредност непознатог параметра. Иако то некада није довољно, значај непристрасних оцена је велики.
15. (Не)пристрасност аритметичке средине и варијансе узорка
Ограничимо се на класу непристрасних оцена непознатог параметра 
[image: image251.wmf]q

. Потребно је изградити критеријум „ваљаности“ такве оцене. Оцена 
[image: image252.wmf](
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 параметра 
[image: image253.wmf]q

 биће добра ако је у извесном смислу близу праве вредности тог параметра; зато је неопходно утврдити меру „блискости“ статистике (оцене) и параметра.
Посматрамо интервал око праве вредности, тј. 
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Ако је прва вероватноћа увек већа од друге, и то за свако 
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 буде мања од варијансе статистике 
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Варијанса статистике која представља непристрасну оцену зове се средња квадратна грешка оцене. Да би оцена 
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 једног параметра 
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 била боља од оцене 
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, тј. потребно је да је њена средња квадратна грешка мања од средње квадратне грешке оцене 
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Средња квадратна грешка оцене изражава меру концентрисаности оцене око праве вредности параметра, па је зато пожељно да та концентрисаност буде већа, тј. да средња квадратна грешка оцене буде што мања.

Да би дошли до „најбоље“ непристрасне оцене једног параметра потребно је да у класи свих непристрасних оцена нађемо ону чија варијанса има минималну вредност, тј. за коју је: 
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 било каква непристрасна оцена параметра 
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Непристрасна оцена са минималном варијансом је оптимална оцена параметра 
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 у класи непристрасних оцена.
16. Расподела аритметичке средине узорка са и без претпоставке о нормалној расподели обележја (= питање 12. под 1. и 2.)
17. Ефикасност оцена

За параметар 
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 популације потребно је наћи његову оцену 
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За праву меру ефикасности једне оцене потребно је упоредити ову средњу квадратну грешку са сличним показатељима, посматамо ону оцену 
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Ефикасност оцене 
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 параметра 
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 је количник минималне средње квадратне грешке и средње квадратне грешке оцене 
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Ако се посматрају само непристрасне, онда је ефикасност оцене 
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 количник варијанси: 
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Ефикасност оцене је број који испуњава услов 
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 ефикасна оцена параметра 
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18. Метод максималне веродостојности
За узорак 
[image: image288.wmf](
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 функција веродостојности је функција облика: 
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 модел расподеле случајне променљиве Х на популацији.
За измерене вредности у узорку, функција L ће бити функција параметра модела.

Метод максималне веродостојности је метод избора једне вредности параметра модела као оцене тих параметара, али тако да функција веродостојности има што већу вредност. Пошто функција 
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 има максимум за исте вредности параметара као и функција L можемо тај максимум тражити решењем система једначина парцијалних извода:
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Посматрамо модел расподеле 
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 који може узети вредност из неког скупа реалних бројева. Најважније особине оцена овом методом:
(1) Ефикасност – ако постоји ефикасна оцена 
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 има само једно решење, а то је баш ефикасна оцена 
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(2) Принцип инваријантности – ако је 
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 пресликава тачке из скупа могућих вредности параметра 
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 у неки интервал у скупу реалних бројева. Ова особина важи такође и у случају када постоји више параметара 
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 пресликава те тачке у r-димензионални Еуклидов простор (
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(3) Једнозначност решења – једначина веродостојности не мора увек имати само једно решење. За већину модела постоји једнозначно решење једначине веродостојности, тј. постоји само једна оцена добијена овом методом

(4) Експоненцијална расподела – за модел расподеле дат функцијом:
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 функције које испуњавају одређене услове, оцена параметра модела је решење једначина 
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(5) Асимптотске особине – под одређеним условима везаним за парцијалне изводе функције 
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 једначина веродостојности има решење које по вероватноћи конвергира правој вредности параметра 
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. Такође, оцена максималне веродостојности 
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 има приближно нормалну расподелу: 
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 константа дата изразом: 
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Асимптотска ефикасност оцена максималне веродостојности је једнака 1, што значи да је 
[image: image322.wmf]q
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 асимптотски ефикасна оцена.
Примери оцена максималне веродостојности: биномна, нормална, логнормална расподела.
19. Метод најмањих квадрата, средња квадратна грешка оцене
[image: image1338.png]


Прво посматрамо модел са једним, а после са више фактора.
Нека је Y зависна променљива, а Х контролисана променљива. Линеарни статистички модел ће имати облик: 
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 независне случајне променљиве. Измерене вредности у узорку су 
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 и предста-вљају рој тачака у равни 
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 представља очекивану вредност случајне променљиве Y, под условом да је 
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 су епознати коефицијенти, оценићемо их тако да одступања измерених вредности 
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 буде што мања, зато ћемо посматрати збир квадрата тих одступања 
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 као функцију 
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 непознатих параметара.

Одредићемо вредности 
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 тако да ова функција има најмању могућу вредност, тј. оцењујемо их тако да средње квадратно одступање буде минимално. Изједначавањем парцијалних извода функције F са нулом 
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 добијамо следећи систем једначина: 
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који представља систем нормалних једначина.
Детерминанта система је: 
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1

1

2

1

1

1

2

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

=

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

-

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

X

X

n

n

X

X

X

D

тј. 

[image: image343.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

å

å

=

=

2

1

1

2

2

1

1

n

i

i

n

i

i

X

n

X

n

n

D


Означимо са 
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 и 
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 средину и варијансу вредности контролисане променљиве у узорку. Биће то следеће вредности 
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Пошто је 
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, систем ће имати једно и само једно решење. То решење ће бити тзв. оценa најмањих квадрата: 
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где се са 
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 означава средина зависне променљиве 
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Оцене 
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 се могу написати и у следећем облику:
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Други део питања је цело 17. питање. Особине оцена најмањих квадрата из питања 48.
20. Rao-Cramer-ова доња граница за варијансу оцене 

Посматрајмо оне моделе расподела дате законом вероватноћа 
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 које испуњавају следеће услове регуларности:
(1) Могуће вредности параметра 
[image: image356.wmf]q

 су све тачке на реалној оси или тачке унутар неког интервала

(2) Постоји коначан парцијални извод функције 
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(3) За свако 
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 интеграли парцијалних извода су коначни, тј: 
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(4) За свако 
[image: image362.wmf]q

 очекивана вредност квадрата функције 
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Нека је дата функција 
[image: image365.wmf](
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 која има коначну варијансу. Доња граница Rao-Cramer варијансе ове оцене дата је количником 
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 Фишерова функција информација о параметру 
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 садржана у моделу.

Поред тога, варијанса те оцене имаће најмању вредност, тј. биће 
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 има расподелу експоненцијалног типа, тј. ако је закон вероватноћа оцене 
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 дат функцијом облика 
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 из скупа могућих вредности функције 
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Специјално, ако је 
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, онда ће доња граница Rao-Cramer за варијансу оцене параметра 
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 бити једнака реципрочној вредности Фишерове функције информација. 

Доња граница Rao-Cramer омогућава да се утврди која је то вредност, тј. која је то најмања вредност варијансе било које оцене параметра (непознатог) 
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. Та вредност је једнака реципрочној вредности Фишерове функције информација и сада је тек јасно зашто је важна F-функција информација.
III 
Интервали поверења

21. Интервали поверења

Код неких проблема није неопходно утврдити једну вредност параметра, већ неки интервал у коме би могла да се налази права вредност тог параметра. Кад такав интервал одређујемо преко узорка 
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Из узорка 
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Означимо са 
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 проценат узорака који неће садржавати тај параметар, тј. нека је 
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 вероватноћа да нтервал 
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 представља ниво поверења, а 
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Ако из исте популације бирамо више узорака, онда ће проценат узорака који садрже параметар 
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 бити једнак нивоу поверења 
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Поступак одређивања интервала поверења:

(1) Одређујемо функцију узорка 
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 је дефинисана за сваку вредност 
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, непрекидна је и монотоно растућа (опадајућа)

· Расподела функције 
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 не зависи од непознатог параметра 
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(2) За задани ниво поверења 
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 која има закон вероватноћа 
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(3) Решавањем неједначина 
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(4) Пошто статистика 
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 има закон вероватноћа дат функцијом 
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, тако да је интервал поверења са задатим нивоом 
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 интервал: 
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Дужина интервала поверења зависи од нивоа поверења (
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). Обе ситуације су непожељне па се у праски унапред одреди ниво поверења (најчешће 
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 интервал поверења).
22. Интервали поверења за математичко очекивање
Нека је очекивана вредност популације 
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 непозната. Прво ћемо одредити интервал поверења за овај параметар када популација има нормалну расподелу. 
Нека је 
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 има стандардизовану нормалну расподелу са законом вероватноћа 
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, међутим она зависи и од варијансе популације 
[image: image440.wmf]2

s

, зато ћемо посматрати два случаја: 

(1) Нека је варијанса популације 
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 позната. Из закона вероватноћа статистике 
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 одредићемо интервал са границама 
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. Користећи таблице за функцију нормалне расподеле, одредићемо 
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(2) Нека је варијанса популације 
[image: image455.wmf]2
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 непозната. Сада не можемо користити статистику 
[image: image456.wmf]z

, јер њене вредности зависе од 
[image: image457.wmf]2

s

. У овом случај користимо статистику 
[image: image458.wmf]1

-

-

=

n

s

m

x

t

 која има Студентову расподелу са 
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. Из таблице за Студентову расподелу одредићемо 
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 добијају се решења: 
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Интервал поверења за 
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 у овом случају је интервал са границом: 
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Потребно је још одредити интервал поверења за 
[image: image470.wmf]m

 када популација нема нормалну расподелу, користимо се централном граничном теоремом из које се може закључити да ће статистика 
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За задати ниво поверења, дужина интервала поверења за очекивану вредност 
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 обрнуто је пропорционална величини узорка. Зато се са повећањем узорка може доћи до интервала поверења са жељеним узорком.
23. Једнострани и двострани интервали поверења за варијансу

Посматрамо узорак 
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Прво ћемо одредити једнострани интервал поверења (зато што нас у пракси најчешће интересује случај када је варијанса велика) . Из таблица за функцију Хи-квадрат расподеле одредићемо број 
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За одређивање двостраног интервала поверења такође користимо статистику 
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[image: image497.wmf]1

2

2

2

2

2

,

c

s

c

s

³

£

ns

ns

 добићемо неједначину 
[image: image498.wmf]1

2

2

2

2

,

c

s

c

ns

ns

£

£

, тј. догађај чија је вероватноћа једнака нивоу значајности 
[image: image499.wmf]g

, па је 
[image: image500.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

£

£

1

2

2

2

2

,

c

s

c

ns

ns

P

 а интервал поверења је са границама 
[image: image501.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

1

2

2

2

;

c

c

ns

ns

.
24. Интервали поверења за разлику математичких очекивања

Ако је 
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 позната, користимо статистику 
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Интервал поверења за разлику матаматичких очекивања:


[image: image513.wmf](

)

(

)

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

+

+

+

+

-

-

+

+

+

-

-

2

;

2

2

1

2

1

2

1

2

2

2

1

0

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

2

1

0

2

1

2

1

2

1

n

n

n

n

n

n

s

n

s

n

t

x

x

n

n

n

n

n

n

s

n

s

n

t

x

x

n

n

n

n


25. Интервал поверења за непознату вероватноћу

На основу граничне теореме Moivre-Laplace-a, зна се да статистика 
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 унапред задата вредност) има нормалну расподелу 
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Одакле следи да је интервал поверења: 
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IV 
Параметарски тестови 

26. Тестирање хипотеза

На основу резултата мерења у 
[image: image520.wmf]n

 бацања, хипотезу 
[image: image521.wmf]0

H

 ћемо прихватити или одбацити. Сама хипотеза 
[image: image522.wmf]0

H

 односиће се на пропорцију, резултати мерења ће бити резултати узорка, а поступак за проверу хипотезе на основу узорка ћемо звати тестирање хипотезе (поступак за одлуку да ли подаци у узорку иду у прилог хипотези 
[image: image523.wmf]0
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 или не).

Хипотезе се могу односити на одређене параметре популације, такве хипотезе су параметарске, а поступак тестирања таквих хипотеза је параметарски тест,

Хипотеза се може односити само на једну могућу вредност параметра или на само једну тачно одређену расподелу – таква хипотеза се зове проста хипотеза. У другим, мултипликованим случајевима у питању је сложена хипотеза. 
Ако, на било који начин, одлуку о прихватању или одбацивању хипотезе 
[image: image524.wmf]0

H

 доносимо на основу статистичких података, могуће су грешке два типа: 

· Грешка првог типа је грешка када хипотезу 
[image: image525.wmf]0
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 одбацимо, а она је тачна

· Грешка другог типа је грешка када хипотезу 
[image: image526.wmf]0
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 прихватимо, а она није тачна

Главни поступак при тестирању хипотезе: посматара се скуп могућих вредности у узорку. Нека је то скуп 
[image: image527.wmf]n
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 (тачке у n-димензионалном простору) који одговара узорку обима 
[image: image528.wmf]n

. Скуп 
[image: image529.wmf]n

R

 поделимо на два дела: подскуп 
[image: image530.wmf]C

 (критична област) и поскуп 
[image: image531.wmf]C
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Одлуку о одбацивању 
[image: image532.wmf]0
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 доносимо ако резултати узорка упадну у област 
[image: image533.wmf]C

, тј. у критичну област. Ако резултати узорка упадну у другу област 
[image: image534.wmf]C
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, хипотезу 
[image: image535.wmf]0
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 не одбацујемо, тј. прихватамо да је 
[image: image536.wmf]0
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 тачна. 
Када је хипотеза 
[image: image537.wmf]0

H

 тачна резултати у узорку могу упасти у 
[image: image538.wmf]C

 или не упасти у њу. У првом случају ми ћемо донети погрешне закључке. Означимо са 
[image: image539.wmf]a

 вероватноћу да се то деси, тј: 
[image: image540.wmf](
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 при чему су 
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 елементи узорка.

Нећемо погрешити ако резултати упадну у 
[image: image542.wmf]C
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, а вероватноћа тачности тог закључка је: 
[image: image543.wmf](
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У овом случају погрешан закључак је грешка I врсте, а 
[image: image544.wmf]a

 је њена вероватноћа и назива се ниво значајности.

Са друге стране, када 
[image: image545.wmf]0

H

 није тачна, оначимо то са 
[image: image546.wmf]0

H

, резултати узорка могу бити у 
[image: image547.wmf]C

. Тада ћемо на основу општег критеријума донети исправан закључак (тј. одбацићемо 
[image: image548.wmf]0

H

). Ако резултати узорка упадну у 
[image: image549.wmf]C
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, донећемо погрешан закључак (јер ћемо прихватити 
[image: image550.wmf]0
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). Вероватноћу овог погрешног закључка означимо са 
[image: image551.wmf]b

. То ће бити вероватноћа: 
[image: image552.wmf](

)

{

}

0

1

,...,

H

C

x

x

P

n

Ï

=

b

, а вероватноћа тачног закључка ће бити: 
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Вероватноћа 
[image: image554.wmf]b

представља вероватноћу грешке II врсте, а 
[image: image555.wmf](
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 је моћ теста.

	
	Закључак
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	Истина
	
[image: image558.wmf]0
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 = не прихватамо
	
[image: image559.wmf]0
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= прихватамо
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 = тачна
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[image: image563.wmf]0
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 = није тачна
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[image: image565.wmf]b




При овом поступку, 
[image: image566.wmf]C

 утиче на вероватноћу истинитости донешених закључака (одлука), ако се мења 
[image: image567.wmf]C

, мењаће се и вероватноћа грешака I и II врсте.

Циљ је да се, за унарпед одређену вероватноћу грешке I врсте, тј. за унапред одређени ниво значајности 
[image: image568.wmf]a

, изабере област 
[image: image569.wmf]C

 која ће довести до најмање могуће грешке II врсте 
[image: image570.wmf]b

, тј. да се изабере она област 
[image: image571.wmf]C

 за коју ће моћ теста 
[image: image572.wmf](
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 бити највећа.
27. Параметарски тестови

Када посматрамо обележје Х и његову расподелу у популацији, најчешће нас интересује неки параметар његове расподеле (просечна вредност, варијанса...). Обично располажемо неким подацима којима можемо формирати претпоставке о параметру. Да бисмо те претпоставке проверили из популације ћемо узети узорак величине n и на основу вредности у узорку донети закључак о тачности или нетачности претпоставке.
Означићемо са 
[image: image573.wmf]q

 непознати параметар популације, а са 
[image: image574.wmf]n
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 елементе узорка из посматране популације. Најпростији случај би био кад знамо да 
[image: image575.wmf]q

 може имати само две вредности 
[image: image576.wmf]0
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 и 
[image: image577.wmf]1
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[image: image578.wmf](
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. Тада хипотезе формулишемо на следећи начин:
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[image: image580.wmf](
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 = алтернативна хипотеза (обе су просте хипотезе)

Поступак тестирања 
[image: image581.wmf]0

H

:[image: image1340.png]a0

30

20

10

225 235 245 255 265 2,75 285 2,95 305





(1) Одређујемо статистику 
[image: image582.wmf](
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 дефинисану на узорку, тако да је њена расподела „концентрисана“ око вредности 
[image: image583.wmf]0

q

 кад је 
[image: image584.wmf]0

H

 тачна. Истовремено би требала бити таква да је њена расподела концентрисана око 
[image: image585.wmf]1

q

 када је хипотеза 
[image: image586.wmf]1

H

 тачна. Ако је 
[image: image587.wmf](
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 закон вероватноћа 
[image: image588.wmf]t

 то ће бити функција која ће зависити од вредности 
[image: image589.wmf]t

 и 
[image: image590.wmf]q

.

(2) Могуће вредности статистике 
[image: image591.wmf]t

 поделити на два дела избором броја 
[image: image592.wmf]0

z

(критична вредност) који ће бити између 
[image: image593.wmf]0

q

 и 
[image: image594.wmf]1
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(3) Критичну вредност 
[image: image595.wmf]0

z

 одредити тако да је вероватноћа догађаја 
[image: image596.wmf]0
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 под условом да је 
[image: image597.wmf]1
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 једнака прагу значајности 
[image: image598.wmf]a


(4) Са слике се види да ћемо избором 
[image: image599.wmf]0

z

 одредити вероватноћу грешака I и II врсте. Ако смањимо грешку I врсте (повећањем 
[image: image600.wmf]0

z

) повећавамо грешку II врсте и обрнуто. Зато се 
[image: image601.wmf]0

z

 одређује тако да буде унапред одређен број.

(5) Одлука о прихватању или одбавцивању 
[image: image602.wmf]0
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: када из узорка 
[image: image603.wmf]n
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 вредност статистике 
[image: image604.wmf]t

 буде мања од 
[image: image605.wmf]0
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, 
[image: image606.wmf]0

H

 усвајамо 
[image: image607.wmf](
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, у противном 
[image: image608.wmf]0
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 одбацујемо 
[image: image609.wmf](
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У овом случају од свих статистика 
[image: image610.wmf]t

 треба изабрати ону која ће имати „најбољу концентрисаност“ око 
[image: image611.wmf]0

q

 и 
[image: image612.wmf]1

q

. При том, под „најбољом концентрисаношћу“ треба подразумевати: 

· Очекивана вредност статистике 
[image: image613.wmf]t

 је око вредности 
[image: image614.wmf]0

q

 (или =
[image: image615.wmf]0
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) када је 
[image: image616.wmf]0
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 тачна, у противном је око 
[image: image617.wmf]1

q

 (или =
[image: image618.wmf]1
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)

· Од свих статистика које испуњавају први услов, изабрати ону са најмањом варијансом

У пракси се најчешће посматрају случајеви када је 
[image: image619.wmf]0

H

= проста, а 
[image: image620.wmf]1

H

= сложена.

Поступак за тестирање 
[image: image621.wmf]0

H

 у овим условима је аналоган претходном, с тим што се за 
[image: image622.wmf]t

 изабере статистика чији је закон вероватноћа 
[image: image623.wmf](
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 па даље иде као у претходном случају. 
Често се одређује статистика облика 
[image: image624.wmf](
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 чије вредности зависе од 
[image: image625.wmf]q

, а закон вероватноћа ће бити функција 
[image: image626.wmf](
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 која не зависи од 
[image: image627.wmf]q

. За хипотезу 
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 EMBED Equation.3  [image: image629.wmf](
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 одредићемо из закона вероватноћа 
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 критичну област 
[image: image631.wmf]C

 као интервал, такав да је 
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28. Просте, сложене хипотезе
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31. Тестирање хипотеза о математичком очекивању
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За све [(1), (2), (3)] важи:
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За све [(1), (2), (3)] важи:
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32. Тестирање хипотеза о једнакости математичких очекивања
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За 1), 2) и 3) важи: 
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[image: image758.wmf]2

s

 позната, а 
[image: image759.wmf]1

n

 и 
[image: image760.wmf]2

n

 нису велики узорци, онда трећа статистика за велике узорке 
[image: image761.wmf](

)

1

,

0

;

2

2

2

1

2

1

2

1

N

n

s

n

s

x

x

+

-

=

t

 отпада и користи се статистика:


[image: image762.wmf](

)

1

,

0

;

2

1

2

1

2

1

N

n

n

n

n

x

x

+

-

=

s

t


која такође даје три случаја.

33. Тестирање хипотеза о варијанси
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Зато ћемо одредити критичну вредност 
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Ако је 
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 тачна, статистика 
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 има Хи-квадрат расподелу, па је вероватноћа: 
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Одлука о прихватању (одбацивању) хипотезе: 

· 
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 се рачуна из узорка, а критична вредност из услова 
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Вероватноћа грешке I врсте је 
[image: image796.wmf]a

, а II врсте је фукција: 
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Моћ теста је функција: 
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 и представља монотоно растућу функцију, чија је минимална вредност једнака 
[image: image799.wmf]a
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34. Тестирање хипотеза о коефицијентима корелације
Користе се следеће статистике: 
· Средине узорка за 
[image: image800.wmf]X

 и 
[image: image801.wmf]Y
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· Варијансе узорка за 
[image: image803.wmf]X
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[image: image804.wmf]Y
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· Коваријанса узорка: 
[image: image806.wmf](
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· Коефицијент корелације узорка: 
[image: image807.wmf]y
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1) Хипотеза о коефицијентима корелације – најчешће нас интересује претпоставка о независности 
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Пошто статистика 
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 има Студентову расподелу, онда је вероватноћа: 
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Одлука је као и пре: 
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Често је потребно проверити претпоставку о степену корелираности променљивих 
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 унапред одређено. За тестирење хипотезе се користи трансформација Фишера.

Посматрамо статистику 
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 за довољно велики узорак има приближно нормалну расподелу са параметрима: 
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, у том случају, статистика:
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има приближно стандардизовану нормалну расподелу.
Критичну вредност одређујемо из нормалне расподеле, а у складу са алтернативном хипотезом 
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2) Хипотеза о једнакости два коефицијента корелације – чест случај. Нека је 
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 коефицијенти корелације из популација, потребно је тестирати хипотезу 
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Имају приближно нормалну расподелу са параметрима: 
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Ако је 
[image: image861.wmf]0
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 тачна, онда статистика 
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 има приближно стандарди-зовану нормалну расподелу. Критичну вредност одређујемо из функције нормалне расподеле, а одлуку о прихватању и одбацивању 
[image: image863.wmf]0
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 доносимо као и у претходном случају.
35. Параметри дводимензионалних случајних величина, оцене параметра

На елементима статистичког скупа посматрају се два или више обележја 
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X

,

. У оваквим случајевима је најинтересантнији проблем мерења узајамних зависности посматраних обележја. На популацији се такви проблеми решавају методама корелационе и регресионе анализе, чији су елементи у пракси непознати, па се посматра узорак од 
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 елемената на којима се мере обележја. Посматрамо случај два обележја 
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 (вредности елемената означићемо са 
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Претпоставимо да 
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 на популацији има нормалну расподелу са следећим параметрима: 
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1) из 34. питања (хипотезе о коефицијентима корелације)

2) из 34. питања (хипотезе о једнакости коефицијената корелације)
3) Хиптеза о регресионим коефицијентима – у моделу дводимензионалне нормалне расподеле регресиона крива је у ствари права. Очекивана вредност је линеарна функција: 
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y

am

m

b

-

=


Непознате коефицијенте 
[image: image876.wmf]a

 и 
[image: image877.wmf]b

 оцењујемо из узорка методом најмањих квадрата. За њихове оцене користимо статистике: 
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Нека је 
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 варијанса случајне променљиве 
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. Може се показати да је 
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Непараметарски тестови

36. Непараметарски тестови

Базирани су на моделу који укључује никакве предуслове у вези параметара популације из које је узорак извучен. Одређене претпоставке су карактеристичне за већину непараметарских тестова, али их је мање и слабије су него код параметарских, па непараметарски тестови не захтевају тако прецизна мерења као параметарских из чега произилази њихова значајна улога.
Предности:

· Искази о вероватноћи добијени из непараметарских тестова су тачке вероватноће

· Ако је узорак мали (рецимо 
[image: image887.wmf]6
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n

) онда нема алтернативних тестова осим ако је расподела популације прецизно дефинисана

· Постоји неколико подобних непараметарских тестова за узорке добијене из неколико популација

· Погодни су за податке који су рангирани (нестрпљивост)

· Могу се применити и на податке у номиналној (не само у ординалној) скали, за разлику од параметарских

· Лакши за учење и примену од параметарских

Недостаци:

· Ако су све претпоставке параметарског теста испуњене у подацима непараметарски тестови често губе информације из података. Степен губитка је изражен преко моћи (ефикасности) непараметарског теста

· Не постоји непараметарски метод за тестирање интеракција у моделима анализе варијансе, осима ако се не уведу специјалне ставке о адитивности

Служе да одговоре на питања:
· Да ли постоји разлика у централној тенденцији узорка популације

· Да ли постоји разлика између посматраних и очекиваних пропорција

· Да ли постоји разлика између посматраних и очекиваних фреквенција

· Да ли је разумно веровати да је узорак дошао из неке популације

Недостаци t–теста за разлику средина због којих се прибекава непараметарским тестовима:

· Претпоставке t–теста су нереалистичне за добијене податке

· Ако се избегну претпоставке t–теста добиће се реалнији закључак

· t–теста не одговара рангираним подацима

· t–теста не одговара квантитативним или ненумеричким подацима

· ако нас интересује разлика било које врсте, а не само централне тенденције

37. Хи-квадрат тест

· Тест сагласности – У реалности посматрамо узорак од 
[image: image888.wmf]n

 опсервација неке варијабле или статистичког обележја и треба да знамо да ли се та варијабла може посматрати као случајна променљива која има дату расподелу.
Означимо са 
[image: image889.wmf]0
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 хипотезу да су подаци о 
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 вредности у узорку генерисани случајном променљивом са потпуно одређеном расподелом 
[image: image891.wmf](

)

S

P

 преко које можемо одредити вероватноћу било ког скупа 
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. Ако је 
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 тачна, расподела узорка се може посматрати као статистика произашла из расподеле одређене са 
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. Обзиром на утицај случајности ове две расподеле неће бити исте, али за велико 
[image: image895.wmf]n

 очекујемо да ће расподела узорка бити добра апроксимација расподеле популације, зато је природно да уведемо меру девијације између ове две расподеле популације, па на основу њене расподеле формирамо одговарајући тест.

Мера девијације (разлика) између овим расподелама најчешће се конструише као што је то учинио Pearson: скуп могућих вредности променљиве подели се на коначан број подскупова и посматра се разлика између очекиваних фреквенција и расподеле 
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Означићемо са 
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. Такођер, претпоставимо да су ове вероватноће веће од нуле, а њихов збир једнак јединици.

Означимо са 
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 одговарајуће фреквенције у узорку (при чему је 
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Pearson посматра разлие између реализованих вредности статистика 
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Када величина узорка расте, расподела статистике 
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· Одређујемо вредност статистике 
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· Утврђујемо критичну област, 
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· Тест подобности модела  (аналогни поступак) – Ретко су познати сви параметри, па треба проверити да ли неки модел расподеле одређен са 
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Расподела ове статистике нам је непозната јер не знамо вредности 
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 расподела статистика тежи Хи-квадрат расподели са коригованим степенима слободе, тј. умањеним за број оцењених параметара: 
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· Тест категоризованих података – Погодан за анализу података који се могу категоризовати. Број категорија може бити две или више. Користи се за одговор на питање да ли постоји значајна разлика између посматраног броја опсерварција које падају у сваку од категорија и очекиваног броја базираног на 
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[image: image948.wmf](

)

å

=

-

=

k

i

i

i

i

E

E

1

2

2

q

c

, где су: 
[image: image949.wmf]=

i

q

 „измерен“ број случајева i-те категорије, 
[image: image950.wmf]=

i

E

 очекивани број случајева у i-тој категорији кад је хипотеза 
[image: image951.wmf]0

H

 тачна, k = број различитих категорија.

Ова формула сумира  k квадратних разлика између очекиваних и посматраних фрекве-нција, подељених са очекивановм фреквенцијом. 
· Табеле контигенције (цело питање 38.)
38. Табеле контигенције
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[image: image957.wmf]0

H

 мора одбацити.

Општи случај: на елементима статистичког скупа мере се два обележја Х и 
[image: image958.wmf]Y

. Њихову независност проверавамо преко одговарајуће дводимензионалне расподеле популације. Када су заједничке расподеле једнаке производу маргиналних расподела Х и 
[image: image959.wmf]Y
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Означимо са 
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Статистика формирана од разлика између утврђених и очекиваних фреквенција биће: 
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Ова статистика има (приближно)  Хи-квадрат расподелу са 
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Одлука о (не)прихватању 
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39. Тест корака

Ако истраживач жели да донесе неки закључак о популацији, коришћењем резултата из узорка, тада тај податак мора бити случајан. Постоји неколико техника за тестирање хипотеза о случајности узорка. Ове технике се базирају на оригиналном редоследу по којем се добијају ндивидуални резултати или опсервације. Сваком елементу узорка се, по неком правилу, придрижи један од два симбола (+ или –). Тако се сваком узорку придружи одговарајући низ симбола + или –.
Корак је дефинисан као непрекидан низ идентичних симбола , који следе или претходе низу  различитих симбола.

Закон вероватноће статистике k дат је функцијом:
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Параметри статистике k: 
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За велике узорке могуће је користити апроксимацију расподеле k која даје прихватљиве резултате када су 
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[image: image1012.wmf]n
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Стандардизована променљива 
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Кораци у тесту корака:
(1) Одредити 
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 опсервација у редоследу појављивања

(2) Израчунати број корака k
(3) Одредити придружену вероватноћу р кад је 
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· Сад вредности у овом узорку поделимо са 
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, стављаћемо 1, а ако је већа 0. Исто важи и за све остале чланове узорка, одакле следи број корака.
40. Тестирање хипотеза о случајности узорка применом теста корака
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 има приближно стандардизовану нормалну расподелу (ако је 
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 тачна).

Избор критичне вредности зависи од 
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 (алтернативна хипотеза). Разликоваћемо три случаја: 

1. Може се десити да у току узимања узорка вредност обележја Х мењала монотоно, тако да је просечна вредност расла или опадала. Због тога ће случајност у узорку бити поремећена па је алтернативна хипотеза 
[image: image1046.wmf]1
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 (случајност у узорку је нарушена због монотоности очекиване вредности у популаицији).

Ако је то случај онда ће у узорку вредности расти или опадати па ће број корака бити мали. За критичну вредност одредићемо 
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Вероватноћа ће бити 
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2. Промене у популацији су такве да је очекивана вредност популације периодично расла, па опадала. Та периодичност је узрок промене у узорку. Алтернативна хипотеза 
[image: image1057.wmf]1
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 је (случајност је нарушена због периодичних промена очекиване вредности у популацији).
Избор критичне вредности је исти као под 1. с тим што је вероватноћа 
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 (узорак није случајан). Критичну вредност 
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 тачна, вероватноћа њеног одбацивања ће бити 
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41. Тест Kolmogorov-Smirnov
Спада у категорију тестова сагласности. Заснован је на утврђивању степена слагања између расподеле вредности узорка (добијени резултати) и неке одређене теоријске расподеле. Овај тест одређује да ли је разумно веровати да је узорак дошао из поулације која има претпостављену теоријску расподелу.
Тест укључује одређивање кумулативне расподеле фрекценвија која би се појавила под претпостављеном теоријском расподелом и те расподеле са добијеном (измереном-узоркованом) кумулативном расподелом фреквенција. 

Теоријска расподела представља оно што треба очекивати кад је 
[image: image1072.wmf]0
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 тачна. Затим се одређује тачка у којој ове две расподеле (теоријска и добијена) показују највећу разлику. Расподела узорка не показује да ли је та разлика случајна.

Нека је 
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Нека је 
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 добијена функција расподеле из случајног узорка са 
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[image: image1079.wmf](

)

x

S

n

 назива емпиријска функција расподеле. 

Овде је Х било кој а вредност 
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Када је 
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 буде мала и да се креће у границама случајних грешака.

Овај тест се фокусира на највећу девијацију. Највећа вредност 
[image: image1087.wmf](
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 се зове максимална девијација D: 
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)

(

)

x

F

x

S

D

n

0

max

-

=

.

Расподела D је позната, а критичне вредности за D се могу пронаћи у таблама критичних вредности за тест Kolmogorov-Smirnov за један узорак. На основу тих критичних вредности одређујемо да ли је D случајно или не.

Kolmogorov-Smirnov тест за два узорка: и он се односи на слагање између кумулативних фреквенција. Праве се кумулативне фреквенције за оба узорка користећи исте интервале за обе расподеле. За сваки интервал одузимамо одговарајуће вредности кумулативних фреквенција. Тест се фокусира на највећу од довијених девијација.
Нека су 
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 кумулативне расподеле фреквенција првог и другог узорка, респективно. При томе је:
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Статистика Kolmogorov-Smirnov је дефинисана изразом: 
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 (оба узорка су из исте популације)

42. Тестирање хипотеза о независности

Цело 38. питање (табеле контигенције) + 34. питање  (
[image: image1096.wmf]r

–параметарски) + 41. питање (Kolmogorov-Smirnov) + Фишеров тест  (стр. 536. „РС“) 
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Вероватноћа добијања ових фреквенција: 
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Ако 
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 повећавамо, вероватноћа да 
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, одакле рачунамо остале: 
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 у првој поставци, да видимо вероватноћу добијања r или мање у а, где је r број из прве поставке у а.
VI 
Регресиона анализа 

43. Регресија, средње квадратно одступање

Често је регресионе криве тешко одредити, па је њихова употреба ограничена. Зато је потребно да на неки начин утврдимо једноставније везе између променљивих.
Поступак: уместо било какве функције 
[image: image1106.wmf](
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 на основу неког критеријума – „најбоља“ линеарна веза. Служимо се средњим квадратним одступањем, тј. функцијом 
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 која представља очекивану вредност квадрата одступања случајне променљиве 
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 и процењене њене вредности преко Х, линеарном везом 
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Доказујемо следеће: линеарна функција 
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 која минимизира средње квадратно одступање 
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 коефицијент корелације између Х и 
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Доказ: 
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Квадрирањем израза и коришћењем особине очекиване вредности добијамо: 


[image: image1126.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

y

x

y

x

y

m

X

m

Y

E

m

m

m

X

E

m

Y

E

F

-

-

-

-

-

+

-

+

-

=

a

b

a

a

b

a

2

,

2

2

2

2



[image: image1127.wmf](
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[image: image1128.wmf](
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 ће имати екстремум у тачки у којој су њени парцијални изводи једнаки 0, то ће бити тачка која задовољава једначине: 
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Решења по 
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Пошто је варијанса Х једнака: 
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44. Линеарна регресија случајних величина – резидијумска варијанса

Минимална вредност средњег квадратног одступања једнака је: 
[image: image1145.wmf](
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 и назива се резидијумска варјанса, а означава се са 
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x

y

·

s

. Ово је резидијумска варијанса за средњу квадратну регресиону праву за променљиву 
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 у односу на Х: 
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 где је резидијумска варијанса: 
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У општем случају се не поклапају, тј. поклопиће се само онда када је 
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, тј. када постоји линеарна веза између Х и 
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45. Линеарна регресија на основу узорка (исто што и 19. питање)
46. Регресија са и без понављања комплетне расподеле случајне величине (X,Z)

(ако неко има ово питање нека га пошаље)
47. Резидијумска варијанса, варијанса регресионог модела случајне променљиве
(наставак на 19. питање + расподела оцена најмањих квадрата)
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Варијанса 
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[image: image1164.wmf]i

e

 као и 
[image: image1165.wmf]Y

 променљиве.

[image: image1166.wmf](

)

2

s

=

i

Y

Var

; њу оцењујемо преко разлика 
[image: image1167.wmf](

)

b

a

ˆ

ˆ

+

-

i

i

x

Y

 које представљају резидуале:


[image: image1168.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

(

)

2

2

2

1

2

1

2

2

ˆ

ˆ

ˆ

1

ˆ

a

a

a

b

a

b

b

a

s

-

-

-

-

-

-

-

=

+

-

=

å

å

=

=

x

n

i

i

n

i

i

s

x

Y

x

Y

x

Y

n

 
(разлика измерених и срачунатих)
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За непристрасну оцену 
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+ црна књига (299-302), резидијумска варијанса
48. Вишеструка регресија

Посматрамо зависну променљиву 
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 као функцију параметара 
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 које представљају контролисане променљиве. Претпоставке линеарног модела:
1. Линеарност
2. Константна очекивана вредност
3. Хомоскедастичност
4. Нормална расподела
Претпоставимо да су обухваћене особине 
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· То је случајна променљива 

· Очекивана вредност 
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· За сваку вредност контролисаних променљивих 
[image: image1178.wmf]k

X

X

X

,...,

,

2

1

, зависна променљива 
[image: image1179.wmf]Y

 има нормалну расподелу  са константном варијансом 
[image: image1180.wmf]2

s

: 
[image: image1181.wmf](

)

2

s

=

Y

Var


Модел садржи непознате параметре 
[image: image1182.wmf]n

b

b

b

,...,

,

1

0

 и 
[image: image1183.wmf]2

s

. Разлике између и њихових очекиваних вредности биће 
[image: image1184.wmf](

)

n

n

X

X

Y

b

b

b

+

+

+

-

...

1

1

0

. Параметре оцењујемо тако да укупан збир квадрата буде минималан (метод најмањих квадрата). Изједначавањем првих парцијалних извода квадрата разлика са нулом добијамо систем „нормираних“ једначина чије решење су оцене регресионих коефицијената 
[image: image1185.wmf],

,...,

,

2

1

k

b

b

b

 а оцена коефицијента 
[image: image1186.wmf]0

b

 је 
[image: image1187.wmf]k

k

x

b

x

b

x

b

y

b

-

-

-

-

=

...

2

2

1

1

0

.

Особине оцена најмањих квадрата:
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4. Расподела 
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5. Оцена варијансе модела:
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За непристрасну оцену узимамо: 
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Било која друга оцена иамће већу варијансу од:  
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6. Оцена метода максималне веродостојности варијансе 
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7. Гаус-Марков: оцене регресионих коефицијената, добијене методом најмањих квадрата,су најбоље линеарне непристрасне оцене у следећем смислу: За било које оцене регресионих коефицијената, које су линеарне функције зависне променљиве У у узорку, а које су непристрасне, матрица њихових варијанси и коваријанси биће већа од одговарајуће матрице оцена 
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8. Предвиђање вредности зависне променљиве: 
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49. Оцена параметра линеарне регресије методом најмањих квадрата 
(= питање 19, без прве четири реченице, опционо особине најмањих квадрата)
50. Интервал поверења и тестирање хипотеза параметра α регресионог модела (
[image: image1203.wmf].
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51. Интервал поверења и тестирање хипотеза параметра β регресионог модела
Ако је узорак 
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имају студентову расподелу са 
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· интервал поверења за 
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При тестирању хипотеза о регресионим коефицијентима користимо аналогни процес као и при тестирању хипотеза о математичком очекивању кад је варијанса популације непозната. 

Ако желимо да преко регресионог модела оценимо вредност зависне променљиве 
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 за задану вредност 
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 која има нормалну расподелу са параметрима: 
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Статистика 
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 има Студентову расподелу са 
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52. Анализа варијансе, једнофакторски модел
Промене вредности обележја на неком скупу су последица неких фактора. Уколико желимо да утврдимо значајност фактора који се не могу квантитативно изразити (као код регресионог модела) већ су дати квантитативно, користићемо моделе са фиксним ефектима. Сваки фактор имакатегорије – третмане. Елементе статистичког скупа делимо у групе по томе који је третман на њих деловао. Ако фактор нема утицаја на обележје 
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Модел има облик: 
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Тотални збир квадрата одступања је 
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Означимо са: 
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(укупан варијабилитет свих узорака једнак је збиру варијабилитета унутар узорака и између узорака)

Очекиване вредности статистика су: 
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Ако је 
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Анализа варијансе (потпуно случајан план):

	Извор варијације
	Збир квадрата структура
	Степени слободе
	Очекивана вредност збира квадрата
	Ф-количник

	Третмани (између узорка)
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	Резидуали (унутар узорка)
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Одређујемо критичну област: 
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Ако вредност статистике F упадне у критичну област 
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 одбацујемо, a прихватамо хипотезу о значајном утицају фактора.
53. Анализа варијансе, двофакторски модел
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Оцене параметара методом најмањих квадрата:
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Анализа варијансе двофакторског модела:

	Извор варијације
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