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Definicija 1. Graf G je ure�en par (V, ̺),
gde je V neprazan skup i ̺ binarna relacija
na V .

Elementi skupa V se zovu qvorovi,
(eng. vertex, mn. vertices), a elementi skupa ̺

grane (eng. edge) grafa G.



Primer 1. Graf G = (V, ̺) zadat relacijom

̺=
{

(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,4),(3,5),(4,4),(4,5),(5,3)
}

na skupu V = {1, 2, 3, 4, 5}.
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Definicija 2. Neorijentisani graf G je
ure�en par (V, E), gde je V neprazan skup, a
E ⊆

{

{u, v} | u, v ∈ V
}

.

Elementi skupa V se zovu qvorovi, a elementi
skupa E grane neorijentisanog grafa G.



Primer 2. Graf (V, ̺) zadat relacijom

̺=
{

(1,2),(1,4),(2,1),(2,3),(3,2),(4,1),(4,4)
}

na skupu V = {1, 2, 3, 4}.
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Definicija 3. Dva qvora u i v neorijen-
tisanog grafa (V, E), su susedna ako postoji
grana e = {u, v} ∈ E. Za qvorove u i v kaжe-
mo da su krajƬe taqke grane e. Za qvor u i
granu e (odnosno qvor v i granu e) kaжemo da
su incidentni i da se grana e stiqe u qvoru u

(odnosno v). Dve grane su susedne ako se stiqu
u istom qvoru.



Definicija 4. Broj grana koje se stiqu u
qvoru v zove se stepen qvora v (eng. degree) i
oznaqava se sa d(v).

Qvor v koji nema susednih qvorova, tj. za koji
je d(v) = 0, nazivamo izolovan qvor.

Graf G je regularan ako su stepeni svih
Ƭegovih qvorova jednaki.



Primer 3. Odrediti stepene svih qvorova
grafa G. Da li je graf G regularan?
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Primer 3. Odrediti stepene svih qvorova
grafa G. Da li je graf G regularan?
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d(1) = 2, d(2) = 2, d(3) = 1 i d(4) = 2.

G NIJE regularan.



Definicija 5. Za granu e = (u, v) orij.
grafa (V, ̺) kaжemo da vodi iz qvora u u qvor
v (e izlazi iz qvora u, a ulazi u qvor v).

Ulazni stepen d−(v) qvora v je broj grana koje
ulaze u v.

Izlazni stepen d+(v) qvora v je broj grana
koje izlaze iz v.

Ulazni skup I(v) qvora v je skup qvorova iz
kojih vodi grana u v, tj. I(v) = {x | (x, v) ∈ ̺}.

Izlazni skup O(v) qvora v je skup qvorova u
koje vodi grana iz v, tj. O(v) = {x | (v, x) ∈ E}.



PetƩa je grana koja i ulazi i izlazi iz
qvora.

Napomena. Vaжi

d−(v) = |I(v)| i d+(v) = |O(v)|.



Primer 4.

Odrediti d−(v) i d+(v), kao i I(v) i O(v)
za svaki qvor v grafa:
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Primer 4.
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I(1) = {1, 2} ⇒ d−(1) = 2,

O(1) = {1, 2} ⇒ d+(1) = 2.



Primer 4.
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I(2) = {1} ⇒ d−(2) = 1,

O(2) = {1, 3} ⇒ d+(2) = 2.



Primer 4.
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I(3) = {2, 5} ⇒ d−(3) = 2,

O(3) = {4, 5} ⇒ d+(3) = 2.



Primer 4.
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I(4) = {3, 4} ⇒ d−(4) = 2,

O(4) = {4, 5} ⇒ d+(4) = 2.



Primer 4.
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I(5) = {3, 4} ⇒ d−(5) = 2,

O(5) = {3} ⇒ d+(5) = 1.



Da li su slede�i grafovi isti?
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Definicija 6. Dva grafa G1 = (V1, E1)
i G2 = (V2, E2) su izomorfna, G1

∼= G2, ako
postoji bijekcija f : V1 → V2 za koju je

• (u, v) ∈ E1 ⇔
(

f(u), f(v)
)

∈ E2

(kod orijentisanih grafova);

• {u, v} ∈ E1 ⇔
{

f(u), f(v)
}

∈ E2

(kod neorijentisanih grafova).



Primer 5. Izomorfizam f grafova

a

b

c d

e

1

2

3 4

5

dat je bijekcijom

f =

(

a b c d e

1 2 3 4 5

)

.



Primer 6. Grafovi

nisu izomorfni. Zaxto?



Definicija 7. Graf G′ = (V ′, E′) je podgraf
grafa G = (V, E) ako vaжi V ′ ⊆ V i E′ ⊆ E.

Graf G je nadgraf grafa G′ ako je G′ podgraf
grafa G.



Primer 7. Graf G1 = (V1, E1) je podgraf
grafa G2 = (V2, E2)

f
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f c
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de

G1 G2

jer je V1 = {a, b, d, e, f} ⊆ V2 = {a, b, c, d, e, f}

E1 ={ab, de, df, ef} ⊆ E2 ={ab, ac, bc, cf, de, df, ef}.



Definicija 8. Put duжine k, k >1, u grafu
(V, E) je niz grana iz E oblika

• (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk)

(kod orijentisanih grafova);

• {v0, v1}, {v1, v2}, . . . , {vk−1, vk}

(kod neorijentisanih grafova).

Za ovaj put kaжemo da poqiƬe u qvoru v0, a
da se zavrxava u qvoru vk. Qvorove v0 i vk se
zovu krajƬi qvorovi puta.



Put se moжe zadati i kao niz uzastopnih
qvorova spojenih granama:

v0 − v1 − v2 − . . . − vk−1 − vk.

Za put kaжemo da prolazi kroz qvorove

v0, v1, v2, . . . , vk−1, vk.



Definicija 9. Elementarni (prost) put je
put koji kroz svaki svoj qvor v1, v2, . . . , vk−1

prolazi taqno jedanput.

Kruжni (zatvoren) put je put koji se zavrxa-
va u istom qvoru u kojem i poqiƬe, tj. v0 = vk.

Kontura (ciklus) je elementarni kruжni put.



Definicija 10. G = (V, E) neor. graf.
Qvorovi u, v ∈ V su povezani ako u G posto-
ji put qiji su krajƬi qvorovi u i v. Graf
G je povezan ako su svaka dva Ƭegova qvo-
ra povezana, a u suprotnom kaжemo da je
nepovezan.

Komponenta povezanosti grafa G je neki
Ƭegov maksimalni povezani podgraf. Broj
komponeneti povezanosti grafa G oznaqava-
mo sa c(G).



Qvor v je vezivni (artikulacioni) qvor
ukoliko se Ƭegovim uklaƬaƬem pove�ava broj
komponenti povezanosti ovoga grafa, tj. ako
vaжi c(G) < c(G − v).

Grana e je most u grafu G ako se Ƭenim uk-
laƬaƬem pove�ava broj komponenti povezanos-
ti ovog grafa, tj. ako vaжi c(G) < c(G − e).



Definicija 11. Prazan graf Nn (negde Kn)
je graf koji nema nijednu granu.
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Kompletan (potpun) graf Kn je graf kod koga
je svaki qvor susedan sa svim ostalim.
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Kompletan bipartitan graf Km,n je graf kod
koga je skup qvorova razbijen na 2 klase (sa m

i n qvorova), tako da ne postoji grana izme�u
qvorova iste klase, dok su svaka 2 qvora iz
razliqitih klasa spojena granom.
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Bipartitan graf je bilo koji podgraf
kompletnog bipartitnog grafa.



Put Pn, n > 2, je povezan graf kome su svi
qvorovi stepena 2, sem dva krajƬa koji su
stepena 1.
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Kontura Cn, n > 3, je povezan graf koji ima
sve qvorove stepena 2.
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Toqak Wn, n > 4, je graf koji se sastoji od
konture Cn−1 i jednog qvora koji je povezan
sa svim qvorovima konture
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Zvezda Sn je kompletni bipartitni graf gde
se jedna klasa sastoji samo od jednog qvora, a
druga od svih ostalih, tj. Sn = K1,n−1.
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Definicija 12. Neor. graf G = (V ′, E′) je
komplement neor. grafa G = (V, E) ako vaжi
da je V ′ = V i da su 2 qvora susedna u G akko
nisu susedna u G.

Graf je samokomplementaran ako je
izomorfan sa svojim komplementom.



Primer 8. C5 je samokomplementaran graf.

v1

v2

v3 v4

v5

C5

v1

v2

v3 v4

v5

C 5
K5

Izomorfizam f : V (C5) → V (C 5) izme�u C5 i

C 5 je: f =

(

v1 v2 v3 v4 v5

v1 v3 v5 v2 v4

)

.



Teorema 1. U neor. grafu G = (V, E) bez
petƩi sa n > 2 qvorova postoje bar 2 qvora
istog stepena.

Teorema 2. U neor. grafu G = (V, E) bez
petƩi je zbir stepena svih qvorova jednak
dvostrukom broju grana, tj. vaжi

d(v1) + d(v2) + . . . + d(vn) = 2m.

Teorema 3. U neor. grafu G = (V, E) bez
petƩi broj qvorova neparnog stepena je paran.



Teorema 4. U orij. grafu G = (V, E) vaжi

d−(v1)+d−(v2)+...+d−(vn)=m=d+(v1)+d+(v2)+...+d+(vn).



Definicija 13. Ojlerova kontura grafa G

je kontura koja sadrжi sve grane iz G. Graf
koji ima Ojlerovu konturu je Ojlerov graf.

Ojlerov put u grafu G je put koji sadrжi sve
grane iz G. Graf koji ima Ojlerov put je
poluojlerov graf.



Teorema 5. Ojlerova teorema. Povezan
graf sa bar jednom granom je Ojlerov ako i
samo ako sadrжi sve qvorove parnog stepena.

Teorema 6. Povezan graf sa bar jednom
granom je poluojlerov ako i samo ako sadrжi
0 ili 2 qvora neparnog stepena.



Definicija 14. Hamiltonova kontura grafa
G je kontura koja sadrжi sve qvorove iz
G. Graf koji ima Hamiltonovu konturu je
Hamiltonov graf.

Hamiltonov put u grafu G je elementaran
put koji sadrжi sve qvorove iz G. Graf koji
ima Hamiltonov put je poluhamiltonov graf.



Primer 9.

Cn je i Ojlerov i Hamiltonov graf.

K4 nije Ojlerov, a jeste Hamiltonov.

K2,4 jeste Ojlerov, a nije Hamiltonov.

S4 nije ni Ojlerov ni Hamiltonov graf.

C3 K4 K2,4 S4



PredstavƩaƬe grafova

• Matrica susedstva

• Lista susedstva

• Matrica incidencije

• Matrica rastojaƬa



KRAJ


