
ZADACI IZ KONAQNIH AUTOMATA

Vesna Koji�

Beograd 2005.





1

Slede�i tekst je zajedniqki poqetni deo teksta svih narednih zadataka:

Na�i konaqni automat nad azbukom {a, b} koji prepoznaje skup onih reqi R takvih da req R

1. sadr�i taqno tri a ili se zavrxava na abb.

Rexeǌe:
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U staǌu 0 automat se nalazi kada jox nije proqitan nijedan znak.

U staǌu 1 nalazi se kada je proqitana neka sekvenca znakova b, ali jox nije proqitano nijedno a.

U staǌu 2 automat se nalazi kada se prvi put proqita znak a. Sve do slede�eg (eventualnog)
qitaǌa znaka a automat se nalazi u nekom od staǌa 3, 4, 5, i to u staǌu 3 kada se proqita prvo b
posle tog a, odnosno u staǌu 4 kada se proqita drugo b, odnosno u staǌu 5 kada se proqita b koje
je bar tre�e po redu posle tog a.

U staǌu 6 automat se nalazi prilikom drugog qitaǌa slova a. Nakon toga, automat �e se sve do
(eventualnog) narednog qitaǌa slova 6 nalaziti u nekom od staǌa 7, 8, 9 uz sasvim sliqne napomene
kao malopre.

U staǌe 10 automat ulazi prilikom qitaǌa tre�eg po redu slova a. Nakon toga, automat �e se sve
do slede�eg qitaǌa slova a ostati u tom staǌu. Drugim reqima, u staǌu 10 automat se nalazi u
sluqaju da su do tada proqitana taqno tri slova a.

U staǌu 11 automat se nalazi nakon qitaǌa slova a koje je barem qetvrto po redu. Nakon qitaǌa
prvog znaka b posle najmaǌe qetvrtog po redu slova a automat se nalazi u staǌu 12, posle qitaǌa
drugog b nakon barem qetvrtog a u staǌu 13, a nakon qitaǌa znaka b koji je barem tre�i po redu
polsle slova a koje je barem qetvrto po redu u staǌu 14.

Sada se postavǉa logiqno pitaǌe kako ove tvrdǌe formalno matematiqki dokazati. Oznaqimo sa
Ai skup svih onih reqi za koje tvrdimo da nakon ǌihovog qitaǌa (poqev od poqetka ulaznog niza)
automat dospeva u staǌe i. Najpre treba proveriti dve stvari: da su svi ti skupovi disjunktni i
da prazna req pripada skupu koji odgovara poqetnom staǌu (u naxem sluqaju to je skup A0).

Zatim treba proveriti da ako automat prilikom qitaǌa znaka z prelazi iz staǌa i u staǌe j, da
se dopisivaǌem znaka z na kraj bilo koje reqi iz skupa Ai dobija req iz skupa Aj. Ukoliko je i
ovaj uslov ispuǌen za svaki znak z, svako staǌe i i odgovaraju�e staǌe j, onda unija svih skupova
Ai mora biti jednaka skupu svih reqi, xto se jednostavno dokazuje indukcijom po du�ini reqi.
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Xtavixe, tada se indukcijom po du�ini reqi mo�e dokazati da se nakon qitaǌa bilo koje reqi
iz skupa Ai (poqev od poqetka ulaznog niza) automat zaista nalazi u staǌu Ai, odnosno da su naxe
tvrdǌe bile taqne.

Na kraju ostaje da se doka�e da svaka req koja pripada skupu koji odgovara prihvatǉiom staǌu
pripada gramatici, kao i da ma koja req koja pripada skupu koji odgovara neprihvatǉivom staǌu
ne pripada gramatici. Time �e dokaz biti okonqan. Sve ove qiǌenice se lako proveravaju, kako
u ovom, tako i u narednim zadacima, pa �e ubudu�e u rexeǌima biti dati samo konaqan automat
i opisi skupova reqi koji odgovaraju ǌegovim staǌima.

2. ne sadr�i taqno dva a i sadr�i vixe od dva b.

Rexeǌe:
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Automat se nalazi u staǌu ij ako je proqitano taqno i slova a i taqno j slova b, u staǌu iX ako
je proqitano taqno i slova a i najmaǌe tri slova b, u staǌu Xj ako je proqitano barem tri slova
a i taqno j slova b, odnosno u staǌu XX ako je proqitano najmaǌe tri slova a, kao i najmaǌe tri
slova b.

3. sadr�i najmaǌe jedno b, najvixe dva a i ne sadr�i aba.

Rexeǌe:

Automat s u staǌu 0 nalazi na poqetku. U staǌu 1 nalazi se ako je proqitano jedno a i nijedno b,
a u staǌu 2 ako je proqitano dva a i nijedno b. U staǌu 3 se nalazi ako je proqitano najmaǌe tri
slova a ili ako je dotle barem jednom proqitana sekvenca aba. U staǌu 4 automat se nalazi ako
je proqitano najmaǌe jedno b i nije proqitano niti jedno a, a u staǌu 5 prilikom qitaǌa prvog
slova a pod uslovom da je pre toga proqitano najmaǌe jedno b. U staǌu 6 automat se nalazi nakon
qitaǌa znaka b koji je neposredno posle prvog slova a u ulaznom nizu. U staǌu 7 se nalazi nakon
qitaǌa sekvence od najmaǌe dva znaka b koji se nalaze odmah nakon prvog pojavǉivaǌa slova a. U
staǌu 8 automat se nalazi kada je proqitano najmaǌe jedno slovo b, taqno dva znaka a i pritom
nije proqitana sekvenca aba.
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4. ispuǌava barem jedan od slede�ih uslova:

a ) Niz poqiǌe sa b i zavrxava se na aa.

b ) Izme�u dva a (ako postoje) ne postoje taqno dva b.

Rexeǌe:
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U staǌu 0 automat se nalazi na poqetku. U staǌu 1 automat se nalazi nakon qitaǌa slova a
pod uslovom da do tada nije proqitana sekvenca abba (raqunaju�i tu i taj znak a koji je upravo
proqitan) i da je prvi proqitan znak bio a. U staǌu 2 odnosno 3, odnosno 4 automat se nalazi
nakon qitaǌa prvog, odnosno drugog znaka b, odnosno znaka b koji je bar tre�i po redu nakon slova
a tim redom, pod uslovom da je prvi proqitan znak bio a i da do tada nije proqitana sekvenca
abba. U staǌu 5 automat se nalazi ako je do tada (ukǉuqiju�i i upravo proqitani znak) proqitana
sekvenca abba i ako je prvi proqitani znak bio a. Opisi staǌa 7, 8, 9 i 10 su sasvim sliqni opisima
staǌa 1, 2, 3 i 4 tim redom, uz jedinu razliku xto se odnose na sluqj kada req sa ulaza poqiǌe
znakom b. U staǌu 6 automat se nalazi kada je proqitano barem jedno b i nijedno a. U staǌima
11, 12 i 13 automat se nalazi ako je do tada (ukǉuquju�i i posledǌi proqitani znak) proqitana
sekvenca abba, i to u staǌu 11 ako je znak a kome je prethodilo slovo b, u staǌu 12 kada je proqitan
znak a kome je prethodio tako�e znak a, odnosno u staǌu 13 ako je upravo proqitan znak b.

5. ispuǌava oba naredna uslova:

a ) Req se ne zavrxava sa ba.

b ) Izme�u dva a (ako postoje) postoje dva ili tri b.

Rexeǌe:
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U staǌu 0 automat se nalazi na poqetku. U staǌu 1 nalazi se ako je proqitano barem jedno b i
nijedno a. U staǌu 2 automat se nalazi ako je proqitano jedno a i nijedno b. U staǌu 8 automat
se nalazi ako su do tada (ukǉuquju�i i posledǌi proqitani znak) proqitana dva znaka a izme�u
kojih nisu niti taqno dva niti taqno tri znaka b. U ostalim sluqajevima se automat nalazi u
nekom od preostalih staǌa, i to u staǌu 3 nakon qitaǌa niske ab, u staǌu 4 nakon qitaǌa niske
abb, u staǌu 5 nakon qitaj niske ba, u staǌu 6 nakon qitaǌa niske abbb, a u staǌu 7 nakon citaǌa
niske od najmaǌe qetiri slova b pod uslovom da je ranije proqitano najmaǌe jedno a.

6. izme�u dva a (ako postoje) ne sadr�i taqno dva b ili se zavrxava na ab.

Rexeǌe:
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U staǌu 0 automat se nalazi na poqetku. U staǌu 1 nalazi se ako je proqitano barem jedno b i
nijedno a. Ukoliko je proqitan barem jedan znak a, ali jox nije proqitana sekvenca abba, onda se
automat nalazi u nekom od staǌa 2, 3, 4 ili 5, i to u staǌu a ako je posledǌi prqitan znak bio
a, u staǌu 3 nakon qitaǌa sekvence ab, u staǌu 4 nakon qitaǌa sekvence abb, odnosno u staǌu 5
nakon qitaǌa sekvence od najmaǌe tri slova b. Ukoliko je pak automat ve� proqitao sekvencu abba
(requnaju�i posledǌi proqitani znak), i to u staǌu 6 ako je posledǌi proqitani znak bio a, u
staǌu 7 nakon qitaǌa niske ab, a u staǌu 8 nakon qitaǌa sekvence bb.

7. sadr�i taqno dva a ili se ne zavrxava na abb.

Rexeǌe:
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U staǌu 0 automat se nalazi na poqetku. U staǌu 1 nalazi se ako je proqitano barem jedno b i
nijedno a. U staǌu 2 nalazi se kada je proqitano prvo a, a u staǌu 3 ako su do tada proqitana
taqno dva a (ukǉuquju�i tu i posledǌi proqitani znak koji mo�e da bude i b). Automat se nalazi
u staǌu 4 prilikom qitaǌa sekvence ab, pri qemu je to jedino proqitano a do tada. U staǌu 5
nalazi se kada se proqita niska abb, pri qemu je proqitano taqno jedno slovo a, a u staǌu 6 nakon
qitaǌa sekvence bbb, pri qemu je do taeda proqitano taqno jedno a. U staǌima 7, 8, 9 i 10 automat
se nalazi kada je proqitano vixe od dva slova a, i to u staǌu 7 kada se proqita slovo a, u staǌu 8
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kada se proqita sekvenca ab, u staǌu 9 nakon qitaǌa niske abb, odnosno u staǌu 10 kada se proqita
niska bbb.

8. ne sadr�i taqno tri a i zavrxava se na abb.

Rexeǌe:
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U staǌu 0 automat se nalazi na poqetku. U staǌu 1 nalazi se ako je proqitano barem jedno b i
nijedno a. Ukoliko je proqitano taqno jedno a, automat se nalazi u jednom od staǌa 2, 3, 4 ili 5,
i to u staǌu 2 nakon qitaǌa slova a, u staǌu 3 nakon qitaǌa sekvence ab, u staǌu 4 nakon qitaǌa
sekvence abb, a u staǌu 5 nakon qitaǌa barem tri uzastopna b. Ukoliko su proqitana taqno dva
slova a, automat se nalazi u nekokm od staǌa 6, 7, 8 ili 9, u sasvim sliqne napomene kao malopre.
Uz sliqne napomene se automat nalazi u nekom od staǌa 11, 12, 13 ili 14 kada je proqitano vixe
od tri a, dok se u staǌu 10 nalazi onda kada su proqitana tri a.

9. ima bar jednu od slede�ih osobina:

a ) Poqiǌe sa a i ne zavrxava se sa ab.

b ) Izme�u dva a (ako postoje) postoje najmaǌe dva b.

Rexeǌe:

U staǌu 0 automat se nalazi na poqetku. Ukoliko je prvi proqitan znak bio b, automat �e se
nalaziti u nekom od staǌa 1, 2, 3, 4 ili 5, a inaqe u nekom od preostalih staǌa. Razmotrimo
najpre sluqaj da je prvi proqitani znak bio b. Automat se nalazi u staǌu 5 ako je dotle bar
jedanput proqitana neka od sekvenci aa ili aba, a inaqe u nekom od staǌa 1, 2, 3 ili 4, i to u
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staǌu 1 ako nije proqitano niti jedno a, u staǌu 2 ako je posledǌi proqitan znak bio a, u staǌu
3 nakon qitaǌa sekvence ab, odnosno u staǌu 4 nakon qitaǌa sekvence bb.

Ukoliko je pak prvi proqitani znak bio a automat �e se nalaziti u jednom od staǌa 6, 8 ili 9 ako
dotle ni jedanput nije proqitana niti sekvenca aa niti sekvenca aba, i to u staǌu 6 nakon qitaǌa
znaka a, u staǌu 8 nakon qitaǌa sekvence ab, odnosno u staǌu 9 nakon qitaǌa sekvence bb. Najzad,
ako je prvi proqitani znak bio a, i pritom je do tada bar jedanput proqitana sekvenca aa ili
sekvenca aba, automat �e se nalaziti u nekom od staǌa 7, 10 ili 11, i to u staǌu 7 nakon qitaǌa
znaka a, u staǌu 10 nakon qitaǌa sekvence ab, odnosno u staǌu 12 nakon qitaǌa sekvence bb.
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Navedimo sada neka opxta pravila za konstrukciju konaqnih automata koji odgovaraju zadanoj gra-
matici uz napomenu da takva rexeǌa po pravilu ne�e biti optimalna u smislu da se broj staǌa
automata mo�e smaǌiti.

Neka su G1 i G2 dva skupa reqi nad istom azbukom A i neka su A1 i A2 konaqni automati nad istom
tom azbukom takvi da automat Ai prihvata taqno reqi iz skupa Gi. Oznaqimo skup staǌa automata Ai

sa Si, ǌegovo poqetno staǌe sa Ii, ǌegovu funkciju prelaska sa fi, a skup ǌegovih prihvatǉivih staǌa
oznakom Fi.

Definiximo dva konaqna automata A i A′ sa istim skupom staǌa S = S1 × S2, istim poqetnim
staǌem (I1, I2) i istom funkcijom prelaska f((a, b), c) = (f1(a, c), f2(b, c)), gde su a ∈ S1, b ∈ S2 i c ∈ A
proizvoǉni. Neka skup prihvatǉivih staǌa automata A bude F = {(a, b) ∈ S1 × S2 : a ∈ F1 ∧ b ∈ F2}, a
F ′ = {(a, b) ∈ S1 × S2 : a ∈ F1 ∨ b ∈ F2} neka bude skup prihvatǉivih staǌa automata A′. Indukcijom po
du�ini reqi se mo�e pokazati da automat A prihvata taqno reqi iz skupa G1 ∩G2, a automat A′ taqno
reqi iz skupa G1 ∪G2.

Sa druge strane, ako neki automat A nad azbukom A prepoznaje taqno reqi iz skupa G, onda automat
A∗ nad istom azbukom i sa istim skupom staǌa koji se od automata A razlikuje samo po tome xto su
kod automata A∗ prihvatǉiva taqno ona staǌa koja su kod automata A neprihvatǉiva, onda �e automat
A∗ prihvatati taqno one reqi nad azbukom A koje automat A ne prihvata. Korix�eǌem ovih pravila
se mogu uraditi mnogi zadaci sliqni prethodnim. Naredni zadaci su ostavǉeni qitaocu za ve�bu.
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Na�i konaqni automat nad azbukom {a, b} koji prepoznaje skup onih reqi R takvih da req R

a ) sadr�i najmaǌe tri a i izme�u dva b (ako postoje) postoji najmaǌe jedno a.

b ) sadr�i najmaǌe tri b ili izme�u dva a (ako postoje) sadr�i taqno jedno b.

v ) ne sadr�i vixe od tri b ili se zavrxava na aba.

g ) sadr�i najmaǌe tri a i izme�u dva b (ako postoje) sadr�i najmaǌe jedno a,

d ) sadr�i najvixe dva a i ne sadr�i taqno jedno b.

� ) sadr�i najvixe tri a ili se ne zavrxava na bab.


