VI, VII u VIII nBouac Be:x6u — Baamumup Banruh

4. Penanuje

Teopujckm yBOI

IToncerumo ce Ha HEKe O MOjMOBA BE3aHUX 3a CKYIOBE, KOjU Cy HaM HOTPeOHU 3a yBoDeme mojMma pesamuje.
IerkapTos npousson 2 ckyna gepunumemo Ha ciaenehu maumn: X XY = {(z,y) |z € X,y € Y}.
3a JlekapToB MPOMW3BOM CKyTa ca caMuM cobom mvamo X2 = X x X = {(z,y) | z,y € X}.

IIpumep 1. Heka je A = {1,2,3}. Oapemuru A2
Peweme. A2 =Ax A= {(L1)7(172)a(173)7(271)a(272)7(2a3)3(371)7(3a2)7(373)} u

HMedpuaunuja 1. Lunapha peaayuja o Han ckymom X je 6uno xoju moackyn Ilekaprosor mpomssona X2 = X x X, T1j.
0 C X2,

Axo je (a,b) € p To fiemo kpahe nucaru a b, a axo (a,b) € ¢ To hemo mucatu a g b.

Cana hemo HaBecTr 0CHOBHE 0cOoOuMHe OGrHApDHUX pernamuja (Hazm ckymoMm X ).
P Pegpaexcusrnocm VreX) zouwx.
C  Cumempuunocm Ve,ye X) xzoy = yox.
AC Anmucumempuurocm Vz,ye X) zoy, yoxr = xz=y.
T  Tpansumusrnocm (Va,y,z€ X) zoy, yoz = xoz.

Harmacumo: kana He Bakm HEKa OJ OBUX OCOOMHA JOBOJHHO je HATU KOHTPAIPUMED, & aKO BaKU OHIA MOPaMO Ia
IOKAKEMO & BasKU 3a CBe ejeMeHTe n3 X!
Y 3aBUCHOCTHU KOje O OBUX OCOOUWHA MOcenyje pesalyje, MMaMo 2 BaKHE KJIace pesiallyja.

e Pesanuja roja je P,C,T masuBa ce peaauuja exeusareniuuje.
Kanma nMamo pesanujy eKBUBAJECHIU]E 32 CBAKA €JIEMEHT X YBOAUMO MOJAM KAUCE CKEUBANCHUUIE EACMEHMA T, Y
osmamm C, mnu [z] wmm /,, Ka0 CKyI CBUX eJeMeHaTa Koju cy y penamuju ca z, Tj. O, = [z] = {y € X |z o y}.
Cae kIace eKBUBAJICHIM]E YMHE jeIHO pa3bujame ckyma X Ha MOACKYIOBE.

e Penanuja roja je P,AC,T nasusa ce peaayuja nopemra nnu ypehewe (a 3a ckyn X kameMo na je ypehien crkyn).
3a pesanujy mOpeTKa KaKeMO Ma j& Peaayuja momaanoz nopemrka YKOJIUKO 3a CBaKa 2 eJeMeHTa T U Y BaKU 14
je x oy nnu y px (Tama KakeMo na Cy cBaka 2 eseMeHTa ynopeauBa). Ckyn cHAOIEBEH ca PENAlUjOM TOTAJHOT
MOpEeTKa Ha3WuBaMO W AaHay. Pejganmja moperka Koja HHUje peJalyja TOTAJHOD MOPETKa HA3UBa Ce Peaqyja
napuujaAHoz nopemra.

Ipumep 2. o = {(1,3),(2,2),(2,3),(3,1)} je jemaa penamuja (jep je o C A?) ma ckymy A yBemeHOM y MPETXOTHOM
npumepy. OBako 3amary penanujy (Ha KOHAYHOM CKyIly A) MOKEMO ONMCATH Ha jOUI HEKOJUKO HAUMHA.

e MoxeMo HAOpOjaTy CBe €JIeMEHTEe KOjU CYy y PeJlanuju:
103,202,203 u13pl.
Takobhe morkeM0O HAOpPOjaTH W CBE eJIeMEHTE KOjU HUCY y PeJIallvju:

141,142,241,341u3g 3.

e Tabuuuno (3a apb — a Tpaskumo ca jese cTpane, a b rope u y npeceky oarosapajylie BpcTe u KOJIOHE CTaBHAMO
1 ako cy enementu y penanuju, a 0 ako Hucy; nonekan ce ymecro 1 u 0 xopucre T u L):

nJian

e IIpero rpaga penanuje (ako mMaMo a ¢ b OHZA CTABJHAMO CTPEJUIY KOja UAe OX a Ka b):
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IIpumep 3. Ncnurat ocHOBHE OCOOUMHE pesalyja Ha pesalrju U3 IPeTXOTHOT ITpuMepa.

Pewewe. P Osa penamnuja nuje peduecusna jep 1 g 1.
OBo MoOskeMO BuzeTu U u3 Tabuaune (Ha IIABHO] QUjaroHaau OU MOpaJy Oa MMaMo cBe 1) u u3 rpada (OKO cBakor
eJleMeHTa OM MOpaJ Ja UMaMO IeTJhY, & He CAMO OKO 2).

C Osa penamuja muje cumerpuuta jep 1 03 = 31, anmu mu umamo 3 4 1.
OBo MOkeMO BumeTu U 13 tabiune (eJeMeHTH CUMEeTPUYHN ¥ ONHOCY Ha IJIABHY AWjaroHady mopajy ouru mebycoGHo
jemmaru) u n3 rpada (n3mebhy cBakor mapa pasIMUNATHAX eseMeHaTa MopaMmo uMaTy uiu 0 miau 2 Tpame).

AC Osa penanuja HUje HU aHTUCUMETpUYHA jep 203, 302 = 2 = 3, WTO HUje TAYHO jep Cy 2 U 3 pA3IUYUTHU
OpojeBu.

OBo MOkeMO BuneTu 1 u3 Tabiaume (eJeMEHTH CUMETPUYHN Y OJHOCY Ha TVIABHY AMjaroHaJy HE MOry oba 6utm 1) m
u3 rpada (u3mehy cBakor mapa pazauuuTUX ejgeMeHaTa Mopamo umaru wiu 0 miau 1 rpany).

T Osa penanuja Huje HU TpaH3uTuBHAa jep 103, 302 = 102, a Mmu umamo 1 4 2.

Cana hemo gatm jom 1 konTpanpumep (kKoju ce Teske Hanasm): 302, 203 = 303, a Mu umamo 3 4 3. Bumumo na
y OBUM OCOOMHAMa HEKU OQ I,Y, 2z Mory outu mebhycobuo jemmarwm!!!

OBo majnakme BuauMo u3 rpada (kaxo umamo rpase 1 —3 u 3 — 2, 1j. 1 —» 3 — 2, Mmopamo umaTu u 1 — 2). |

Hepununuja 2. Hera je p penanuja noperka Ha ckymy X.

Enement a € X je najmanu esemenm ckyma X aro BaKu
(Ve X) apu.
Enement a € X je najeehu easemernm ckyna X ako Baku
Vxe X) zoa.
Enement a € X je munumanarn enemenm ckyna X axo Baxku
A(FzeX) z#a A zpa.
Enement a € X je makcumanan enemernm ckyna X ako BaxKU
A(FzeX) z#a N aogx.

3HaUM, €JIEMEHT ¢ je HAjMAWmU YKOJIUKO je MAamU OJ CBUX OCTAJUX, Tj. BaxKU a 0 & 3a cBe ¢ € X. Eiuemenr a je
MUHUMAJHUA €JIEMEHT YKOJUKO HE MOCTOjU €JIEMEHT KOJjU je MambU O Hera.

Cunuuno, eneMeHT a je HajBehu yroawko je Behum ox cBux ocrtanmx, Tj. Baxku x g a 3a cBe x € X. Eisemenr a je
MaKCHMaJIHA €JIEMEHT yKOJIMKO He IIOCTOjU €JIEeMEHT Koju je Behwm onm mera.

Kon penammja Ha KOHAYHOM CKYIy KOje Cy IpeAcTaBJ/beHe rpadoM, 13 YBOPA KOjU OArOBApa HAjMAHmEM €JIEMEHTY
BOJM I'DaHA K& CBUM OCTAJIMM YOBOPOBMMA, NOK 38 MUHUMAJIHU €JIEMEHT U3 HBEeMy oaroBapajylier usopa camo m3isase
rpane (U HUjeqHA HE yJIA3U y HEra).

Cnmuno, y yBOpa KOju oarosapa HajBehieM eleMeHTy BOME IpDaHe U3 CBUX OCTAJUX YOBOPOBA, MOK 38 MAKCUMAJIHU
eJeMeHT y meMy oaroapajyhim usop camo ymnase rpase (1 HUjenHa He U3JIA3U y HETa).

Teopema 1. Ako mocrtoju HajMamu eiaeMenT ckyna X (y OOHOCY Ha pejamujy o), OH je jemuncTBeH. Tana je To m
jeIVHN MUHUMAJIAH €JIEMEHT.

Axko mocroju najsehu exement ckyna X (y ogHocy Ha penanujy ), OH je jeauacTBeH. Tana je TO U je [uHA MAaKCUMAJIaH
€JIEMEHT.

O6puyTo He Mopa ma Baxku (y ciaydajy OECKOHAUHUX CKYIOBA), HOK KOJ KOHAUHUX CKYIOBA Ba:KM NA aKO CKYI
“Ma jelaH MUHUMAJAH (MAKCHMAJIAH) €JIEMEHT Tala je oH u HajMamu (Hajsehu) emement.

Hepmnuumuja 3. Heka je p penamnuja moperka Ha ckyny X u Heka je A C X.

Enement a € X je dowa meha (mmm doma zpanuya WM MUuHOPaAHMG) CKyna A akO Basku
VreAd) aopwx.

Hajseha moma meba maszuBa ce ungumym ckyma A m o3HauaBa ce ca inf A.
Enement a € X je zopwa meha (nnu zopma epanuya niy majoparma) cKyna A ako Basku

VzeA) xzpa.

Hajmama ropma meba wasusa ce cynpemym cxkyna A u o3nauasa ce ca sup A.

Ypeben ckyn y kKome cBaka ABa €JIEeMEHTA UMAajy CYNPEMyM W UHOUMYM HA3UBA C€ pewemnka (MIm Mpemnca).



Teopema 2. CBaku JjaHAIl je U pPENIETKA.

Ob6puyTto tBpbheme He Baku.

3a rpa¢uuko npencTaBbame ypeheHux KOHAYHUX CKYIOBa, OCUM yoOUdYajeHOr Ipa)OBCKOr MpUKa3a, KOPUCTE CE
u Xaceosu dujazpamu.

Hedmunmmja 4. Hera je (X, o) ypeben ckyn. Exement x € X je nenocpednu npemzrodnuk eremenTa y € X ako
Vz€eA) zpz AN zpy = z=z V z=uy.

Hpyrum peunMa, & je HEMOCPEAHU MPETXOIHUK OX Y aKO HUjedaH APYTU eJEeMEHT CKyma A He MOke Ja ce ,,CMecTm™
u3smeby = u y.

IIpeko memocpemuor mperxomuuka y ypebenom crymy (X, ) MOkeMO 3a CBAKU €JEeMEHT CKyma X na OApeauMO
IBErOB HUB0 Y OMHOCY HA PENAUjy Q.

Enement x € X je na auBoy 0 ako HeMa HENOCPEIHUX IpeTXOnHUKa (ergeMeHTH Ha HUBOY 0 ce Ha3uBajy amomu).
Y cynpoTHOM, eleMeHT T je Ha HuBOY k, k > 0, ako nMma 6ap jeIHOr HENOCPENHOr IPETXOMHUKA HAa HUBOY k — 1, mox
CBU OCTAJI H-€MOBY HEINOCPENHU IIPETXOIHUIM uMajy HuBO He Behu on k — 1.

Cana ce Xaceoe dujazpam cryna (X, p) nobuja ma caemehu mauus.

CBakoMm esemenTy u3 X mpuiapy:Kyje ce jeman usop aujarpama. CsBu oBu uBopoBu ce mopebajy mpema muxoBum
HUBOUMA, TToueBmy on HuBoa () Ha mHy no HajBeher HUBOa Ha BPXY, M CBAKU UBOP Ce Cliaja JIMHUjaMa Ca CBUM CBOjUM
HEMOCPEIHUM TPETXOMHUIMA.

Ose nuHUje MOry OUTU HEOPUjEHTUCAHE WJK Ce OHE OPUjEHTUINY, O] YBOPA MAam-er HUBOA Ka yBOpy Belier HmBoOA,
na Ou ce HArJIacCWJIO KOJU je €JIEeMEHT ca KOjuM y pejamnuju. Yemhe ce KOPUCTU OPUJEHTUCAH XaCEOB AUjarpaM.

IIpumep 4. Onpemuru (reopujentucan) XaceoB aujarpam 3a napuujanuno ypeben ckyn (P({1,2,3}), C )

Pewemwe.
Y oBom XaceoBoM mujarpaMmy je mpasaH ckym () Ha
muBoy 0, ma musoy 1 cy {1}, {2} u {3}, ma mmBOy 2 cy
{1,2}, {1,3} u {2, 3}, moxk je Ha HUBOY 3 1eo ckym {1,2,3}.
|
IIpumep 5. Onpemutn (opujentucan) Xaceos aujarpaM maprujanto ypebenor ckyma ({1,2, oo, 90 ) IToncerumo

ce ma je | pemanuja IebUBOCTH.

8
Kako 6poj 1 mesnu cBe ocrase, oH je Ha HuUBOY 0, Ha
4 6 9 HuBOy 1 cy mpoctu 6pojesu 2, 3, 5 u 7, Ha HUBOY 2 cy 4,
6 m 9, Mok je Ha HUBOY 3 camo 8.
2 5 7
|
1

ITpumep 6. Opujertucann Xaceor mujarpam ToTaHo ypebenor ckyma ({1,2,3,4}, g).

Pewemne.

Pewemwe.
4
Ha caunu neBo je nat XaceoB aujarpam TOTAJHO ype-
3 Denor ckyma (M3 HEroBOr M3TIIENa je jacHUje 3amTo Cce
Ha3uBa jaHan!).
2

Y memy je 6poj 1 ma HuBOYy 0, 2 je Ha HuUBOY 1, 3 Ha
HUBOY 2, HOK je 4 Ha HUBOY 3. |

W3 maumna KOHCTPYKIMje XaceoBOT AujarpamMa MOKEeMO Aa BUANMO Ma Cy €JIEMEHTU HA UCTOM HUBOY HEYIOPEAUBH.
W3 oBora 3akmydyjeMo ma Kom ToTauaHo ypebenor ckyma (mau jaHna), KOX KOra Cy CBaka JBA €JIEMEHTA yHIODPEIUBa,
Ha CBAKOM HUBOY MOCTOju TadHOo jemaH esemeHnT. Crora je XaceoB mujarpam JIAHIA ({1,2,3,4},<), IpuUKa3aH Ha
IPETXOHO] CJINUNU JIEBO, MHOTO jeAHOCTABHUJU U NPErJVIeNHMjU HEro oAroBapajynu rpagoBCKM IPUKA3 UCTOT OBOT
CKyTIa ({1,273,4}7 <) KOjU je maT Ha CIAWIN OEeCHO.



3anau

1. Hat je ckyn S = {1,2,3}.

a) OzxpemuTyu KOIMKO UMa PA3IUYUTUX Dejaluja ¢ NepUHACAHUX HA CKymy S.

6) Kosuko mma paszmmuutux peeKCUBHUX pesanuja Ha CKyIy S.

Pewewe.  a) Ypamuhemo 3anarak y ommreMm ciaydajy, Kana KOHAYaH CKyn S uMa n ejaeMeHara, Tj. |S| = n.
Penanuja ¢ Ha ckymy S je 6uio koju moackyn ckyma S? =S x S. Kaxko je |S?| = n?, 1o je ykynmanm 6poj penranuja Ha
ckymy S jemHak on’ (3a cBaku exemenT m3 S? mmamo 2 MoryhHOCTM WM na je y ¢ WM da Huje Y 0).

Ykynau Opoj penanuja na ckyny S = {1,2,3} jennax je 23" = 29 = 512.

Hamomena. [lo oBor pesynrara ¢MO MOrau AONM M CAMYHUM PE30HOBAaKEM MPEKO Tabiuie, Kao mTo NeMo paauTi
y meay mon 6).
6) Iocmarpajmo Tabauny oBe peaanuje. Tama uMamo na je

o1l 2 3
111

2 1

3 1

jep je mara pesanuja pediexcuBHa. Y cBa ocrajta mopba (kojux mma 6), moskemo ymucaru uiau 0 mau 1 (mro cy 2
moryhuoctn). Crora je ykyman 6poj pediaekcusrux penamuja y ckymy S = {1,2,3} jemmax 26 = 64. |

2. 21. momahu 2009. a) Ompemutu cBe moryhe penanuje exBuBasenuuje Han ckymom @ = {1,2,3,4}. Kouuko ux
YKyIHO uma?

6) Oxpemuru KOIMKO uUMa pesanuja moperka zan ckynom P = {1,2 3}.

Pewewe.  a) Cpaka penanuja eKBUBaJeHIMje Ha CKyIy () oAroeapa jemHoMm pasbujamy ckyma () Ha HOACKyTOBe (TO
e OuTy KIace eKBUBAJIECHIU]E).

Cryn Q = {1,2,3,4} moskemo pa3buru Ha moACKynoBe Ha cuaexehe maumbe (mopex cBakor pa3bujama je HANIKUCAHA
omrosapajyha penanuja ekBuBasieHOuje):

{1,2,3,4} 01 ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4) }
{1,2,3} U {4} 02 = {(1,1) (1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3); (4,4)}
{17 274} U {3} 03 = {(17 1),(1,2),(1,4), (2, 1), (27 2),(2,4),(4,1),(4,2), (4, 4); (373)}
{1.3,4}u {2} 04 ={(1,1),(1,3),(1,4),(3,1),(3,3),(3,4), (4,1), (4,3), (4,4); (2,2)}
{2.3,4}u {1} 05 =1{(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(4,2), (4,3), (4,4); (1, 1)}
{1,2} U{3,4} 06 = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2);(3,3),(3,4),(4,3), (4,4)}
{1,3tu{2,4} o7 ={(1,1),(1,3),(3,1),(3,3); (2,2),(2,4), (4, 2), (4,4)}
{1,4}u{2,3} os ={(1,1),(1,4),(4,1),(4,4);(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

{17 2} U {3} U {4} Q9 = {(1’ 1), (1, 2)7 (27 1>7 (2, 2)5 (373); (4, 4)}
{1’ 3} U {2} U {4} 010 = {(L 1)v (173)7 (3,1), (3’3); (2,2); (474)}
{L4aru{2u{3t o ={(1,1),(1,4),(4,1),(4,4);(2,2); (3,3)}
{2,3tu{1u{dt 012 ={(2,2),(2,3),(3,2),(3,3); (1,1); (4,4)}
{214} U {1} U {3} 013 = {(27 2)a (274)7 (47 2)a (474); (17 1)? (373)}
{374} U {1} U {2} 014 = {(37 3)a (374)7 (47 3), (474); (17 1)§ (27 2)}
{u{2tu{3tu{d} o015 ={(1,1):(2,2);(3,3); (4,4)}.

Caaka o1 0BUX pejanuja OAroBapa jemHoM on cieneliux Tumosa.

Tuna T je camo penamuja 91 U Ty IMaMo caMo jenny kiacy {a,b,c,d}.

Tuny T, npunanajy penanwmje g, 03, 04 U 05 U Ty uMamo kaace {a,b,c} u {d}.

Tuny T5 npunanajy peiamuje gg, 07 U 0g U Ty uMaMmo kaace {a,b} u {c, d}.

Tuny T, npunanajy penanuje gg, 010, 011, 012, 013 ¥ 014 U Ty nmamo kaace {a,b}, {c} n {d}.
Tuna T5 je camo penamuja 915 1 Ty umamo 4 raace {a}, {b}, {c} u {d}.

D OO O O
% @ﬁ =0 OO O O

Iakne, ykynuo uma 15 penamuja exBuBasiennuje ua ckyny @ = {1,2,3,4}.



6) Caky onx TuX pejanuja IOPETKA MOMKEMO IPEICTABUTU XaceoBUM mujarpamoM. YV oBme uMamo 5 pa3iuduThX
TUIIOBa peJjalyja TOPETKA.

c
b a c b
b
a c b a Oc O O O
a a b c
T 15 T; Ty T

Penamuja moperka tuna T; uma 3! = 6 (jep cBakoj mepmyranuju 6pojesa 1,2,3 oarosapa jemHa pesanuja MOPETKA).
OBo ¢y jeauHe penanuje TOTAJHOT HOPETKa (JIAHIM).

Penamuja moperka tuna Th uma (:1)’) = 3 (jep emement b Moskemo omabpatu on 3 6poja 1,2,3 Ha 3 pasnuunra HAUMHA;
1360pOM b CMO OAPENUIN U @ U C).

Penamnuja moperka Ttuna T5 uma (?) = 3 (jep emement b Moskemo omabpatu on 3 6poja 1,2,3 Ha 3 pasnuunra HAUMHA;
“360pOM b CMO ONPENUIN U 4 U C).

Penanuja moperra tuma T, mma (:15) -2 = 6 (jep emement ¢ Mo:xeMmo omabparu ox 3 6poja 1,2,3 ma 3 pasanunra
HAUMHA, & 3aTUM €JIEMEHTE a4 U b MOKEMO ypPeIUTHU Ha 2 HAUWMHA).

Penamuja moperka tuna Ty uma (g) =1.
Hakne, yrynao nMa 19 pesmanuja mopertka Ha ckymy {1,2,3}. |

3. 2. mapt 2009. Hexka je p 6unapua penamuja medpurucana Ha S C RT Taro ma 3a cse x,y € S Basn

ned T+ 5y
<
3y

Toy = 2.

a) Iokazatu na je (S, p) mapumjamuo ypeber crym.

6) IIpencrasutu penanujy rpapom u Tabaudro, ako je S = {%, 1, \/§,7r,5}.
B) Hahu cympemym u undumym moackyna T = {1,v/3,5}.

r) Ila mu je (S,0) pemetka, rae je S = {1,1,v3,71,5}7

Pewewe. Ha ocuoBy ummenume na je S C RT ciaemu ma cy csu z,y > 0, Ia HejeHAKOCT KOjOM je 3a[aTa pejlamuja

ned
MOKeMO na MOMHO:kUMO ca 3y > 0 (u mehe ce mewaru 3nak!). Onarne mobujamo ma je z oy <=  x + 5y > 6y, Tj.

ned
Ty <= xT2=Y.

a) 3a penamujy > 3HaMO Ia je pejanuja moperka (a4 TO MOMKEMO U IOKA3aTU — AHAJOTHO KAO U 33 pejauujy < U3
SazmaTtka 7.), 0a je u penaimuja @ pesanuja noperka, tj. (S, 0) je napuujanuo ypeben ckyn.

Wako je mperxoaHO HOBOJFHO Oa Ka:KEMO, cala NeMo CTPOro (pOpPMAJHO U MOKA3ATU Aa je 0 PEeNAlrja MOPETKA.
P Karko je x >z 3a cBako ¥ € R*, To je oBa penamuja pediexcusHa.

AC Axko jex>yuy>z oHna je T >y > x, Ia KAKO je £ = T, TO U y NPETXOAHUM HEjeTHAKOCTUMA MOPa I3 BaKU
3HAK jeTHAKOCTHU, Tj. MOOUjaMo ma je & = Yy, OMHOCHO peJjaluja @ jeé aHTUCUMETPUUHA.

T Ako jex >y uy>2z OHIA je T =Y > 2, Tj. T =z, OOHOCHO peJjalyja ¢ je TPAaH3UTUBHA.
Kaxro je oBa pemamuja P,AC,T oma je pemanuja noperka.

o)

V3

0
T
2
1

V3

i
)

e e I
el e =
=)

— o OOy
—_ O O O O|ut

B) l'opmwe mebe cxyna T cy cBu 6pojeBu a, TakBu na je x oa (tj. © > a) 3a cee x € T. Cyunpemym je Hajmama (y
onHocy Ha p) ropwma Meba, Tj. supT = 1.

Home mebe cryna T' cy cBu 6pojeBu a, TakBu na je a oz (Tj. a > x) 3a cee ¢ € T. Vupumym je najseha (y ommocy
Ha 0) moma meba, Tj. infT = 5.

r) Kako je pesmanmja > pesnanuja TorasHor moperka (JlaHal) Ha CBAKOM CKyIy S, TO je OHA W DEIIeTKA. |



4. 2. jyu 2009. IlaTa je penanuja

ned pasauka 30upa nudapa 6poja x u 30upa uudapa

e wey 6poja y je memuBa ca b
Ha crymy {11,27,38,46,58}.
a) HaBpojaru cBe eneMeHTe KOjU Cy y peJalyju 9 U KOJU HUCY y PeNaluju Q.
6) IlpexncraButu maTy penanujy TabIMUHO U IPEKO rpada.
B) lla nu je marta penamuja pedIeKCUBHA, CUMETPUYHA, AHTUCUMETPUYHA, TPAH3UTUBHA !
r) Vcouraru na au je TO penanuja eKBUBAJCHOUje U/UIM PeJanuja HIOPETKA.
) YKOJUKO je TO peJiallija eKBUBAJEHIMjEe ONPEIUTH CBE KJIACe €KBUBAJICHIN)E, a YKOJIUKO je TO pesaluja MOPeTKa

IPEICTABUTH je TPEKO XacCeoBOr AujarpaMa W UCIUTATHU A4 JIU je TO peJiallija TOTAJHOT WU IMAPIUjaJTHOT TOPETKA.

Pewewe.  36uposu mudapa matux Opojesa 11, 27, 38, 46 u 58 cy jemmaku:
1+1=2, 247=9, 3+8=11, 446 =10, 5+8=13.

Ha ocuoBy oBOra notujaMo Koju Cy eaeMeHTu y penamuju (0may3MeMo HBUXOBe 30MpoBe mudapa U IMOCMATPAMO KOjU
on Tux OpojeBa Cy IebUBU Ca ).

a) Y penamuju cy: 11011, 27 027, 38 0 38, 46 0 46, 58 p 58.

Y penamuju mucy: 11 4 27,11 4 38, 11 g 46, 11 4 58, 27 g 11, 27 4 38, 27 g 46, 27 4 58, 38 4 11, 38 g 27, 38 g 46,
38 4 57,46 4 11,46 g 27, 46 g 38, 46 g 58, 58 g 11, 58 4 27, 58 g 38, 58 4 46.

6)
o |11 27 38 46 58 Q

111 0 0 0 0 Q 46 Q
2710 1 0 0 0

3810 0 1 0 0 58 38
4610 O O 1 O 11 27
50 0 0 0 1 0 Q

B) OsBa je penanmja P (y Tabaunm cy eneMeHTH Ha TJIABHO] IMjArOHANW jeNHAKU 1; y rpady BUOUMO Oa OKO CBAKOT
YBOPA UMAMO HETILY ).

Osa je penamumja C (y Tabuumu cy eseMeHTU KOJU Cy CUMETPUYHU Y ONHOCY Ha I[JIaBHY aujaroHaly mebhycobuo
jemnaru 1 to 0; y rpady Buaumo na usmeby 2 paszauumra usopa umamo miau 0 wiau 2 rpane — raunuje 0 rpana).
OsBa je penmamuja AC (y tabaumu meby emeMeHTMMA KOjU Cy CUMETPUYHU Y OJHOCY Ha TJIABHY IWjATOHAIY HE
Hawa3uMo gse 1; y rpady sBumumo na uameby 2 pazaumuura usopa mmamo uiau 0 wiau 1 rpany — tavnauje 0 rpana).
Osa je penamuja T (Buoumo ca rpada, jep murze Hema Hujexae on ciaenehe 2 curyaunuje xoje ksape T:

jep vy rpagy He mocroju HujenHa rpana usMmeDy 2 pasmuuura usopal)

r) Osa pesnanuja je P, C u T, na je penauuja eKBUBAJICHUH]E.
Osa penamuja je P, AC u T, ma je penamuja mopeTka.

n) Knace ekBusasenuuje cy:
[11] = {11}, [27] = {27}, [22] = {38}, [46] = {46}, [58] = {58}.

Penanuja uuje penamuja torasuor mopetka jep 11 4 27 u 27 4 11, Tj. TO je penamnuja mapiujajHOr MOPETKA.
XaceoB mmjarpaM oBe peranuje je mpencraBibeH Ha cienehoj cauim (CBu YBOPOBU Cy HA MCTOM HUBOY jep HUKOja
2 HUCY ymOpeIuBa y OJHOCY Ha PEJanujy 9):

o o O o o
11 27 38 46 58



5. 2. 3amartak, pebpyapcku pox 2010.1 Hexra je mat ckyn A = {a,abbe, bab, daabch, dacdb, dc} n wa memy penarmje
01,02, 03 € A* cy mare ca

ned
rT01Yy < peuyun T Uy Cy uUCTe OYy:KUHE,

ned

TO2yY < peun T U Y IOYMBY HUCTUM CJIOBOM,

ned
T P33y < peum I HeMa Mame CJI0Ba O Y.

a) Ilpencrasuty cBe 3 pesanuje TabIUMYHO U MPEKO rpada.
6) Ila au cy nare penaiuje pe(eKCUBHE, CUMETPUYHE, AHTUCUMETPUYHE, TPAH3UTUBHE?
B) Ucnurary na nu cy oHe pesanyje eKBUBAJICHIMje W/UIK pejanyje HOPeTKA.

r) YKOJUMKO je HEeKa Ol HUX Dejaluja eKBUBAJECHNIUje OAPEIUTU CBE KJIace EKBUBAJEHIMjE, a YKOJIUKO DeJaluja
MTOPETKa MPEACTABUTH je MPEKO XAaCEeOBOr AMjarpaMa ¥ UCIUTATU Oa JUA jé TO Pejaluja TOTAJHOT WU MapIlijaJHOT
IIOpETKA.

Pewemwe. IIpeo hemo ucnuraru ocobuHe penarnuje g7 KOI KOje Cy 2 peuum y peslalliju aKO M CaMO aKO Cy HCTe
NYsKUHE.
" o O
a | abbc | bab | daabeb | dacdb | dc
all] O 0 0 0 0 dacdb daabcb
abbc | 0] 1 0 0 0 0
bab [0 0 | 1 0 0 |0 O de babO
daabeh | 0| 0O 0 1 0 0
dacdb | 0| O 0 0 1 0 a abbe
0} 0O 0 0 0 1

de @ @

6) Osa je penamuja P (y tabuunu cy eleMeHTH Ha INIABHO] AUjarOHAJU jeAHAkKU 1; y rpady BAAUMO HA OKO CBAKOT
YBOPA MMAMO TeTILY ).

Osa je penammja C (y tabaumu Cy eJeMeHTH KOjU Cy CUMETPUYHU y OIHOCY HA TJIAaBHY mujaronaty MmebycoGHo
jemmagku — 1o ¢y no gse 0; y rpady Bumumo na usmeby 2 pazaumuura usopa mmamo 0 rpana).

Osa je penanuja AC (y Tabuunu cy eJIeMEeHTU KOjU Cy CUMETPUYHU y OJHOCY Ha [JIABHY AWjArOHAJY HUCY j€THAKA
1 u 1; y rpady Buaumo na usmeby 2 paszaumuura usopa umamo O rpana).

Osa je penamuja T (Buoumo ca rpaga — He HOCTOje 2 IpaHe KOje ce HaI0Be3yjy).
B) Osa penaunuja je P, C u T, na je penanuja eKBUBaJICHIL]E.
Osa penamuja je P, AC u T, na je n penanuja moperxka.

r) Kunace exBusasienuuje cy:
[a] = {a}, [abbc] = {abbc}, [bab] = {bab}, [daabcb] = {daabeb}, [dacdb] = {dacdb}, [de] = {dc}.

OBo je pesanuja napuujaHor noperka (Huje TOTAJHOr IOPETKA jep HUCY CBaKa 2 ejleMeHTa yIopeauBa, HOP. a g dc
u dc g a). XaceoB qujarpam oBe pejanuje je:

(o) (o) (o) (o) (o) (o)
a abbe bab daabeb dacdb dc

Cana hemo ucnuratu ocobuue pesanuje go KO KOje Cy 2 pedu y pesalnji ako U CaMO aKO MOYUEY UCTUM CIOBOM.

a) dacdb daabcb

a | abbc | badb | daabeb | dacdb | dc
al|l 1 0 0 0 0
abbe | 1 1 0 0 0 0
bab [0 O [ T [ 0 0 |0 de bab O
daabeb | 0 0 0 1 1 1
dacdb | 0| 0O 0 1 1 1
de| 0] O 0 1 1 1

'Ha ucnury Huje 6uia maTa pelamuja g3 HETO CaAMO 01 W Q2.



6) Osa je penamuja P (y Tabuunu cy eleMeHTH Ha INIABHO] AUjarOHAJU jeAHAKU 1; y rpady BAAUMO HA OKO CBAKOT
YBOPA MMAMO TeTILY ).

Osa je penammja C (y tabaumm Cy eJeMeHTH KOjU Cy CUMETPUYHU y OIHOCY HA TJIaBHY mujaronaty mebhycoGHo
jemmaru; y rpady Bumumo na msmebhy 2 pazmuuura usopa mmamo unu 0 uau 2 rpame).

Osa penamuja muje AC (me Basku a g abbe, abbc pa = a = abbe).

Osa je penamuja T (Buaumo ca rpada jep kKal rol nMaMmo 2 rpaHe KOje Ce HaJOBe3y]y UMaMO U ,Ipeuniry”).
B) Osa penanuja je P, C u T, na je penanuja eKBUBAJICHIL]E.
Kako muje AC ona Huje penamnuja mOpeTKa.

r) Knace exsuBanennuje cy:
[a] = [abbc] = {a, abbe}, [bab] = {bab}, [daabeb] = [dacdb] = [de] = {daabcb, dacdb, dc}.

Cazna hemo mcmouraru ocobuHe penanuje g3 KOI KOje je ped T y PesalUju ca Pedd Yy ako U CaMO aKO Cy HCTe
Oy/KUHE WU je T Oy:Ka On Y.

a)

a | abbe | bab | daabeb | dacdb | dc
al|l 0 0 0 0 0
abbe | 1 1 1 0 0 1
bab | 1 0 1 0 0 1
daabeb | 1 1 1 1 1 1
dacdb | 1 1 1 0 1 1
de | 1 0 0 0 0 1

6) Osa je penamuja P (y Tabuunu cy eleMeHTH Ha INIABHO] AUjArOHAJU jeAHAkKU 1; y rpady BAAUMO HA OKO CBAKOT
YBOpA UMAMO LETILY ).

Osa penammja auje C (ump. dec gz a, a a g5 dc).

Osa je penanuja AC (y Tabaunu Cy eJIEeMEHTU KOJU Cy CUMETPUYHU y OJHOCY Ha TJIABHY AWjArOHAJY HUCY j€THAKA
1 u 1; y rpady Bumumo na uzmebhy 2 pazaumuura 4Bopa MMaMo TadHO 1 rpany).

Osa je penamuja T (Buoumo ca rpada jep kKam rol nMamo 2 rpaHe KOje Ce HaJOBe3y]y UMaMoO U ,Ipeduniy”).

B) Osa penanuja vuje C, ma Huje pesanuja eKBUBAJCHIM]E.
Osa penamnuja je P, AC u T, na je u penanuja moperka.

r) OBo je pesamnuja TOTAJIHOT mMOpeTKa (CBaka 2 eJeMeHTa Cy ynopeamsBa — BUAMMO u3 rpada ma msamehy cBaka 2
pasnIuuuMTa YBOpa IMOCTOjU TAYHO jelHa rpaHa). XaceoB AUjarpaM OBe peJanuje je:

daabcb
dacdb
abbc
bab

dc



6. 2. 3amarak, janyapcku pok 2009. Wcnuratu na nu je penamnuja ¢ nqeuHUCAHA KAO
oy & wy<y’

penamuja mopeTka Ha ckymy: a) N mpupomaux Gpojesa; 6) Z unemux OGpojesa.

Peweme. a) Pemanuja ¢ je mepunucana ma cxymy N, ma cy csu 6pojesu mosutusHu. CTOra ycjios Kaja Cy ABa

ned

eJleMeHTa y pesanuju, T 0y <= ay <y?, MoweMo ma momenumo ca y > 0 (36or y > 0 mehe ce memarn 3mak!), ma
nobujamMo ma je
ned
roy < x<Y,

a 3a pesanujy < MO3HATO je Ja je pejanuja MOPeTKa, ajJu heMO TO OBAe U TMOKA3ATH.
Kako je x <2 = z px, Tj. oBa je pemanuja P.
OsBa je penanmja AC: x <y, y<z = <y <, a KAKO BAXKU & = T TO U IPETXONHO] HEjeAHAKOCTU CBYIa MOPa 1A

BaKU 3HAK je THAKOCTH, 14 je & = Y.
OsBa je penamuja T: <y, y<z = ax<y<z = < 2.

Osa penamnuja je P, AC u T, na je u pesnamnuja noperka.

6) Basu 1o—1jepjel-(—1)=—-1<1=(-1)2u —1pl jep je —1-1 = —1<1 = 12. Aro 6u Ba:EMITa AHTUCUMETPUIHOCT,
Taga 6w mMmaau ga je 1 = —1, mrTo HUje TauyHO. TwMe CMO TMOKa3aJu na penanuja o Ha ckymy Z uuje AC, ma ona muje
pejanuja MOpeTKA. ]

Hamnomena. Osa penanuja muje C (amp. 1 <2 = 2<1 |1), a HUje pejaluja eKBUBAJICHIU]E.

7. Tokasaru nma je pemaunwmja | (,,memu”) penamuja nmoperka Ha ckymy S C N a ma Huje penamuja moperka Ha Z.
Matemaruuka nedpunuimja ga 6poj a neam 6poj b je:

ned
alb <= (GkeZ)b=k-a.

Ha nu je 0BO pesanuja TOTAJIHOT WK MAPIUjAJHOT MOpETKA?

Ia su je crpyrrypa (N,|) pemerra?

Pewewe. Kako z | x (jep nocroju k € Z taxso na je t = k-x — To je k =1), oBa je penauuja P.

Osa je penamuja ACyz € N: x|y, y |z =>y=k-z,x=L-y=2 =k -{ -z (0OBa jeIHAKOCT BasKM 3a CBAKO
zeEN)=>k-L=1=k=1,£¢=1 (jep cy k,£ € N) u xonauno, uz £ =1 = z = y.

Y ckyny Z jemnauuna k- ¢ =1 uma u pememe k = = —1, Ha OCHOBY KOje KOHCTpywuieMo koHTpanpumep 3a AC:
2] -2, -2|2=2=-2 |1 OBuM CMO TIOKA3aJM Oa pejalrja AeJbUBOCTU HUjE pesanuja MOPETKA Ha CKyIy Z.

Osa je penamuja T: 2z |y, y |z = y=k-z,z=m-y=>z=m-k-z (akhmeN=Ek-meN) = z|z.

Ocobune P, AC u T Bake y N, ma u y cBakoM merosoM moickyny, S C N, re cmo mokasanu na je | penamuja
mopetrka y S C N.

Ila nu je 0BO pesianuja TOTAJIHOT WJIX MAPIVjAJHOT MOPETKA je Tpuk muTame! 3aBucu onx Tora mra je ckym S!

Hnp. ako S uma camo 1 eneMeHT wiaum 2 ejseMeHTa O KOjUX jelaH Oedu APYTY OHAA je TO peJslalurja TOTAJIHOL
noperka. S mMosxke Gutu u Geckomauam: 3a S = {2¥: k € Ny} To je rakobe pemammja ToTamHor mopeTka.

Y HapemHOM 3aIaTKy AajeMo ImpuMepe CKyma S KO KOJUX je OBO pesialuja MapIjaJHOT MOPETKA.

Y cryny N nmoctoju urpumym 3a 6uno koja 2 6poja (to je H3l — majsehu 3ajenauuku nenmmian), a CynmpeMyM 3a
6uno koja 2 6poja je H3C (majmamu 3ajenumuku caapskaian). Crora je crpyrrypa (N,|) pemerka. [ |

Hanomena. Yecra rpemrka je ma je ,k jemnmno cioso koje 3mare“! Axo x|y omma crasumo na je y =k -z, a3a y|x
y ucnutuBamwy AC Tpeba y3eTu HEKO HOBO CJIOBO, HIp. ¢ m onga uMmamo na je ¢ = £ -y. Cuauuno ymecrto 2 myta k,
y3eau cMo k m m mpu ucnurtuBamy T.



8. Heka je penauuja ,nenu”, |, (13 npeTxomHOr 3amaTKa) 3amaTa HA CKYILY

a) §=1{1,2,3,4,5,7,8,9,10, 16,50, 125,160}; 0) S=N; B) S =Ny =NuU{0}; r) S =N\ {1}.
YKoauKO je S KOHAUYaH HAIpTATU XAaCeOB AujarpaM OBe PeJialluje.

IIra cy majsehn, HajMamu, MAKCUMAJIHA 1 MUHUMAJHNA €JIeMeHTH (YKOIMKO mocToje)?

Ila nu je oBa peslanMjcKa CTPYKTypa pemeTra?

Pewewe. a) Xaceos mujarpam 3a penanujy messuBocty Ha ckyny S = {1,2,3,4,5,7,8,9,10,16,50,125,160} (To je
jeIVHU KOHAJaH CKyIl) je mpuka3aH Ha cuaexehoj cawuu:

160

OpnaBne BumuMo ma je 1 HAjMamU €JeMEeHT, 8 CAMUM TUM TO je U jeIUHU MUHUMAJHU €JIEMEHT.

OsBa cTpyKTypa uMa BUIIe MaKCUMAaJIHUX ejdemenara: 7,9, 25, 160. Kako uma Buire MakcuMaJHUX ejJeMeHaTa OHa
HeMa HajBehu eeMeHT.

Nudumym 3a 6uno xoja 2 6poja, a u b nocroju (anu to muje H3II — mop. inf{50, 125} =5, a H3I1(50, 125) = 25!1!)
jep ce mo XaceoBOM maujarpamy MOKEMO CIyIITaTu mojaszehm ox a mo majBeher 3ajemnuvor menwmona O6pojeBa a u b
KOju ce Hasmasn y ckymy S (OH curypHo moctoju jep je 1 € S).

CynpemywMm se nocroju yeek! Hup. sup{7,9} ne mocroju! Crora oBa cTpyKTypa HUje PELIETKA.

6),8),r) Illta cy majsehn, HajMamu, MAKCHMAJHM W MUHUMAJHN eJeMeHTU (YKOJIMKO MOCTOje), Kao W Ja JIM je Ta
penamnujcka cTpyKTypa pemerka gahiemo y ciaenehoj rabmaumnm:

S HajMamU €. | HajBelu €. | MUHUMAJIHU €JI. | MAKCUMAJHA €JI. | PEIIeTKa
6) N 1 HeMa 1 HEMa jecre
B) Ny 1 0 1 0 jecre
r) N\ {1} HEMA HEMA npocTu 6pojeBn HEMA, HUje

W3 oBe Tabuuie BUAMMO KOJIUKO MaJjia MIPOMEHa CKyIla S yTude Ha IPOMEHY OCHOBHUX OCOOUMHA PesalijCKe CTPYKTYPe.
TTokasxkuMo Heke o OBUX OCOOMHA M3 MPETXOIHE TabJIUIE.

Kako 1 menu cse npuponue Gpojese (u 0), umamo ma 1| n, tj. 1 on, na je 1 HAjMAamU €IEMEHT, MTO IOBJIAYN 1A
je 1 u jenuum munuMmasnan eixement (oBo Baxku u'y N u y Np).

Ny Nuy N\ {1} ne nocroju Hujenan MakCUMaJHU eJeMEeHT (IPETIOCTABUMO CYIPOTHO Ia IOCTOjU — HEKa je TO
M, amu Tana M | 2M, na camum tuM M Huje MakcuMmasan!), mTO MOBJIAYM 1A HE TMOCTOju HU HajBehm emement.

Y Ny je 0 majsehu emement jep 0 meme cBu mpupomuu Gpojesu?: n | 0, Tj. n 00, tj. 0 Hajsehu esement, mTo
noBsaun na je 0 U jeIuHM MAKCUMAJIAH €JIEMEHT.

Ny Nuy Ny osa crpykrypa je pemerka (Mako je TO pesanuja DaplujaiHOr HOPETKA), jep HOCTOje U UHOUMYM
¥ cynpeMyM 3a Omio koja 2 eaxementa (mocebHO HaBoquM ako je Ty 0 u ako Huje):

inf{a,b} = H3(a,b), sup{a,b} = H3C(a,b); inf{a,0} = a, sup{a,0} = 0.

Hoxraskumo na y N\ {1} He nocroju HajMamyU €JIEMEHT.

IIpermocraBuMO Ja MOCTOjU — HEka je To m, Taga m | n 3a cBako n € N\ {1}, na u 3a n =2 Basku ja m |2 = m = 2
(jep je To jemuum 6poj y N\ {1} roju memu 2). Anu rana 6u mopano ma Basku 2 | n 3a cBako n € N\ {1}, mro nHuje
tayno (anp. 21 3), na cmo mobuam rorTpaaukmujy. Crora me moctoju HajMamu exement y N\ {1}.

W3 kaHoHCKe (haKTOpUM3aIMje TPUPOAHUX OpojeBa ciaenu ma cy npoctu 6pojesu (To cy 6pojeBu koju Behu ox 1,
KOjU Cy meJbMBM caMo ca lu ca cammM cobom: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...) munnmaunau exementn y N\ {1}.

Y N\ {1} mocroju cynpemym 6uno koja 2 6poja (ro je H3C), anu me nocroju uadumym 3a cBaka 2 Opoja: HIIp.
inf{2,3} me mocroju (jep H31(2,3) =1 ¢ N\ {1}), na camum TuM OBa CTPYKTypa HUje PEIIETKA. [ |

2Yax u 0 menu 0! 3aT0 cMO pesammjy AeLUBOCTH YBOAWIN Ca OHUM Aa TMOcToju k € Z — oBme 3a k MO¥eMO y3eTu 6wmiio Koju 6poj.
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9. 1. 3amarak, IIpo6uu Il komokeujym 2008. Ilara je pemanuja @ yCIOBOM
ned
roy <<= x@+1)<y@®+1)

Ha crymy S C R.

a) JlokazaTu ma penanmja @ HE 3aM0BOJHABA OCOOMHY aHTMCUMETPUYHOCTH HA MEJOM CKyIy R.
0) [orasaTu na penanuja g IpencTaBsba pPeJalujy MOpeTka Ha ckymy S = [1,400).

B) Jla s je TO penanuja TOTAJHOT WK pejanuja maprujansor noperka? Ila mu je To pemerka?
r) Iokazatu na je 1 majsehn emement ckyma S = [1,+00).

) Ompemuru (ako mocToje) Hajmamu, HajBehn, MuErMasan n Makcumanan exement ckyna 1T = {—2,0, %, 1, %,3}.

Peweme.  Obe cTpame HejeTHAKOCTH KOjOM je 3amaTa penammja o Moxkemo momenutu ca (z2 4+ 1)(y? +1) > 0 u tana
nobujamo na je
ned x
voy <= f(@)<fly), rmeje f[f(z)=

241

a) Ha nenom crymy R nmanmo ma je f(2) = f(3) =2, ma Baxu u f(2) < f(3) n f(3) < f(2), 1j. 203 n 5 02, a kaxo je
2 # 1 cremu na osa penanuja uje AC.
6) Kaxko je f(x) < f(z), j. x oz, penamuja g je P ma cBarom moxckymy S C R.

Axko je z oy u y ox mmamo na Basku f(x) < f(y) u f(y) < f(x), 1j. Baswkn f(x) < f(y) < f(x), onakne mobujamo na je
f(@) = f(y). Ompenumo kama MOKe Ha BAKUA OBA € IHAKOCT.
Vs f(z) = f(y), 1j. 2(y*> +1) = y(2% + 1) mro Kax cpemumo nobujamo KBaapatHy jemmauusy y- 22 — (y? +1) -z +y = 0.
Hena pemema cy

PR PP —dy ey Pl (YR - 1)
B 2y - 2y

1,2

)

OIHOCHO T] =Y U Tg = %
Jlakie BaKU X QY U Y QX aKO U CaMO aKO je T = y UIu & = %
ma % ¢ [1,+00) (cem yronuko je y = 1, anu tana je u y = i =1). Tako cMO IOKa3aJy Ja MOMKE BAKUTU T QY U Y 0 T

. Mebyrum, rkaro cy z,y € [1,4+0), Tj. 221 ny>1 = %gl,

caMo YKOJUKO je T =y, Tj. peaamuja o je AC ma crymy S = [1,+00).
T:  zoy,yez= f@)<[fy), fy) <[f(2) = f@)<fy), Fly) <f(2) = fla)<[f(z) = zoz

Kako 3a ¢ Basku P, AC u T 10 je ona pesanuja noperka ua S = [1, +00).

B) Karo 3a cBaka 2 emementa x u y mmamo ma cy ,ynopemusa®, Tj. wiau je f(z) < f(y) nnm f(y) < f(x), nobujamo ma
jé TO peJsanyja TOTAJIHOr MOpeTKa (JaHal), a OJaTie CIeId U Ia je PEIIeTKA.

r) [okammmo na 3a ceako x € S pazn f(z)< f(1), Tj. 57 < 3. Kaza nperxonny Hejemnakoct momuoxmMo ca 2(z? +1)
nobujamo 2x < 22 + 1, 1j. 0 < 22 — 22 + 1, ommocuo 0 < (z — 1)%, mTo yBer Bazkm. Tume cMO MOKA3aiM Ia 3a CBAKO
xz € S Baxu f(z) < f(1), Tj. z o1, na je 1 najseliu enement cryma S.

m) Kaxo je f(=2) = =2, f(0) =0, f(3) = %, (1) = 3, F(§) = 15, F(3) = 15 Bamu f(=2)<[(0)<fB)<[(5)<F(3)<f(D),
Tj. —20003 g% Q% 01, omakne BuaumMo na je —2 HajMamy (CAaMUM TUM U jeJUHA MUHUMAJHU €JIeMEeHT), a 1 Hajselin
(caMyM TUM U jeVHU MAKCUMAJHU) €JIEMEHT. [ ]

3 . X
" CKUIUpaJJamn aPUK HKIN)E X)) = .
nupanu rpa¢uk pymrnuje f(x) o

Hamnomena. AC cMo Morau Ja IMIOKaKeMO M TaKO IITO Ou mcIuTaInI

Kana 6u To ypamnnum nobunu 6u rpa¢uk xao Ha ciaenehoj caurm seso:

AHTHCUMETPUYHOCT Cce CBOAM Ha TO fa je pyHrumja f(x) = ,1-1% a To HajrakIme MOKa3yjeMo IPEKO MOHOTOCTH.

x
2+ 1
Y cayuajy R Bugumo ma f(x) Huje momoTona, ma mMoxkemo nponahwu komTpampumep 3a ,,1-1¢ f(%) = f(2), a % #+ 2.
To mam maje xkourpanpumep 3a AC: % 02, a % # 2.

I'padur pymrmuje f: [1,400) — R mate ca f(z) = je mpencraBimeH pBeHOM GojoM Ha caunu mecuo. OH je

x
x2+1
MoHOTOHO onanajyhu (ox tauke Mo ¢pynruuja omana), na je f(x) m ,,1-1% 1j. penanuja o je AC.

3He 6u mMopaau Aa MCOMTAMO Tesdy (YHEIU]y, HETO caMo Ja OAPeIuMO 00JacT Ae(UHUCAHOCTU, TPAHUYHE BPEIHOCTU HA KPajeBUMa
IOMEHA 1 MOHOTOHCT!

11



10. 1. 3amarak, I' rpymna, II komoxeujym 2008. Hera je pemanuja o nara Ha ciaemehu HauwmH:

zep 2 2
Vz,yeR) zpy <— zy—zxz=yz—y.
a) Ucnuratn na nm je ¢ pesnanuja eKBUBAJEHNM]e HA CKyIy R.
Axo jecre, onpenuru kiace eksuBasieHrmje eaemenara 0, 1, —3, 2 u %
6) Ucnuraru na au je ¢ penanuja mopeTka (Kao U TOTAIHOr WU MaplUjajHOr IOPETKA) Ha CKyy R.

Axo jecte ompemntu HajMamu, Hajsehun, MunnManan u MakcuManan exement ckyna (R, o).

Pewewe. &) YcIoB KOjuM je DePUHICAHA pesalnja MOKEMO TPAHCHOPMUCATH Y

aed 2 r Yy
24+1 2 +1

roy <= y-r=9yr—y &

& f(z) = fy),
x
241
Mosxe ce mokazatu (pemasamem oarosapajyhe kBagpatre jemnaunue) na je x 0y < (v =19y)V (z = %)

rae je f(x) =

Vcnurajmo ocrHoBHE ocoOuHe pernanuje ¢ Ha CKymy R:

P fle)=f(z) = zox; V

C zoy= fl@)=fly) = fly)=[f) = yox; V¥

AC zoy,yox = x =1y He BaxKA jep je 2 Q% 178 % 02,a2# %; |¢ (mo OBOT KOHTpampmMmepa MOJIa3MMO TAKO IITO

r=y

Y

MOTIYHO MCTO KA0 U y HPETXOMHOM IpUMEpy I0o0ujaMo ma je £ oy <

T zoyyoz = f(a)=[f(),fW)=F(2) = flx)=f(2) = zoz. V
a) Kako je penamuja ¢ peduexcusna, cumerpuuna u rpansurusaa (P,C,T) ona je pemauuja exkBuBaseHuuje.

. Y .
Capna omer KOPHUCTUMO Oa je £ 0y < {az ], Ia Cy KJIace eKBUBaJICHIU]E:

[0] = {0}, (1] = {1}, [-3] = {3, =3}, 2] = [5] = {2. 5}-

6) Penanuja ¢ Huje penanuja nmoperka jep auje anrucumerpuuna (AC). |

11. 2. 3amarak, ¢pebpyapcku por 2009. Wcnuraru na nu je penanuja o neprHUCAHA KAO

ﬂe[b 2 2 2, 2
zoy <<= (2"—y )y —-1)=0

jemHa peranuja eKBUBAJIEHIM]e HA CKYNy DEAJHUX OpojeBa. YKOIMKO jecTe, onpenuTu kjiace exksupasenmuje [0], [1]
u [2].

Pewewe. woy e (22 —y?)(@?P -1 =0 2> =y’ uwma*>y’ =1 rs=ywmar=—y wm x = i Wi x = _71
P z=zmajexoz. v

C Ako je x oy ouma mmamo 4 cayuaja: 1° z =y, 2° x = —y, 3° ¢ = i und° x= _71
1°z2=y = y=2 = yoz;
r=—y = y=—x = you.
3°;z::§ = y:% = Yyox;
_ =1 _ =1
4°z—7:>y—7 = you. .
Kako cmo y cBa 4 cayuaja mobunm x gy = Yy 0T TO je OBa pejaluja CUMETPUUIHA.
T Axo je r 9oy omma umamo 4 ciydaja U ako je y ¢ z OHma uMamo 4 ciaydaja, mTo gaje ykymHo 4 -4 = 16 cayuaja
(mwro je Beh MHOro 3a mcnuTUBATU MAKO je 3a oneny :) Te hemo npubehun pemyrnuju ciaydajesa.

Axo je x oy onma mmamo 2 cayuaja 1° 22 =¢y? u 2° 22 =

y2

Arko je y ¢ z orna mamo 2 ciydaja a® y? =22 n b° y?* = . To maje ykynmo 2-2 =4 ciyuaja:
la® 2?2 =92, Y’ =22 = 22 =22 = 2oz
1b° 2 _ .2 2 _ 1 2 _ 1 .

=YL Y =53 = X =5 = TOZ
2a°m2:y%,y2:z2:>x2zz% = T02;

1

2b°x2:y—12,y2zzi2 :xQZI:zQ = T02.

22
Kako cmo y cBa 4 cayuaja mobunu = oy, y 0z = & 02 TO je OBa pejlanuja TPAH3UTUBHA.

Kako je P,C,T mara pesanuja je jenna pesanuja eKBUBaJIEHIVje Ha CKYIy peaJHUX OpojeBa.

Onpenumo TpaskeHe Kiiace eKBUBAJIEHI]E:

0 ={yeR|00y}={0}, Q] ={yeR[1oy} ={1,-1}, 2l ={y e R |20y} ={2,-2,5, 5 }. u
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