
VI, VII i VIII dvoqas veжbi — Vladimir Balti�

4. Relacije

Teorijski uvod

Podsetimo se na neke od pojmova vezanih za skupove, koji su nam potrebni za uvo�eƬe pojma relacije.
Dekartov proizvod 2 skupa definixemo na slede�i naqin: X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.
Za Dekartov proizvod skupa sa samim sobom imamo X2 = X × X = {(x, y) | x, y ∈ X}.

Primer 1. Neka je A = {1, 2, 3}. Odrediti A2.

RexeƬe. A2 = A × A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}.

Definicija 1. Binarna relacija ̺ nad skupom X je bilo koji podskup Dekartovog proizvoda X2 = X × X, tj.
̺ ⊆ X2.

Ako je (a, b) ∈ ̺ to �emo kra�e pisati a ̺ b, a ako (a, b) 6∈ ̺ to �emo pisati a 6̺ b.

Sada �emo navesti osnovne osobine binarnih relacija (nad skupom X).

R Refleksivnost (∀x ∈ X) x ̺ x.

S Simetriqnost (∀x, y ∈ X) x ̺ y ⇒ y ̺ x.

AS Antisimetriqnost (∀x, y ∈ X) x ̺ y, y ̺ x ⇒ x = y.

T Tranzitivnost (∀x, y, z ∈ X) x ̺ y, y ̺ z ⇒ x ̺ z.

Naglasimo: kada ne vaжi neka od ovih osobina dovoƩno je dati kontraprimer, a ako vaжi onda moramo da
pokaжemo da vaжi za sve elemente iz X!

U zavisnosti koje od ovih osobina poseduje relacije, imamo 2 vaжne klase relacija.

• Relacija koja je R,S,T naziva se relacija ekvivalencije.

Kada imamo relaciju ekvivalencije za svaki element x uvodimo pojam klase ekvivalencije elementa x, u
oznaci Cx ili [x] ili x/̺, kao skup svih elemenata koji su u relaciji sa x, tj. Cx = [x] = {y ∈ X | x ̺ y}.
Sve klase ekvivalencije qine jedno razbijaƬe skupa X na podskupove.

• Relacija koja je R,AS,T naziva se relacija poretka ili ure�eƬe (a za skup X kaжemo da je ure�en skup).

Za relaciju poretka kaжemo da je relacija totalnog poretka ukoliko za svaka 2 elementa x i y vaжi da
je x ̺ y ili y ̺ x (tada kaжemo da su svaka 2 elementa uporediva). Skup snabdeven sa relacijom totalnog
poretka nazivamo i lanac. Relacija poretka koja nije relacija totalnog poretka naziva se relacija
parcijalnog poretka.

Primer 2. ̺ = {(1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 1)} je jedna relacija (jer je ̺ ⊆ A2) na skupu A uvedenom u prethodnom
primeru. Ovako zadatu relaciju (na konaqnom skupu A) moжemo opisati na jox nekoliko naqina.

• Moжemo nabrojati sve elemente koji su u relaciji:
1 ̺ 3, 2 ̺ 2, 2 ̺ 3 i 3 ̺ 1.
Tako�e moжemo nabrojati i sve elemente koji nisu u relaciji:
1 6̺ 1, 1 6̺ 2, 2 6̺ 1, 3 6̺ 1 i 3 6̺ 3.

• Tabliqno (za a̺b – a traжimo sa leve strane, a b gore i u preseku odgovaraju�e vrste i kolone stavƩamo
1 ako su elementi u relaciji, a 0 ako nisu; ponekad se umesto 1 i 0 koriste ⊤ i ⊥):

̺ 1 2 3
1 0 0 1
2 0 1 1
3 0 1 0









ili

̺ 1 2 3
1 ⊥ ⊥ ⊤
2 ⊥ ⊤ ⊤
3 ⊥ ⊤ ⊥









• Preko grafa relacije (ako imamo a ̺ b onda stavƩamo strelicu koja ide od a ka b):

1 3

2
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Primer 3. Ispitati osnovne osobine relacija na relaciji iz prethodnog primera.

RexeƬe. R Ova relacija nije reflesivna jer 1 6̺ 1.
Ovo moжemo videti i iz tablice (na glavnoj dijagonali bi morali da imamo sve 1) i iz grafa (oko svakog
elementa bi morali da imamo petƩu, a ne samo oko 2).

S Ova relacija nije simetriqna jer 1 ̺ 3 ⇒ 3 ̺ 1, ali mi imamo 3 6̺ 1.
Ovo moжemo videti i iz tablice (elementi simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu moraju biti me�usobno
jednaki) i iz grafa (izme�u svakog para razliqitih elemenata moramo imati ili 0 ili 2 grane).

AS Ova relacija nije ni antisimetriqna jer 2 ̺ 3, 3 ̺ 2 ⇒ 2 = 3, xto nije taqno jer su 2 i 3 razliqiti
brojevi.
Ovo moжemo videti i iz tablice (elementi simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu ne mogu oba biti 1) i
iz grafa (izme�u svakog para razliqitih elemenata moramo imati ili 0 ili 1 granu).

T Ova relacija nije ni tranzitivna jer 1 ̺ 3, 3 ̺ 2 ⇒ 1 ̺ 2, a mi imamo 1 6̺ 2.
Sada �emo dati jox 1 kontraprimer (koji se teжe nalazi): 3 ̺ 2, 2 ̺ 3 ⇒ 3 ̺ 3, a mi imamo 3 6̺ 3. Vidimo da
u ovim osobinama neki od x, y, z mogu biti me�usobno jednaki!!!
Ovo najlakxe vidimo iz grafa (kako imamo grane 1 → 3 i 3 → 2, tj. 1 → 3 → 2, moramo imati i 1 → 2).

Definicija 2. Neka je ̺ relacija poretka na skupu X.

Element a ∈ X je najmaƬi element skupa X ako vaжi

(∀x ∈ X) a ̺ x.

Element a ∈ X je najve�i element skupa X ako vaжi

(∀x ∈ X) x ̺ a.

Element a ∈ X je minimalan element skupa X ako vaжi

q (∃x ∈ X) x 6= a ∧ x ̺ a.

Element a ∈ X je maksimalan element skupa X ako vaжi

q (∃x ∈ X) x 6= a ∧ a ̺ x.

Znaqi, element a je najmaƬi ukoliko je maƬi od svih ostalih, tj. vaжi a ̺ x za sve x ∈ X. Element a je
minimalni element ukoliko ne postoji element koji je maƬi od Ƭega.

Sliqno, element a je najve�i ukoliko je ve�i od svih ostalih, tj. vaжi x ̺ a za sve x ∈ X. Element a je
maksimalni element ukoliko ne postoji element koji je ve�i od Ƭega.

Kod relacija na konaqnom skupu koje su predstavƩene grafom, iz qvora koji odgovara najmaƬem elementu
vodi grana ka svim ostalim qovorovima, dok za minimalni element iz Ƭemu odgovaraju�eg qvora samo izlaze
grane (i nijedna ne ulazi u Ƭega).

Sliqno, u qvora koji odgovara najve�em elementu vode grane iz svih ostalih qovorova, dok za maksimalni
element u Ƭemu odgovaraju�i qvor samo ulaze grane (i nijedna ne izlazi u Ƭega).

Teorema 1. Ako postoji najmaƬi element skupa X (u odnosu na relaciju ̺), on je jedinstven. Tada je to i
jedini minimalan element.

Ako postoji najve�i element skupa X (u odnosu na relaciju ̺), on je jedinstven. Tada je to i jedini maksimalan
element.

Obrnuto ne mora da vaжi (u sluqaju beskonaqnih skupova), dok kod konaqnih skupova vaжi da ako skup
ima jedan minimalan (maksimalan) element tada je on i najmaƬi (najve�i) element.

Definicija 3. Neka je ̺ relacija poretka na skupu X i neka je A ⊆ X.

Element a ∈ X je doƬa me�a (ili doƬa granica ili minoranta) skupa A ako vaжi

(∀x ∈ A) a ̺ x.

Najve�a doƬa me�a naziva se infimum skupa A i oznaqava se sa inf A.

Element a ∈ X je gorƬa me�a (ili gorƬa granica ili majoranta) skupa A ako vaжi

(∀x ∈ A) x ̺ a.

NajmaƬa gorƬa me�a naziva se supremum skupa A i oznaqava se sa supA.

Ure�en skup u kome svaka dva elementa imaju supremum i infimum naziva se rexetka (ili mreжa).
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Teorema 2. Svaki lanac je i rexetka.

Obrnuto tvr�eƬe ne vaжi.

Za grafiqko predstavƩaƬe ure�enih konaqnih skupova, osim uobiqajenog grafovskog prikaza, koriste se
i Haseovi dijagrami.

Definicija 4. Neka je (X, ̺) ure�en skup. Element x ∈ X je neposredni prethodnik elementa y ∈ X ako

(∀z ∈ A) x ̺ z ∧ z ̺ y ⇒ z = x ∨ z = y.

Drugim reqima, x je neposredni prethodnik od y ako nijedan drugi element skupa A ne moжe da se ,,smesti“
izme�u x i y.

Preko neposrednog prethodnika u ure�enom skupu (X, ̺) moжemo za svaki element skupa X da odredimo
Ƭegov nivo u odnosu na relaciju ̺.

Element x ∈ X je na nivou 0 ako nema neposrednih prethodnika (elementi na nivou 0 se nazivaju atomi).
U suprotnom, element x je na nivou k, k > 0, ako ima bar jednog neposrednog prethodnika na nivou k − 1, dok
svi ostali Ƭegovi neposredni prethodnici imaju nivo ne ve�i od k − 1.

Sada se Haseov dijagram skupa (X, ̺) dobija na slede�i naqin.

Svakom elementu iz X pridruжuje se jedan qvor dijagrama. Svi ovi qvorovi se pore�aju prema Ƭihovim
nivoima, poqevxi od nivoa 0 na dnu do najve�eg nivoa na vrhu, i svaki qvor se spaja linijama sa svim svojim
neposrednim prethodnicima.

Ove linije mogu biti neorijentisane ili se one orijentixu, od qvora maƬeg nivoa ka qvoru ve�eg nivoa,
da bi se naglasilo koji je element sa kojim u relaciji. Qex�e se koristi orijentisan Haseov dijagram.

Primer 4. Odrediti (neorijentisan) Haseov dijagram za parcijalno ure�en skup
(

P
(

{1, 2, 3}
)

,⊆
)

.

RexeƬe.

∅

{1} {2} {3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}

U ovom Haseovom dijagramu je prazan skup ∅ na
nivou 0, na nivou 1 su {1}, {2} i {3}, na nivou 2 su
{1, 2}, {1, 3} i {2, 3}, dok je na nivou 3 ceo skup {1, 2, 3}.

Primer 5. Odrediti (orijentisan) Haseov dijagram parcijalno ure�enog skupa
(

{1, 2, . . . , 9}, |
)

. Podsetimo
se da je | relacija deƩivosti.

RexeƬe.

1

2 3 5 7

4 6 9

8

Kako broj 1 deli sve ostale, on je na nivou 0, na
nivou 1 su prosti brojevi 2, 3, 5 i 7, na nivou 2 su 4,
6 i 9, dok je na nivou 3 samo 8.

Primer 6. Orijentisani Haseov dijagram totalno ure�enog skupa
(

{1, 2, 3, 4},6
)

.

RexeƬe.

1

2

3

4

1 2

34

Na slici levo je dat Haseov dijagram totalno ure-
�enog skupa (iz Ƭegovog izgleda je jasnije zaxto se
naziva lanac!).

U Ƭemu je broj 1 na nivou 0, 2 je na nivou 1, 3 na
nivou 2, dok je 4 na nivou 3.

Iz naqina konstrukcije Haseovog dijagrama moжemo da vidimo da su elementi na istom nivou neuporedivi.
Iz ovoga zakƩuqujemo da kod totalno ure�enog skupa (ili lanca), kod koga su svaka dva elementa uporediva,
na svakom nivou postoji taqno jedan element. Stoga je Haseov dijagram lanca

(

{1, 2, 3, 4},6
)

, prikazan na
prethodnoj slici levo, mnogo jednostavniji i pregledniji nego odgovaraju�i grafovski prikaz istog ovog
skupa

(

{1, 2, 3, 4},6
)

koji je dat na slici desno.
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Zadaci

1. Dat je skup S = {1, 2, 3}.
a) Odrediti koliko ima razliqitih relacija ̺ definasanih na skupu S.

b) Koliko ima razliqitih refleksivnih relacija na skupu S.

RexeƬe. a) Uradi�emo zadatak u opxtem sluqaju, kada konaqan skup S ima n elemenata, tj. |S| = n.

Relacija ̺ na skupu S je bilo koji podskup skupa S2 = S × S. Kako je |S2| = n2, to je ukupan broj relacija na

skupu S jednak 2n2

(za svaki element iz S2 imamo 2 mogu�nosti ili da je u ̺ ili da nije u ̺).

Ukupan broj relacija na skupu S = {1, 2, 3} jednak je 23
2

= 29 = 512.

Napomena. Do ovog rezultata smo mogli do�i i sliqnim rezonovaƬem preko tablice, kao xto �emo raditi
u delu pod b).

b) Posmatrajmo tablicu ove relacije. Tada imamo da je

̺ 1 2 3
1 1
2 1
3 1

jer je data relacija refleksivna. U sva ostala poƩa (kojih ima 6), moжemo upisati ili 0 ili 1 (xto su 2
mogu�nosti). Stoga je ukupan broj refleksivnih relacija u skupu S = {1, 2, 3} jednak 26 = 64.

2. 21. doma�i 2009. a) Odrediti sve mogu�e relacije ekvivalencije nad skupom Q = {1, 2, 3, 4}. Koliko ih
ukupno ima?

b) Odrediti koliko ima relacija poretka nad skupom P = {1, 2, 3}.
RexeƬe. a) Svaka relacija ekvivalencije na skupu Q odgovara jednom razbijaƬu skupa Q na podskupove (to
�e biti klase ekvivalencije).

Skup Q = {1, 2, 3, 4} moжemo razbiti na podskupove na slede�e naqine (pored svakog razbijaƬa je napisana
odgovaraju�a relacija ekvivalencije):

{1, 2, 3, 4} ̺1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4)}
{1, 2, 3} ∪ {4} ̺2 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3); (4, 4)}
{1, 2, 4} ∪ {3} ̺3 = {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 4); (3, 3)}
{1, 3, 4} ∪ {2} ̺4 = {(1, 1), (1, 3), (1, 4), (3, 1), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 3), (4, 4); (2, 2)}
{2, 3, 4} ∪ {1} ̺5 = {(2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 2), (4, 3), (4, 4); (1, 1)}
{1, 2} ∪ {3, 4} ̺6 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2); (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4)}
{1, 3} ∪ {2, 4} ̺7 = {(1, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3); (2, 2), (2, 4), (4, 2), (4, 4)}
{1, 4} ∪ {2, 3} ̺8 = {(1, 1), (1, 4), (4, 1), (4, 4); (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)}

{1, 2} ∪ {3} ∪ {4} ̺9 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2); (3, 3); (4, 4)}
{1, 3} ∪ {2} ∪ {4} ̺10 = {(1, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3); (2, 2); (4, 4)}
{1, 4} ∪ {2} ∪ {3} ̺11 = {(1, 1), (1, 4), (4, 1), (4, 4); (2, 2); (3, 3)}
{2, 3} ∪ {1} ∪ {4} ̺12 = {(2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3); (1, 1); (4, 4)}
{2, 4} ∪ {1} ∪ {3} ̺13 = {(2, 2), (2, 4), (4, 2), (4, 4); (1, 1); (3, 3)}
{3, 4} ∪ {1} ∪ {2} ̺14 = {(3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4); (1, 1); (2, 2)}

{1} ∪ {2} ∪ {3} ∪ {4} ̺15 = {(1, 1); (2, 2); (3, 3); (4, 4)}.
Svaka od ovih relacija odgovara jednom od slede�ih tipova.

Tipa T1 je samo relacija ̺1 i tu imamo samo jednu klasu {a, b, c, d}.
Tipu T2 pripadaju relacije ̺2, ̺3, ̺4 i ̺5 i tu imamo klase {a, b, c} i {d}.
Tipu T3 pripadaju relacije ̺6, ̺7 i ̺8 i tu imamo klase {a, b} i {c, d}.
Tipu T4 pripadaju relacije ̺9, ̺10, ̺11, ̺12, ̺13 i ̺14 i tu imamo klase {a, b}, {c} i {d}.
Tipa T5 je samo relacija ̺15 i tu imamo 4 klase {a}, {b}, {c} i {d}.

a b

cd

a b

cd

a b

cd

a b

cd

a b

cd

T1 T2 T3 T4 T5

Dakle, ukupno ima 15 relacija ekvivalencije na skupu Q = {1, 2, 3, 4}.
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b) Svaku od tih relacija poretka moжemo predstaviti Haseovim dijagramom. I ovde imamo 5 razliqitih
tipova relacija poretka.

a

b

c

a c

b a c

b a c

b

a b c

T1 T2 T3 T4 T5

Relacija poretka tipa T1 ima 3! = 6 (jer svakoj permutaciji brojeva 1,2,3 odgovara jedna relacija poretka).
Ovo su jedine relacije totalnog poretka (lanci).

Relacija poretka tipa T2 ima
(

3

1

)

= 3 (jer element b moжemo odabrati od 3 broja 1,2,3 na 3 razliqita naqina;
izborom b smo odredili i a i c).

Relacija poretka tipa T3 ima
(

3

1

)

= 3 (jer element b moжemo odabrati od 3 broja 1,2,3 na 3 razliqita naqina;
izborom b smo odredili i a i c).

Relacija poretka tipa T4 ima
(

3

1

)

· 2! = 6 (jer element c moжemo odabrati od 3 broja 1,2,3 na 3 razliqita
naqina, a zatim elemente a i b moжemo urediti na 2 naqina).

Relacija poretka tipa T5 ima
(

3

3

)

= 1.
Dakle, ukupno ima 19 relacija poretka na skupu {1, 2, 3}.

3. 2. mart 2009. Neka je ρ binarna relacija definisana na S ⊆ R+ tako da za sve x, y ∈ S vaжi

x ̺ y
def
⇐⇒ x + 5y

3y
> 2.

a) Dokazati da je (S, ̺) parcijalno ure�en skup.

b) Predstaviti relaciju grafom i tabliqno, ako je S =
{

1

2
, 1,

√
3, π, 5

}

.

v) Na�i supremum i infimum podskupa T = {1,
√

3, 5}.
g) Da li je (S, ̺) rexetka, gde je S =

{

1

2
, 1,

√
3, π, 5

}

?

RexeƬe. Na osnovu qiƬenice da je S ⊆ R+ sledi da su svi x, y > 0, pa nejednakost kojom je zadata relacija

moжemo da pomnoжimo sa 3y > 0 (i ne�e se meƬati znak!). Odatle dobijamo da je x ̺ y
def
⇐⇒ x + 5y > 6y, tj.

x ̺ y
def
⇐⇒ x > y.

a) Za relaciju > znamo da je relacija poretka (a to moжemo i pokazati – analogno kao i za relaciju 6 iz
Zadatka 7.), pa je i relacija ̺ relacija poretka, tj. (S, ̺) je parcijalno ure�en skup.

Iako je prethodno dovoƩno da kaжemo, sada �emo strogo formalno i pokazati da je ̺ relacija poretka.

R Kako je x > x za svako x ∈ R+, to je ova relacija refleksivna.

AS Ako je x > y i y > x onda je x > y > x, pa kako je x = x, to i u prethodnim nejednakostima mora da vaжi
znak jednakosti, tj. dobijamo da je x = y, odnosno relacija ̺ je antisimetriqna.

T Ako je x > y i y > z onda je x > y > z, tj. x > z, odnosno relacija ̺ je tranzitivna.

Kako je ova relacija R,AS,T ona je relacija poretka.

b)

̺ 1

2
1

√
3 π 5

1

2
1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0√
3 1 1 1 0 0

π 1 1 1 1 0
5 1 1 1 1 1

1

2

1

√

3 π

5

v) GorƬe me�e skupa T su svi brojevi a, takvi da je x ̺ a (tj. x > a) za sve x ∈ T . Supremum je najmaƬa (u
odnosu na ̺) gorƬa me�a, tj. supT = 1.

DoƬe me�e skupa T su svi brojevi a, takvi da je a ̺ x (tj. a > x) za sve x ∈ T . Infimum je najve�a (u odnosu
na ̺) doƬa me�a, tj. inf T = 5.

g) Kako je relacija > relacija totalnog poretka (lanac) na svakom skupu S, to je ona i rexetka.
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4. 2. jun 2009. Data je relacija

̺ : x ̺ y
def
⇐⇒ razlika zbira cifara broja x i zbira cifara

broja y je deƩiva sa 5

na skupu {11, 27, 38, 46, 58}.
a) Nabrojati sve elemente koji su u relaciji ̺ i koji nisu u relaciji ̺.

b) Predstaviti datu relaciju tabliqno i preko grafa.

v) Da li je data relacija refleksivna, simetriqna, antisimetriqna, tranzitivna?

g) Ispitati da li je to relacija ekvivalencije i/ili relacija poretka.

d) Ukoliko je to relacija ekvivalencije odrediti sve klase ekvivalencije, a ukoliko je to relacija poretka
predstaviti je preko Haseovog dijagrama i ispitati da li je to relacija totalnog ili parcijalnog poretka.

RexeƬe. Zbirovi cifara datih brojeva 11, 27, 38, 46 i 58 su jednaki:

1 + 1 = 2, 2 + 7 = 9, 3 + 8 = 11, 4 + 6 = 10, 5 + 8 = 13.

Na osnovu ovoga dobijamo koji su elementi u relaciji (oduzmemo Ƭihove zbirove cifara i posmatramo koji
od tih brojeva su deƩivi sa 5).

a) U relaciji su: 11 ̺ 11, 27 ̺ 27, 38 ̺ 38, 46 ̺ 46, 58 ̺ 58.
U relaciji nisu: 11 6̺ 27, 11 6̺ 38, 11 6̺ 46, 11 6̺ 58, 27 6̺ 11, 27 6̺ 38, 27 6̺ 46, 27 6̺ 58, 38 6̺ 11, 38 6̺ 27, 38 6̺ 46,
38 6̺ 57, 46 6̺ 11, 46 6̺ 27, 46 6̺ 38, 46 6̺ 58, 58 6̺ 11, 58 6̺ 27, 58 6̺ 38, 58 6̺ 46.

b)

̺ 11 27 38 46 58
11 1 0 0 0 0
27 0 1 0 0 0
38 0 0 1 0 0
46 0 0 0 1 0
58 0 0 0 0 1

46

58

11 27

38

v) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu vidimo da oko svakog
qvora imamo petƩu).

Ova je relacija S (u tablici su elementi koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu me�usobno
jednaki i to 0; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo ili 0 ili 2 grane – taqnije 0 grana).

Ova je relacija AS (u tablici me�u elementima koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu ne
nalazimo dve 1; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo ili 0 ili 1 granu – taqnije 0 grana).

Ova je relacija T (vidimo sa grafa, jer nigde nema nijedne od slede�e 2 situacije koje kvare T:

x y

z

x = z y

jer u grafu ne postoji nijedna grana izme�u 2 razliqita qvora!)

g) Ova relacija je R, S i T, pa je relacija ekvivalencije.
Ova relacija je R, AS i T, pa je relacija poretka.

d) Klase ekvivalencije su:

[11] = {11}, [27] = {27}, [22] = {38}, [46] = {46}, [58] = {58}.

Relacija nije relacija totalnog poretka jer 11 6̺ 27 i 27 6̺ 11, tj. to je relacija parcijalnog poretka.
Haseov dijagram ove relacije je predstavƩen na slede�oj slici (svi qvorovi su na istom nivou jer nikoja

2 nisu uporediva u odnosu na relaciju ̺):

11 27 38 46 58
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5. 2. zadatak, februarski rok 2010.1 Neka je dat skup A = {a, abbc, bab, daabcb, dacdb, dc} i na Ƭemu relacije
̺1, ̺2, ̺3 ⊆ A2 su date sa

x ̺1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste duжine,

x ̺2 y
def
⇐⇒ reqi x i y poqiƬu istim slovom,

x ̺3 y
def
⇐⇒ reqi x nema maƬe slova od y.

a) Predstaviti sve 3 relacije tabliqno i preko grafa.

b) Da li su date relacije refleksivne, simetriqne, antisimetriqne, tranzitivne?

v) Ispitati da li su one relacije ekvivalencije i/ili relacije poretka.

g) Ukoliko je neka od Ƭih relacija ekvivalencije odrediti sve klase ekvivalencije, a ukoliko relacija
poretka predstaviti je preko Haseovog dijagrama i ispitati da li je to relacija totalnog ili parcijalnog
poretka.

RexeƬe. Prvo �emo ispitati osobine relacije ̺1 kod koje su 2 reqi u relaciji ako i samo ako su iste
duжine.

a)
a abbc bab daabcb dacdb dc

a 1 0 0 0 0 0
abbc 0 1 0 0 0 0
bab 0 0 1 0 0 0

daabcb 0 0 0 1 0 0
dacdb 0 0 0 0 1 0

dc 0 0 0 0 0 1

dc

a abbc

bab

daabcbdacdb

b) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu vidimo da oko svakog
qvora imamo petƩu).

Ova je relacija S (u tablici su elementi koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu me�usobno
jednaki — to su po dve 0; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo 0 grana).

Ova je relacija AS (u tablici su elementi koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu nisu jednaki
1 i 1; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo 0 grana).

Ova je relacija T (vidimo sa grafa – ne postoje 2 grane koje se nadovezuju).

v) Ova relacija je R, S i T, pa je relacija ekvivalencije.
Ova relacija je R, AS i T, pa je i relacija poretka.

g) Klase ekvivalencije su:

[a] = {a}, [abbc] = {abbc}, [bab] = {bab}, [daabcb] = {daabcb}, [dacdb] = {dacdb}, [dc] = {dc}.

Ovo je relacija parcijalnog poretka (nije totalnog poretka jer nisu svaka 2 elementa uporediva, npr. a 6̺ dc

i dc 6̺ a). Haseov dijagram ove relacije je:

dca abbc bab daabcb dacdb

Sada �emo ispitati osobine relacije ̺2 kod koje su 2 reqi u relaciji ako i samo ako poqiƬu istim slovom.

a)

a abbc bab daabcb dacdb dc

a 1 1 0 0 0 0
abbc 1 1 0 0 0 0
bab 0 0 1 0 0 0

daabcb 0 0 0 1 1 1
dacdb 0 0 0 1 1 1

dc 0 0 0 1 1 1

dc

a abbc

bab

daabcbdacdb

1Na ispitu nije bila data relacija ̺3 nego samo ̺1 i ̺2.
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b) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu vidimo da oko svakog
qvora imamo petƩu).

Ova je relacija S (u tablici su elementi koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu me�usobno
jednaki; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo ili 0 ili 2 grane).

Ova relacija nije AS (ne vaжi a ̺ abbc, abbc ̺ a ⇒ a = abbc).
Ova je relacija T (vidimo sa grafa jer kad god imamo 2 grane koje se nadovezuju imamo i ,,preqicu“).

v) Ova relacija je R, S i T, pa je relacija ekvivalencije.
Kako nije AS ona nije relacija poretka.

g) Klase ekvivalencije su:

[a] = [abbc] = {a, abbc}, [bab] = {bab}, [daabcb] = [dacdb] = [dc] = {daabcb, dacdb, dc}.

Sada �emo ispitati osobine relacije ̺3 kod koje je req x u relaciji sa reqi y ako i samo ako su iste
duжine ili je x duжa od y.

a)
a abbc bab daabcb dacdb dc

a 1 0 0 0 0 0
abbc 1 1 1 0 0 1
bab 1 0 1 0 0 1

daabcb 1 1 1 1 1 1
dacdb 1 1 1 0 1 1

dc 1 0 0 0 0 1

dc

a abbc

bab

daabcbdacdb

b) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu vidimo da oko svakog
qvora imamo petƩu).

Ova relacija nije S (npr. dc ̺3 a, a a 6̺3 dc).
Ova je relacija AS (u tablici su elementi koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu nisu jednaki

1 i 1; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo taqno 1 granu).
Ova je relacija T (vidimo sa grafa jer kad god imamo 2 grane koje se nadovezuju imamo i ,,preqicu“).

v) Ova relacija nije S, pa nije relacija ekvivalencije.
Ova relacija je R, AS i T, pa je i relacija poretka.

g) Ovo je relacija totalnog poretka (svaka 2 elementa su uporediva – vidimo iz grafa da izme�u svaka 2
razliqita qvora postoji taqno jedna grana). Haseov dijagram ove relacije je:

a

dc

bab

abbc

dacdb

daabcb
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6. 2. zadatak, januarski rok 2009. Ispitati da li je relacija ̺ definisana kao

x ̺ y ⇔ xy 6 y2

relacija poretka na skupu: a) N prirodnih brojeva; b) Z celih brojeva.

RexeƬe. a) Relacija ̺ je definisana na skupu N, pa su svi brojevi pozitivni. Stoga uslov kada su dva

elementa u relaciji, x ̺ y
def
⇐⇒ xy 6 y2, moжemo da podelimo sa y > 0 (zbog y > 0 ne�e se meƬati znak!), pa

dobijamo da je

x ̺ y
def
⇐⇒ x 6 y,

a za relaciju 6 poznato je da je relacija poretka, ali �emo to ovde i pokazati.

Kako je x 6 x ⇒ x ̺ x, tj. ova je relacija R.
Ova je relacija AS: x 6 y, y 6 x ⇒ x 6 y 6 x, a kako vaжi x = x to i prethodnoj nejednakosti svuda mora da

vaжi znak jednakosti, pa je x = y.
Ova je relacija T: x 6 y, y 6 z ⇒ x 6 y 6 z ⇒ x 6 z.

Ova relacija je R, AS i T, pa je i relacija poretka.

b) Vaжi 1̺−1 jer je 1 ·(−1) = −161 = (−1)2 i −1̺1 jer je −1 ·1 = −161 = 12. Ako bi vaжila antisimetriqnost,
tada bi imali da je 1 = −1, xto nije taqno. Time smo pokazali da relacija ̺ na skupu Z nije AS, pa ona nije
relacija poretka.

Napomena. Ova relacija nije S (npr. 1 6 2 ⇒ 2 6 1 ), pa nije relacija ekvivalencije.

7. Pokazati da je relacija | (,,deli“) relacija poretka na skupu S ⊆ N, a da nije relacija poretka na Z.
Matematiqka definicija da broj a deli broj b je:

a | b
def
⇐⇒ (∃k ∈ Z) b = k · a.

Da li je ovo relacija totalnog ili parcijalnog poretka?

Da li je struktura (N, |) rexetka?

RexeƬe. Kako x | x (jer postoji k ∈ Z takvo da je x = k · x – to je k = 1), ova je relacija R.
Ova je relacija AS u x ∈ N: x | y, y | x ⇒ y = k · x, x = ℓ · y ⇒ x = k · ℓ · x (ova jednakost vaжi za svako

x ∈ N) ⇒ k · ℓ = 1 ⇒ k = 1, ℓ = 1 (jer su k, ℓ ∈ N) i konaqno, iz ℓ = 1 ⇒ x = y.
U skupu Z jednaqina k · ℓ = 1 ima i rexeƬe k = ℓ = −1, na osnovu koje konstruixemo kontraprimer za AS:

2 | −2, −2 | 2 ⇒ 2 = −2 . Ovim smo pokazali da relacija deƩivosti nije relacija poretka na skupu Z.
Ova je relacija T: x | y, y | z ⇒ y = k · x, z = m · y ⇒ z = m · k · x (a k,m ∈ N ⇒ k · m ∈ N) ⇒ x | z.
Osobine R, AS i T vaжe u N, pa i u svakom Ƭegovom podskupu, S ⊆ N, te smo pokazali da je | relacija

poretka u S ⊆ N.

Da li je ovo relacija totalnog ili parcijalnog poretka je trik pitaƬe! Zavisi od toga xta je skup S!
Npr. ako S ima samo 1 element ili 2 elementa od kojih jedan deli drugi onda je to relacija totalnog

poretka. S moжe biti i beskonaqan: za S = {2k : k ∈ N0} to je tako�e relacija totalnog poretka.
U narednom zadatku dajemo primere skupa S kod kojih je ovo relacija parcijalnog poretka.

U skupu N postoji infimum za bilo koja 2 broja (to je NZD – najve�i zajedniqki delilac), a supremum za
bilo koja 2 broja je NZS (najmaƬi zajedniqki sadrжalac). Stoga je struktura (N, |) rexetka.

Napomena. Qesta grexka je da je ,,k jedino slovo koje znate“! Ako x | y onda stavimo da je y = k · x, a za y | x

u ispitivaƬu AS treba uzeti neko novo slovo, npr. ℓ i onda imamo da je x = ℓ · y. Sliqno umesto 2 puta k,
uzeli smo k i m pri ispitivaƬu T.
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8. Neka je relacija ,,deli“, |, (iz prethodnog zadatka) zadata na skupu

a) S = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 16, 50, 125, 160}; b) S = N; v) S = N0 = N ∪ {0}; g) S = N \ {1}.
Ukoliko je S konaqan nacrtati Haseov dijagram ove relacije.

Xta su najve�i, najmaƬi, maksimalni i minimalni elementi (ukoliko postoje)?

Da li je ova relacijska struktura rexetka?

RexeƬe. a) Haseov dijagram za relaciju deƩivosti na skupu S = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 16, 50, 125, 160} (to je
jedini konaqan skup) je prikazan na slede�oj slici:

2 3 5 7

4 9 10 125

8

16

50

1

160

Odavde vidimo da je 1 najmaƬi element, a samim tim to je i jedini minimalni element.
Ova struktura ima vixe maksimalnih elemenata: 7,9, 25, 160. Kako ima vixe maksimalnih elemenata ona

nema najve�i element.
Infimum za bilo koja 2 broja, a i b postoji (ali to nije NZD – npr. inf{50, 125} = 5, a NZD(50, 125) = 25!!!)

jer se po Haseovom dijagramu moжemo spuxtati polaze�i od a do najve�eg zajedniqog delioca brojeva a i b

koji se nalazi u skupu S (on sigurno postoji jer je 1 ∈ S).
Supremum ne postoji uvek! Npr. sup{7, 9} ne postoji! Stoga ova struktura nije rexetka.

b),v),g) Xta su najve�i, najmaƬi, maksimalni i minimalni elementi (ukoliko postoje), kao i da li je ta
relacijska struktura rexetka da�emo u slede�oj tablici:

S najmaƬi el. najve�i el. minimalni el. maksimalni el. rexetka
b) N 1 nema 1 nema jeste
v) N0 1 0 1 0 jeste
g) N \ {1} nema nema prosti brojevi nema nije

Iz ove tablice vidimo koliko mala promena skupa S utiqe na promenu osnovnih osobina relacijske strukture.

Pokaжimo neke od ovih osobina iz prethodne tablice.

Kako 1 deli sve prirodne brojeve (i 0), imamo da 1 | n, tj. 1 ̺ n, pa je 1 najmaƬi element, xto povlaqi da
je 1 i jedini minimalan element (ovo vaжi i u N i u N0).

I u N i u N \ {1} ne postoji nijedan maksimalni element (pretpostavimo suprotno da postoji – neka je to
M , ali tada M | 2M , pa samim tim M nije maksimalan!), xto povlaqi da ne postoji ni najve�i element.

U N0 je 0 najve�i element jer 0 dele svi prirodni brojevi2: n | 0, tj. n ̺ 0, tj. 0 najve�i element, xto
povlaqi da je 0 i jedini maksimalan element.

I u N i u N0 ova struktura je rexetka (iako je to relacija parcijalnog poretka), jer postoje i infimum
i supremum za bilo koja 2 elementa (posebno navodim ako je tu 0 i ako nije):

inf{a, b} = NZD(a, b), sup{a, b} = NZS(a, b); inf{a, 0} = a, sup{a, 0} = 0.

Dokaжimo da u N \ {1} ne postoji najmaƬi element.

Pretpostavimo da postoji – neka je to m, tada m | n za svako n ∈ N \ {1}, pa i za n = 2 vaжi da m | 2 ⇒ m = 2
(jer je to jedini broj u N \ {1} koji deli 2). Ali tada bi moralo da vaжi 2 | n za svako n ∈ N \ {1}, xto nije
taqno (npr. 2 ∤ 3), pa smo dobili kontradikciju. Stoga ne postoji najmaƬi element u N \ {1}.

Iz kanonske faktorizacije prirodnih brojeva sledi da su prosti brojevi (to su brojevi koji ve�i od 1,
koji su deƩivi samo sa 1i sa samim sobom: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...) minimalni elementi u N \ {1}.

U N \ {1} postoji supremum bilo koja 2 broja (to je NZS), ali ne postoji infimum za svaka 2 broja: npr.
inf{2, 3} ne postoji (jer NZD(2, 3) = 1 6∈ N \ {1}), pa samim tim ova struktura nije rexetka.

2Qak i 0 deli 0! Zato smo relaciju deƩivosti uvodili sa onim da postoji k ∈ Z – ovde za k moжemo uzeti bilo koji broj.
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9. 1. zadatak, Probni II kolokvijum 2008. Data je relacija ̺ uslovom

x ̺ y
def
⇐⇒ x(y2 + 1) 6 y(x2 + 1)

na skupu S ⊆ R.

a) Dokazati da relacija ̺ ne zadovoƩava osobinu antisimetriqnosti na celom skupu R.

b) Dokazati da relacija ̺ predstavƩa relaciju poretka na skupu S = [1,+∞).

v) Da li je to relacija totalnog ili relacija parcijalnog poretka? Da li je to rexetka?

g) Pokazati da je 1 najve�i element skupa S = [1,+∞).

d) Odrediti (ako postoje) najmaƬi, najve�i, minimalan i maksimalan element skupa T = {−2, 0, 1

2
, 1, 3

2
, 3}.

RexeƬe. Obe strane nejednakosti kojom je zadata relacija ̺ moжemo podeliti sa (x2 + 1)(y2 + 1) > 0 i tada
dobijamo da je

x ̺ y
def
⇐⇒ f(x) 6 f(y), gde je f(x) =

x

x2 + 1
.

a) Na celom skupu R imamo da je f(2) = f( 1

2
) = 2

5
, pa vaжi i f(2) 6 f( 1

2
) i f( 1

2
) 6 f(2), tj. 2 ̺ 1

2
i 1

2
̺ 2, a kako je

2 6= 1

2
sledi da ova relacija nije AS.

b) Kako je f(x) 6 f(x), tj. x ̺ x, relacija ̺ je R na svakom podskupu S ⊆ R.
Ako je x ̺ y i y ̺ x imamo da vaжi f(x) 6 f(y) i f(y) 6 f(x), tj. vaжi f(x) 6 f(y) 6 f(x), odakle dobijamo da je

f(x) = f(y). Odredimo kada moжe da vaжi ova jednakost.
Iz f(x) = f(y), tj. x(y2 + 1) = y(x2 + 1) xto kad sredimo dobijamo kvadratnu jednaqinu y ·x2 − (y2 + 1) ·x + y = 0.
ƫena rexeƬa su

x1,2 =
y2 + 1 ±

√

(y2 + 1)2 − 4y · y
2y

=
y2 + 1 ± (y2 − 1)

2y
,

odnosno x1 = y i x2 = 1

y .

Dakle vaжi x̺y i y̺x ako i samo ako je x = y ili x = 1

y . Me�utim, kako su x, y ∈ [1,+∞), tj. x>1 i y>1 ⇒ 1

y 61,

pa 1

y 6∈ [1,+∞) (sem ukoliko je y = 1, ali tada je i y = 1

y = 1). Tako smo pokazali da moжe vaжiti x ̺ y i y ̺ x

samo ukoliko je x = y, tj. relacija ̺ je AS na skupu S = [1,+∞).
T: x ̺ y, y ̺ z ⇒ f(x) 6 f(y), f(y) 6 f(z) ⇒ f(x) 6 f(y), f(y) 6 f(z) ⇒ f(x) 6 f(z) ⇒ x ̺ z.

Kako za ̺ vaжi R, AS i T to je ona relacija poretka na S = [1,+∞).

v) Kako za svaka 2 elementa x i y imamo da su ,,uporediva“, tj. ili je f(x) 6 f(y) ili f(y) 6 f(x), dobijamo da
je to relacija totalnog poretka (lanac), a odatle sledi i da je rexetka.

g) Pokaжimo da za svako x ∈ S vaжi f(x)6f(1), tj. x
x2+1

6 1

2
. Kada prethodnu nejednakost pomnoжimo sa 2(x2+1)

dobijamo 2x 6 x2 + 1, tj. 0 6 x2 − 2x + 1, odnosno 0 6 (x − 1)2, xto uvek vaжi. Time smo pokazali da za svako
x ∈ S vaжi f(x) 6 f(1), tj. x ̺ 1, pa je 1 najve�i element skupa S.

d) Kako je f(−2) = − 2

5
, f(0) = 0, f( 1

2
) = 2

5
, f(1) = 1

2
, f( 3

2
) = 6

13
, f(3) = 3

10
. Vaжi f(−2)6f(0)6f(3)6f( 1

2
)6f( 3

2
)6f(1),

tj. −2 ̺ 0 ̺ 3 ̺ 1

2
̺ 3

2
̺ 1, odakle vidimo da je −2 najmaƬi (samim tim i jedini minimalni element), a 1 najve�i

(samim tim i jedini maksimalni) element.

Napomena. AS smo mogli da pokaжemo i tako xto bi ispitali3 i skicirali grafik funkcije f(x) =
x

x2 + 1
.

Kada bi to uradili dobili bi grafik kao na slede�oj slici levo:

x

x

x2 + 1

1

2

M2

−

1

2

M1

2

5

O

1

−1

1

2

2 x

x

x2 + 1

1

2

M2

M1

O

1

Antisimetriqnost se svodi na to da je funkcija f(x) =
x

x2 + 1
,,1-1“, a to najlakxe pokazujemo preko monotosti.

U sluqaju R vidimo da f(x) nije monotona, pa moжemo prona�i kontraprimer za ,,1-1“: f( 1

2
) = f(2), a 1

2
6= 2.

To nam daje kontraprimer za AS: 1

2
̺ 2, a 1

2
6= 2.

Grafik funkcije f : [1,+∞) → R date sa f(x) =
x

x2 + 1
je predstavƩen crvenom bojom na slici desno. On je

monotono opadaju�i (od taqke M2 funkcija opada), pa je f(x) i ,,1-1“, tj. relacija ̺ je AS.

3Ne bi morali da ispitamo celu funkciju, nego samo da odredimo oblast definisanosti, graniqne vrednosti na krajevima
domena i monotonst!
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10. 1. zadatak, G grupa, II kolokvijum 2008. Neka je relacija ̺ data na slede�i naqin:

(∀x, y ∈ R) x ̺ y
def
⇐⇒ x2y − x = y2x − y.

a) Ispitati da li je ̺ relacija ekvivalencije na skupu R.

Ako jeste, odrediti klase ekvivalencije elemenata 0, 1, −3, 2 i 1

2
.

b) Ispitati da li je ̺ relacija poretka (kao i totalnog ili parcijalnog poretka) na skupu R.

Ako jeste odrediti najmaƬi, najve�i, minimalan i maksimalan element skupa (R, ̺).

RexeƬe. a) Uslov kojim je definisana relacija moжemo transformisati u

x ̺ y
def
⇐⇒ x2y − x = y2x − y ⇔ x

x2 + 1
=

y

y2 + 1
⇔ f(x) = f(y),

gde je f(x) =
x

x2 + 1
.

Moжe se pokazati (rexavaƬem odgovaraju�e kvadratne jednaqine) da je x ̺ y ⇔ (x = y) ∨ (x = 1

y ).

Ispitajmo osnovne osobine relacije ̺ na skupu R:

R f(x) = f(x) ⇒ x ̺ x; X

S x ̺ y ⇒ f(x) = f(y) ⇒ f(y) = f(x) ⇒ y ̺ x; X

AS x ̺ y, y ̺ x ⇒ x = y ne vaжi jer je 2 ̺ 1

2
i 1

2
̺ 2, a 2 6= 1

2
; (do ovog kontraprimera dolazimo tako xto

potpuno isto kao i u prethodnom primeru dobijamo da je x ̺ y ⇔
{

x = y

x = 1

y

).

T x ̺ y, y ̺ z ⇒ f(x) = f(y), f(y) = f(z) ⇒ f(x) = f(z) ⇒ x ̺ z. X

a) Kako je relacija ̺ refleksivna, simetriqna i tranzitivna (R,S,T) ona je relacija ekvivalencije.

Sada opet koristimo da je x ̺ y ⇔
{

x = y

x = 1

y

, pa su klase ekvivalencije:

[0] = {0}, [1] = {1}, [−3] = {−3,− 1

3
}, [2] = [1

2
] = {2, 1

2
}.

b) Relacija ̺ nije relacija poretka jer nije antisimetriqna (AS).

11. 2. zadatak, februarski rok 2009. Ispitati da li je relacija ̺ definisana kao

x ̺ y
def
⇐⇒ (x2 − y2)(x2y2 − 1) = 0

jedna relacija ekvivalencije na skupu realnih brojeva. Ukoliko jeste, odrediti klase ekvivalencije [0], [1]
i [2].

RexeƬe. x ̺ y ⇔ (x2 − y2)(x2y2 − 1) = 0 ⇔ x2 = y2 ili x2y2 = 1 ⇔ x = y ili x = −y ili x = 1

y ili x = −1

y .

R x = x pa je x ̺ x. X

S Ako je x ̺ y onda imamo 4 sluqaja: 1◦ x = y, 2◦ x = −y, 3◦ x = 1

y i 4◦ x = −1

y .
1◦ x = y ⇒ y = x ⇒ y ̺ x;
2◦ x = −y ⇒ y = −x ⇒ y ̺ x.
3◦ x = 1

y ⇒ y = 1

x ⇒ y ̺ x;

4◦ x = −1

y ⇒ y = −1

x ⇒ y ̺ x.
Kako smo u sva 4 sluqaja dobili x ̺ y ⇒ y ̺ x to je ova relacija simetriqna.

T Ako je x ̺ y onda imamo 4 sluqaja i ako je y ̺ z onda imamo 4 sluqaja, xto daje ukupno 4 · 4 = 16 sluqaja
(xto je ve� mnogo za ispitivati iako je za ocenu :) te �emo pribe�i redukciji sluqajeva.
Ako je x ̺ y onda imamo 2 sluqaja 1◦ x2 = y2 i 2◦ x2 = 1

y2 .

Ako je y ̺ z onda imamo 2 sluqaja a◦ y2 = z2 i b◦ y2 = 1

z2 . To daje ukupno 2 · 2 = 4 sluqaja:
1a◦ x2 = y2, y2 = z2 ⇒ x2 = z2 ⇒ x ̺ z;
1b◦ x2 = y2, y2 = 1

z2 ⇒ x2 = 1

z2 ⇒ x ̺ z;
2a◦ x2 = 1

y2 , y2 = z2 ⇒ x2 = 1

z2 ⇒ x ̺ z;

2b◦ x2 = 1

y2 , y2 = 1

z2 ⇒ x2 =
1
1

z2

= z2 ⇒ x ̺ z.

Kako smo u sva 4 sluqaja dobili x ̺ y, y ̺ z ⇒ x ̺ z to je ova relacija tranzitivna.

Kako je R,S,T data relacija je jedna relacija ekvivalencije na skupu realnih brojeva.

Odredimo traжene klase ekvivalencije:
[0] = {y ∈ R | 0 ̺ y} = {0}, [1] = {y ∈ R | 1 ̺ y} = {1,−1}, [2] = {y ∈ R | 2 ̺ y} = {2,−2, 1

2
, −1

2
}.
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