
A Pismeni ispit iz DMS-a, 23.08.2010. A

Prezime i ime studenta br. indeksa

1. (25 poena) Data je predikatska formula

(∃x) α(x) ∧ (∃x)β(x) ⇒ (∃x)
(
α(x) ∧ β(x)

)
,

gde su α i β unarni relacijski znaci.

Odrediti istinitosnu vrednost formule pri interpretaciji

a) D = N, α : ,,biti neparan broj“, β : ,,biti paran broj“;

b) D = Z, α : ,,biti broj maǌi od 5“, β : ,,biti nenegativan broj“.

v) Da li je data formula vaǉana?

2. (25 poena) Neka je binarna relacija % definisana na skupu A = {a, b, c, d, e, f} sa

% = {(a, a), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (a, f), (b, b), (b, f), (c, c), (d, c), (d, d), (d, f), (e, b), (e, e), (e, f), (f, f)}.

a) Predstaviti datu relaciju tabliqno i preko grafa.

b) Da li je data relacija refleksivna, simetriqna, antisimetriqna, tranzitivna?

v) Ispitati da li je to relacija ekvivalencije i/ili relacija poretka.

g) Ukoliko je to relacija ekvivalencije odrediti sve klase ekvivalencije, a ukoliko je to relacija
poretka predstaviti je preko Haseovog dijagrama, ispitati da li je to relacija totalnog ili
parcijalnog poretka, kao i da li je rexetka i odrediti najmaǌi, najve�i, minimalne i maksimalne
elemente skupa A u odnosu na relaciju %.

3. (25 poena) Data je algebarska formula F u svojoj prefiksnoj notaciji:

+− b c · a d

a) Nacrtati ure�eno korensko stablo T koje odgovara datoj formuli.

b) Kolika je visina dobijenog stabla T? Odrediti nivo svakog lista u stablu T . Da li je stablo T
binarno? Da li je stablo T striktno? Da li je stablo T balansirano? Da li je stablo T potpuno
binarno stablo?

v) Odrediti skup qvorova V i skup grana E, kao i stepene qvorova d(v) stabla T . Da li je stablo T
bipartitan graf? Napisati matricu rastojaǌa D stabla T .

g) Odrediti redosled obilazaka qvorova stabla T pri KLD, LKD i LDK obilasku.

d) Odrediti algebarsku formulu F .

4. (25 poena) Na�i konaqan automat koji prepoznaje reqi nad azbukom {a, b} koje imaju bar 4 slova i
poqiǌu i zavrxavaju se istim slovom.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku G = (N, T, Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti! Sre�no!



B Pismeni ispit iz DMS-a, 23.08.2010. B

Prezime i ime studenta br. indeksa

1. (25 poena) Data je predikatska formula

(∃x)α(x) ⇒ (∃x)β(x) ⇔ (∃x)
(
α(x) ⇒ β(x)

)
,

gde su α i β unarni relacijski znaci.

Odrediti istinitosnu vrednost formule pri interpretaciji

a) D = Z, α : ,,biti paran broj“, β : ,,biti broj deǉiv sa 3“;

b) D = N, α : ,,biti koren jednaqine x2 − 5x + 4 = 0“, β : ,,biti negativan broj“.

v) Da li je data formula vaǉana?

2. (25 poena) Neka je % relacija definisana na skupu A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} tako da za sve x, y ∈ A va�i

x % y
def
⇐⇒ x | y

(x | y se qita ,,x deli y“, a matematiqka definicija deǉivosti je (∃k ∈ Z) y = k · x).
a) Predstaviti datu relaciju tabliqno i preko grafa.

b) Da li je data relacija refleksivna, simetriqna, antisimetriqna, tranzitivna?

v) Ispitati da li je to relacija ekvivalencije i/ili relacija poretka.

g) Ukoliko je to relacija ekvivalencije odrediti sve klase ekvivalencije, a ukoliko je to relacija
poretka predstaviti je preko Haseovog dijagrama, ispitati da li je to relacija totalnog ili
parcijalnog poretka, kao i da li je rexetka i odrediti najmaǌi, najve�i, minimalne i maksimalne
elemente skupa A u odnosu na relaciju %.

3. (25 poena) Data je algebarska formula F u svojoj postfiksnoj notaciji:

a c + b : d−

a) Nacrtati ure�eno korensko stablo T koje odgovara datoj formuli.

b) Kolika je visina dobijenog stabla T? Odrediti nivo svakog lista u stablu T . Da li je stablo T
binarno? Da li je stablo T striktno? Da li je stablo T balansirano? Da li je stablo T potpuno
binarno stablo?

v) Odrediti skup qvorova V i skup grana E, kao i stepene qvorova d(v) stabla T . Da li je stablo T
bipartitan graf? Napisati matricu rastojaǌa D stabla T .

g) Odrediti redosled obilazaka qvorova stabla T pri KLD, LKD i LDK obilasku.

d) Odrediti algebarsku formulu F .

4. (25 poena) Na�i konaqan automat koji prepoznaje reqi nad azbukom {a, b} koje imaju bar 3 slova i
poqiǌu i zavrxavaju se razliqitim slovima.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku G = (N, T, Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti! Sre�no!



Rexeǌa grupe A

1. Data predikatska formula F je p ∧ q ⇒ r.

a) Ovde je p =,,Postoji neparan prirodan broj“, q =,,Postoji paran prirodan broj“ i r =,,Postoji
prirodan broj koji je i paran i neparan“. Imamo da je v(p) = 1 (postoji, npr. x = 3), v(q) = 1 (postoji,
npr. x = 8), v(r) = 0 (ne postoji broj x koji je i paran i neparan). Kako je 1 ∧ 1 ⇒ 0 netaqno, to je
istinitosna vrednost formule F pri ovoj interpretaciji v(F ) = 0.
b) Ovde je p =,,Postoji prirodan broj maǌi od 5“, q =,,Postoji prirodan broj koji je nenegativan“ i
r =,,Postoji prirodan broj koji je maǌi od 5 i nenegativan“. Imamo da je v(p) = 1 (postoji, npr. x = 3),
v(q) = 1 (postoji, bilo koji prirodan broj, npr. x = 8), v(r) = 1 (postoji, npr. x = 3). Kako je 1 ∧ 1 ⇒ 1
taqno, to je istinitosna vrednost formule F pri ovoj interpretaciji v(F ) = 1.
v) Data formula nije vaǉana jer nije istinita za sve interpretacije i sve valuacije (u delu pod a smo
dobili da F nije taqna).

2. a) % a b c d e f

a 1 1 1 1 1 1

b 0 1 0 0 0 1

c 0 0 1 0 1 0

d 0 0 1 1 0 1

e 0 1 0 0 1 1

f 0 0 0 0 0 1

a

b c

d

ef

b) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu oko svakog qvora
ima petǉu).

Ova relacija nije S (npr. a % b, a b 6% a).
Ova je relacija AS (u tablici su elementi koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu nisu

jednaki 1 i 1; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo ili 0 ili 1 granu).
Ova je relacija T (vidimo sa grafa: kad god imamo 2 grane koje se nadovezuju imamo i ,,preqicu“, tj.

ne javǉaju se ona 2 karakteristiqna sluqaja).

v) Ova relacija nije S, pa nije relacija ekvivalencije.
Ova relacija je R, AS i T, pa je i relacija poretka.

g) Ovo nije relacija totalnog poretka, jer b 6% c i c 6% b, pa je to relacija parcijalnog poretka. To
mo�emo videti i sa Haseovog dijagrama (jer on nije lanac):

b c

de

f

a

Sa grafa relacije vidimo da je element a najmaǌi element (jer iz ǌega vode grane u sve ostale
elemente), pa je stoga to i jedini minimalni element.

Najve�eg elementa nema, jer ne postoji element u koji ulaze grane iz svih ostalih elemenata.
Maksimalni elementi su: c i f jer u ǌih samo ulaze grane iz ostalih elemenata. Kako imamo vixe

od 1 maksimalnog elementa i na osnovu toga sledi da ne postoji najve�i element.
Ova relacija nije rexetka, jer npr. za skup {c, f} ne postoji supremum.

Napomena. Qesta grexka je da se ustavnovi da je ovo relacija parcijalnog poretka i da zbog toga to
nije rexetka. Ako je lanac onda je to rexetka, ali obratno ne mora da va�i, jer postoje i relacije
parcijalnog poretka koje su rexetke!
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3. a) Stablo koje odgovara formuli F je prikazano na slede�oj slici:

2 2 2 2b c a d h = 2

b) Nivo svakog lista je oznaqen na stablu. Visina ovog stabla je h = 2 (n(b) = 2). Ovo stablo je binarno
jer svaki qvor ima najvixe 2 deteta. Ovo stablo je striktno binarno jer svaki unutraxǌi qvor ima
taqno 2 deteta. Ovo stablo je balansirano (svi listovi su na nivou h = 2) i jeste potpuno binarno
stablo (striktno i svi listovi na istom nivou).

v) Skup qvorova V i skup grana E su:

V = {+,−, ·, a, b, c, d}, E =
{
{+,−}, {+, ·}, {−, b}, {−, c}, {·, a}, {·, d}

}
.

Graf je bipartitan jer ne poseduje nijednu konturu neparne du�ine (svako stablo nema kontura), a
to se mo�e pokazati i odgovaraju�im bojeǌem (na narednoj slici levo) u 2 boje, crvenu i belu, gde su
susedni qvorovi obojeni razliqitim bojama:

b c a d

D =

+ − · a b c d

+ 0 1 1 2 2 2 2

− 1 0 2 3 1 1 3

· 1 2 0 1 3 3 1

a 2 3 1 0 4 4 2

b 2 1 3 4 0 2 4

c 2 1 3 4 2 0 4

d 2 3 3 2 4 4 0

g) KLD: +− b c · a d LKD: b− c + a · d LDK: b c− a d ·+.

d) Tra�ena formula je b − c + a · d, ili ako bax ho�emo da naglasimo redosled izvrxavaǌa operacija
(b− c) + (a · d).

4. Iako su mnogi prvo odre�ivali konaqan automat A1 koji ima bar 4 slova, zatim ga spojiti sa
automatom A2 koji prepoznaje reqi koje poqiǌu i zavrxavaju se istim slovom (to je automat iz junskog
roka!) u automat A1 ∧ A2. Poneki od tih su bili nedeterministiqki pa bi ih prvo trebalo prebaciti
na deterministiqke xto niko nije stigao da odradi za vreme ispita!

Mi �emo dati odmah tra�eni automat A jer se on mo�e dobiti i direktno (maǌom modifikacijom
automata A2):

A:

a
a,b a,b

b
a,b a,b

a

b

a

b

b a

a b

0

1 2 3

5 6 7

4

8

a) Automat A je optimalan jer se svako staǌe predstavǉa brojaq koliko slova je proxlo u svakom od 2
odvojena sluqaja – da li poqiǌe na slovo a ili na b.

b) Odredimo regularnu gramatiku G = (N,T, Π, σ∗) koja odgovara konaqnom automatu A. Imamo da

je N =
{

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
}
, T = {a, b}, Π =

{
0 → a1, 0 → b5, 1 → a2, 1 → b2, 2 → a3, 2 → b3, 3 → a4,

3 → b3, 4 → a4, 4 → b3, 4 → ε, 5 → a6, 5 → b6, 6 → a7, 6 → b7, 7 → a7, 7 → b8, 8 → a7, 8 → b8, 8 → ε
}
i σ∗ = 0.
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Rexeǌa grupe B

1. Data predikatska formula F je p ∧ q ⇒ r.

a) Ovde je p =,,Postoji paran prirodan broj“, q =,,Postoji prirodan broj deǉiv sa 3“ i r =,,Postoji
prirodan broj koji ako je paran onda je i deǉiv sa 3“. Imamo da je v(p) = 1 (postoji, npr. x = 2), v(q) = 1
(postoji, npr. x = 3), v(r) = 1 (postoji npr. x = 6 i onda imamo 1 ⇒ 1 xto je taqno ili npr. x = 5 za xta
imao 0 ⇒ 0 xto je opet taqno). Kako je 1∧ 1 ⇒ 1 taqno, to je istinitosna vrednost formule F pri ovoj
interpretaciji v(F ) = 1.
b) Ovde je p =,,Postoji prirodan broj koji je koren jednaqine x2 − 5x + 4 = 0“ (tj. p =,,Postoji prirodan
broj koji je jednak 1 ili 4“), q =,,Postoji prirodan broj koji je negativan“ i r =,,Postoji prirodan broj
koji ako je koren jednaqine x2 − 5x + 4 = 0 onda je i nenegativan“. Imamo da je v(p) = 1 (postoji, npr.
x = 4), v(q) = 0 (svi prirodni brojevi su pozitivni), v(r) = 1 (postoji, npr. x = 3: tada je desna strana
0 ⇒ 0 xto je taqno). Kako je 1 ⇒ 0 ⇔ 1 = 0 ⇔ 1 netaqno, to je istinitosna vrednost formule F pri
ovoj interpretaciji v(F ) = 0.
v) Data formula nije vaǉana jer nije istinita za sve interpretacije i sve valuacije (u delu pod b smo
dobili da F nije taqna).

2. a) | 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1

2 0 1 0 1 0 1

3 0 0 1 0 0 1

4 0 0 0 1 0 0

5 0 0 0 0 1 0

6 0 0 0 0 0 1

1

5 4

2

63

b) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu oko svakog qvora
ima petǉu).

Ova relacija nije S (npr. 1 | 2, a 2 - 1).
Ova je relacija AS (u tablici su elementi koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu nisu

jednaki 1 i 1; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo ili 0 ili 1 granu).
Ova je relacija T (vidimo sa grafa: kad god imamo 2 grane koje se nadovezuju imamo i ,,preqicu“, tj.

ne javǉaju se ona 2 karakteristiqna sluqaja).

v) Ova relacija nije S, pa nije relacija ekvivalencije.
Ova relacija je R, AS i T, pa je i relacija poretka.

g) Ovo nije relacija totalnog poretka, jer 2 - 3 i 3 - 2, pa je to relacija parcijalnog poretka. To mo�emo
videti i sa Haseovog dijagrama (jer on nije lanac):

2 3 5

4 6

1

Sa grafa relacije vidimo da je element 1 najmaǌi element (jer iz ǌega vode grane u sve ostale
elemente, tj. 1 deli sve ostale brojeve), pa je stoga to i jedini minimalni element.

Najve�eg elementa nema, jer ne postoji element u koji ulaze grane iz svih ostalih elemenata.
Maksimalni elementi su: 4, 5 i 6 jer u ǌih samo ulaze grane iz ostalih elemenata. Kako imamo vixe

od 1 maksimalnog elementa i na osnovu toga sledi da ne postoji najve�i element.
Ova relacija nije rexetka, jer npr. za skup {4, 5} ne postoji supremum.

Napomena. Qesta grexka je da se ustavnovi da je ovo relacija parcijalnog poretka i da zbog toga to
nije rexetka. Ako je lanac onda je to rexetka, ali obratno ne mora da va�i, jer postoje i relacije
parcijalnog poretka koje su rexetke!
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3. a) Stablo koje odgovara formuli F je prikazano na slede�oj slici:

1

2

3 3a c

b

d

h = 3

b) Nivo svakog lista je oznaqen na stablu. Visina ovog stabla je h = 3 (n(a) = 3). Ovo stablo je binarno
jer svaki qvor ima najvixe 2 deteta. Ovo stablo je striktno binarno jer svaki unutraxǌi qvor ima
taqno 2 deteta. Ovo stablo nije balansirano (n(a) = 3, n(d) = 1) i stoga nije potpuno binarno stablo.

v) Skup qvorova V i skup grana E su:

V = {+, :,−, a, b, c, d}, E =
{
{−, :}, {:,+}, {−, d}, {:, b}, {+, a}, {+, c}

}
.

Graf je bipartitan jer ne poseduje nijednu konturu neparne du�ine (svako stablo nema kontura), a
to se mo�e pokazati i odgovaraju�im bojeǌem (na narednoj slici levo) u 2 boje, crvenu i belu, gde su
susedni qvorovi obojeni razliqitim bojama:

a c

b

d

D =

+ : − a b c d

+ 0 1 2 1 2 1 3

: 1 0 1 2 1 2 2

− 2 1 0 3 2 3 1

a 1 2 3 0 3 2 4

b 2 1 2 3 0 3 3

c 1 2 3 2 3 0 4

d 3 2 1 4 3 4 0

g) KLD: − : + a c b d LKD: a + c : b + d LDK: a c + b : d−.
d) Tra�ena formula je (a + c) : b− d, ili ako bax ho�emo da naglasimo redosled izvrxavaǌa operacija(
(a + c) : b)− d.

4. Iako su mnogi prvo odre�ivali konaqan automat A1 koji ima bar 3 slova, zatim ga spojiti sa
automatom A2 koji prepoznaje reqi koje poqiǌu i zavrxavaju se razliqitim slovima (to je automat iz
junskog roka!) u automat A1 ∧ A2. Poneki od tih su bili nedeterministiqki pa bi ih prvo trebalo
prebaciti na deterministiqke xto niko nije stigao da odradi za vreme ispita!

Mi �emo dati odmah tra�eni automat A jer se on mo�e dobiti i direktno (maǌom modifikacijom
automata A2):

A:

a
a,b

b
a,b

b

a

b

a

a b

b a

0

1 2

4 5

3

6

a) Automat A je optimalan jer se svako staǌe predstavǉa brojaq koliko slova je proxlo u svakom od 2
odvojena sluqaja – da li poqiǌe na slovo a ili na b.

b) Odredimo regularnu gramatiku G = (N,T, Π, σ∗) koja odgovara konaqnom automatu A. Imamo da je

N =
{

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
}
, T = {a, b}, Π =

{
0 → a1, 0 → b5, 1 → a2, 1 → b2, 2 → a2, 2 → b3, 3 → a2, 3 → b3, 3 → ε,

4 → a5, 4 → b5, 5 → a6, 5 → b5, 6 → a6, 6 → b5, 6 → ε
}
i σ∗ = 0.
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